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0 


nombre 


0 


quatio 



i exige de nou- 




isations. Les principes sur lesquels elles repo- 

i 


intimement liés à ceux du Calcul infinités 


exposer brièvem 


j 


I. 


i 
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BRES IRKATION 


tèmes de nombres rati 



i m 


S. 



oient A et B deux sys 


vantes : 



ouïssant des pr 



s sui- 


i° To 


de A 


nombre de B 






a 0 O/i joe M « toujour 
ventent deux nombres 


déterminer dans A et 



V o 



b 


a 



S 


quel que soit le nombre positif e, donné a priori. 

Ces hypothèses admises, les nombres (rationnels) pour- 
ront se répartir en trois classes : 

La première X contiendra tous les nombres inférieurs à 
quelqu'un des nombres de A; la seconde iJh, tous les nombres 


péneurs à quelque nombre de B; la troisième e, ceux q 


nombre B 


nférieurs à un nombre A, ni sup 



11 est impossible que cette classe G contienne deux no 



bres différents c et c' < c. On aurait, en effet, quel 
le choix de a et de 6, 



a~c', bzc 


< 


> 


d'où 


b 


a-c 


c 


i 


sultat contraire à notre seconde hypothèse 
Elle peut contenir un nombre unique c (< 


bres 


par exemple, si l'on prend pour .A 

c, et pour B l'ensemble des nombres < 


ble de 



Mais il peut arriver aussi q 
it qu'il en sera ainsi si l'< 


prend pour A la 




réduites de rang impair, pour B celle des réd 
pair d'une fraction continue illimité 


Nous ferons disparaître cette distinction, en disant que 


dans le second cas, il existe encore un nombre c plu 



X et plus petit que 


mbre est irrationnel. 
L'ensemble des nombre 


obtenus, tant rationnels 


qu 


ystèroe des nombres 

if 
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Chacun de ces nombres est défini, comme on le voit, par 
la connaissance des nombres rationnels qui sont plus petits 


que lui, et de ceux qui sont, au contraire, plus grands 
lui. 


que 


3. Si un nombre rationnel r est plus petit (plus gran 
a'un nombre réel c, il est clair, d'après nos définitions, q 
►ut nombre rationnel r 1 plus petit (plus grand) que r se 
fortiori plus petit (plus grand) que c. 

Mais on peut démontrer qu'il existe, en outre, une i 


nom 


ifi 


à c. 


îel, tous les nombres 
m est une fraction quelconque comprise e 



m 


r ), 


tisfont à cette condition. 

■ S 


po 


Soient A, B les deux systèmes de nomb 
déterminent c. Tout nombre rationnel a m 


> 


5 


par hjpo- 


dessas. 


omb 



moindre qu'un nombre a du système A. Ce nombre a étant 
plus petit que tous les B n'appartient pas à la classe i& : c'est 
donc un nombre X. Donc il est moindre qu'un autre nombre 


me A. Co 


infinie de nombres rationnels croissants r, a, a., 

1 1 1 ; 


* 5 


et 




c. 


On dira Qu'un nombre 


nomb 


et 



c 



mbre 


comp 


même 


Il est 



si c 



c f et </> c% on aura c > c 


Il 


nom 


r 



ement un nomb? 


par suite, une infï 
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, c un 

7 





systèmes de nomb 
dans ces s 
soit 

s« 

constante r 







el défini par les deux 
B. On peut déterminer 

la différence 




nomb 


les deux s 



en ajoutan 



nombres de A 


ystemes ont les qualités 



1 I 




un nouveau 



bre i 



com 



ises 


tre r 




re r 


c ser 



if, s'il est ^> o (auquel c 


sera encore supérieur a 
positifs); négatif, s'il es 
Les inégalités 



infinité de nombre 






a < £ 


pouvant s écrire ainsi 







on voit qu a 

nombres a et celui des nombres 
nombre de signe opposé, défini par le système 

_ 

b et celui des nombres — a. Nous désignerons 
c. On aura, d'après cette définition, 


un aut 




Il nous reste à 



iser 



de l'Arithmétique, pour les rendre a 
réel. 




icables à tout 


Soient c, d deux semblables nombres, définis respective- 
ment par les 
nombres pris 


èmes A, B; A', B'. Soient «, b; a ! , b f 





mes 


Mais, d'autre part, on pourra choisir a, 6, a', b f de 





sorte qu'on ait 


b 


a 



çToù 


2 


b' 


a 



s 

2 


i 


b 



b' 


(a-\-a'\ 



£. 


VARIABLES RÉELLES. 


5 


Le 



de 


s 



a 



a! et celui des nombres 


b 



y définiront donc un nombre réel, 



nous appelle- 


rons c 



De même, le système des nombres b 


a! et celui des 


nombres a — b f définiront un nombre, que nous appelle- 


rons c 


c f . 


On a évidemment, d'après cette définition 


c 4- c 


c 



c 


c 


I 


c 



(-c'y 


La soustraction est d'ailleurs l'opération inverse de l'addi- 


ion, de telle sorte que le nombre (c 


H- 


c, n'est 


que 


Pour le montrer, nous prouverons que tout 


ombre rationnel > c est > c { , et réciproquement 


nombres >> c sont ceux qui sont plus grands que l'un 


omb 



d ceux qui sont plus grands 


■ 

nombre 
ombre a 


a 


/ 



y. 



b 


a 





a'. 


D'autre part, si x > c, on pourra 
et c une infinité de nombres rati 



déterminer 


encore 


m 


* 

b l'un d'eux; on aura 


x 



b 


a 



b', 


6, car 



c. 


S 


si l'on choisit a' et b' de telle sorte que b f — a r soit 



£. 


5. Pour définir la mu 


Soient a, a 


et c posi 
nombres 



rement parmi les nombres positifs contenus dans les systèmes 
A, A'; {}, des nombres fixes (nécessairement positifs) choi- 

ns les systèmes B, B'; a, b, d,b' des nombres 
sir dans ces mêmes systèmes ; on aura tou- 


positi 
ours 


fs 


a c 
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on peut choisir ces nombres de telle sorte que 


l'on 


a 


a, 


b • 


a' 



a, 


L 

i 1 L " 1 A li' * " ' J I ' 

§ étant une Quantité à 



est a ailleurs permis 
sont contenus dans Tinter 

■ 




, que a e 




P'. En e 
S'il est <C a, on aura b 

■ 



, par exemple, est sûrement 


a 



b 



n po 




onc 


substituer aàa, tout en maintenant l'inégalité demandée. 



on aura 



aa'< ( 





(a 



5 



((3 


a 


a 


bb 


aa 


a'b 



(P 



+ P')*H- 
P')* + * 


d 2 , 


a 


Si donc on détermine S de manière à satisfaire à la 


aux inégalités 






i 



s 


p 



P' 




I 



a' 2 e 


P 



1 


on aura 


66 
6 


aa 



<P 



P' 



i)<5 



£ 


CL 

V 



Le système des nombres aa', joint à celui des nombres bb', 

et le système des nombres -ry, joint à celui des nombres — , 

o r £t 

définissent donc deux nombres réels, que nous désignerons 


7 


C 


ctivement par Ce 

c 


de 


ication. 


Pour l'établir, il faut prouver l'identité des deux nombr 
c' ~ °» et c ' en montrant que les nombres rationnels sup 


montrant que les nom 


mbre 


quement 
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plus grand que le 


ombre b ; il sera donc 



c. 



SI X 



rationnel x 


rand 



c, il existera un autre nombre 
£ encore plus grand que c, c'est-à-dire plus 


qu un nombre 6. Or on peut déterminer, quel que 


oit S, a! et b ! de telle sorte que Ton ait b f 



a 


t 



8, d'où 


b 


a 



b 


bè 



a 


i 



b 




a 


/ 


Si l'on choisit 8 moindre que 


a' 's 


¥ 


on aura x 



b 


a 


/ 


b 1 Donc 


ur 




définition de la multiplication et de la 
ision au cas où l'un des deux facteurs, ou tous les deux, 
sont négatifs, on appliquera la règle des signes. Enfin on 
admet qu'un produit est nul, si l'un des facteurs est nul. 
On voit, sans aucune difficulté, que les opérations ainsi 

généralisées, appliquées à des nombres rationnels, donnent 
les mêmes résultats que les opérations ordinaires, et que les 
règles du calcul algébrique subsistent sans aucun change- 
ment. 


6. On nomme valeur absolue ou module d'un nombre 
'el c ce nombre lui-même, s'il est positif, le nombre 


c, si c 


est négatif. Ce module se désigne souvent parla notation | c |, 


On a évidemment 


a\\b 


ab ], 


a\ 


b 


c i < i a 



b 



c 


< 


\a 



b 



c 


7. Soient A, B deux systèmes de nombres réels tels : 
i° que tout nombre B soit plus grand que tout nombre A; 

qu'on puisse toujours déterminer dans A et B deux 

e. Il existera un 




a et b tels que b — a soit 
ombre réel unique c tel que l'on ait constamment 

byCyd. 

Soient, en effet, A' le système des nombres rationnels 


I « 
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1 




a 




■ 

moins des nombres A 



s 



supérieurs 


a 


nombres B. Les 




B' seront 



moins 



des 
les 


déterminons dans A et B deux 


res a 


et b tels que b 


a 



éterminer deux 




eom 



a et dont la différenc 


nombres 



a 


a 



E 

3 


■ 

On peut de lîiême déterminer dans B' un nombre b f tel que 



b soit 



3 


. On 



par suite 


b' 


a 



S. 



Les systèmes A', B' étant formés de nombres rationn 
déterminent un nombre réel c plus grand que tous les d et 




sati 



aux conditions re- 



moindre que les b. L*e no 

quises. En effet, s'il était moindre qu'un nombre a de A, i 
existerait entre a et c des nombres rationnels a! plus grands 
que c, contrairement à la définition de c. S'il étai 


qu'un nombre b de B, on arriverait à une contradictio 



logue. 


On xoil d'ailleurs, comme au n° 2, que 




re c est 


unique de son espèce. 


8. Limites. — Soit x une quantité variable, à laquelle on 



donne successivement une suite illimitée de valeurs Xi, .. 


X /|, ou, 



une raa- 


Xni .... On dit que la suite x t , . . . , 

mère plus abrégée, la variable x tend ou converge vers 1 
limite c si, pour toute valeur de la quantité positive e, on 
peut assigner un entier v, tel que l'on ait 


c 



* 

pour toutes les valeurs de n supérieures à v. 
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La variable x ne peut tendre à la fois vers deux limites 

■ ■ 

merentes cet c'; car on a 


ou 


onc, quel 


c 


c 


{x 


fl 


c) 


c'), 


C 


f 


c\ 4 


X 


II 


c'\. 



soit /i, l'un au moins des deux modules 


00 


n 


C 


OC 


n 


C 


f 



era au moins égal à ^ | d — c 

Il importe de transformer la définition précédente, de ma- 
nière à pouvoir prouver l'existence d'une limite, lors même 
qu'on ne serait pas en mesure de la déterminer. 


9. Théorème. 



ur que la suite x^ . . ., x ni . . . ten 



vers une limite, il faut et il suffit qu'on puisse trouver une 



. . ... de nombres positifs non croissants, 


ayant pour limite zéro, et tels que Von ait, pour toutes 


les valeurs des entiers positijs n et p 1 


x 


X 




i° Supposons, en effet, que la suite x 


x 


tende vers une limite c. Soient 8 t , . . ., . . . une suite de 

■ 

nombres positifs décroissants ayant zéro pour limite. On 
pourra, par hypothèse, déterminer pour chaque valeur de m 
un entier v m tel que l'on ait constamment, dès que n est 



v 


171) 


X 


ri 


C 



2 m 


et, par suite, 


x 



X/i-hp | < I 


c 



oc 


n-\-p 


C 


I 


Si n< v< , mais n +/? > v< , on aura d'autre part 


x 


X 



< 


X 


C 4 


X 


n-hp 


c\<e 



5 


e 



la plus grande des quantités \x 


c 


10 



aura 


* 1 


si 
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i 



X 



< 


X 



issons 



• ■ 


par 


£ 


n 



^1 1 


c 
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ni l'un ni l'autre > v 4 , on 



SI /l<V t , 


SI V 




une suite de quan 




91 < V Art4-i 


On aura constamment 


x 


n 


» * 



/ï-hp | < 


D'ailleurs les quantités e n forment une suite non croissante 


et s n tend vers zéro 



n tend vers oc. Car on peut 


prendre m de telle sorte que l m soit moindre qu'une quan- 
tité quelconque s, et il suffira de prendre 


pour être sûr d'avoir 



v 


m 


m 



£-. 


■ i 


2° Réciproquement, supp 



» qu'on ait pu déterminer 


une suite e,, . .., e„, ... de nombres positifs ayant pour 
limite zéro, et tels que l'on ait, au moins pour les valeurs 


de n qui surpassent un nombre fixe m, 


(0 


x 




£ 


et proposons-nous de démontrer que la suite 
tend vers une limite. 

ésignons par a v la plus grande des 





x 


£ 


/n-H i 


* ■ • * 


par è v la plus petite des quantités 


x 


m-hi 


on aura évidemment 


• ■ 


£ 


v? 


Xy — |— £^ î 


v ) 


6 


SI 


v > y. 


£ 


d 


OU 


n 



X 


n 


E 


S 


upposons /z<v et 




v 


n ; elle devient 


x 


n 


X 


tl-hp 




X 





E 



geons dans cette équation p en 


Ou 


E 



OC 


V-hp 



X 


n 



E 


et, comme elle a lieu pour les valeurs n 


m 



i , . . v, on 


en déduit 




OC 




men 


conques 



combinaison des inégalités ci-dessus, 


a 




Donc, tout nombre b est plus grand que tout nombre a 


Mais on a, d'autre part, 


b 


a 


v < 


£ v ) 


£ V ) 



■ 

2 £vj 


quantité qui peut être rendue 



e en 



v assez grand* 


Donc les deux systèmes de nombres a et b déterminent 


un nombre c. Ce nombre et le nombre x 
compris entre a v et b vi on aura 


v+p 


étant tous deux 


x 


C 



E 


ce qui est précisément la 
convergent vers c. 



ition pour que les quantités x 


10. Corollaire. — Si les quantités x n sont telles que 


Von ait toujours 


00 


elles tendront vers une limite c ou croîtront de manière 


à surpasser finalement toute gran 



donnée E. 


■ * 



En effet, supposons en premier lieu que, pour toute valeur 


12 


de h 
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■ 



■ M 


l'on ait const 


puisse 



terminer un entier v 



x 


quel 


V-hp 


oc* 



à, 



e soit p. 


Donnons à 8 une suite de valeurs B 4 , o 2 , ... convergeant 
vers zéro; soient v 4 , v 2 , ... les va 


Soit, d'autre part, n un nombre 




rs corr 


, 1 


k mais 


x 


n 


X 



n-hp 





X 


i 

et, si l'on pose n 



P 


va 


9 


X 


n 


X 




V*-H/ 


X 


Vjfc 



Si à onc on définit les quantités £ v , . . ., . , . 



la 


c 



dition 


quand 



< 




on aura 


x 


X 


n-hp 


I 



B 


Les quantités £„, ainsi définies, convergeant vers zéro, le 
quantités x n tendront vers une limite. 

Supposons, au contraire, qu'il existe une quantité 8 pour 



laquelle il soit impossible de déterminer une quantité v 
respondante. On pourra, quel que soit déterminer un 
nombre n -f- p — n s tel que x n — x n soit au moins égal à 
Nous pourrons donc déterminer une suite illimitée de 
nombres i , n t , n 2 , ... tels que l'on ait 



X 


d' 


/■y» 


X 


n 



ou 


oc 


nu > 




<^e nombre deviendra plus grand que le nombre donné E 

dès que k ser 


a su 


perieur à 



11. Si la 
vers la limite 


i 

variable x tend vers la limite c, 


x 
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Cette proposition est évidente; car on a 


i3 


C 


/y» 



C 



< 

i donc on a pour n 


v ■ 



V 



a 



£ 


•s A 


*■ fl .-' • A r 


♦ ( 


on aura en même temps 


X 



C 



£. 


12. Si la variable x tend vers une 
de zéro. — tendra vers la limite 

x 



ite c 



Posons, en effet, x a 


c 


j 


X 


n 


C 



c(c 


la) 


£«; on aura 


c\\ C -H 


< 


quantité qui deviendra 
grand pour qu'on ait 



7 



que 


v ■ 

n sera devenu assez 




2 £ 

I -h 

C | S 


Si # tend vers la limite zéro, on pourra, quelle que soit la 

■ 

quantité positive E, déterminer un nombre v tel que î'on ait, 
pour toute valeur de n plus grande que v, 


i 


x 


n 



E 


d'où 


T 


X 


ri 



E 


J 


Donc — ne tend vers aucune limite. Nous conviendrons tou- 

tefois de dire qu'il tend vers oo. 

Si, en tendant vers oo, x reste à partir d'un certain moment 


constamment positif, on dira qu'il tend vers + oc. S'il reste 
constamment négatif, il tendra vers — oo. 


1 




x y y deux quantités variables simu 



ment, et prenant respectivement les suites de valeurs x iy 

x n> y n ) Si ûc, y tendent respectivement vers 


7n 
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limites finies c, d, 




c 



9 



Y et xy tendront vers 



Po 






71 



71 




On pourra, 
tive 8, 



finition, quelle que soit la 



x 



s v< et v 2? 




m 



0 


SI /l 


SI 7i 




V 


V 


2} 


et, par suite, 



à, 


■On 



si n 



v 


v désignant la plus grande des quantités v, et v ? . 


Cela posé, on a 


x 


n 




n 


cd 



d) 


< 



C\\t\n 


< 



il \ l 



ad, 









Les seconds membres de ces inégalités 


détermine l'arbitraire 8 de telle sorte qu'on ait en même 


temps 



è 



£ 
2 




I 


a 


£ 





I 


demontr 


Si x 
finie d 7 
traires 





vers qo, y continuant a te 
pourra, de même, quelles que 
8, déterminer un nombre \ 


vers une limite 



el que l on ait 


x 


n 



d' 


7» 



à, 


* 

si n 



ou 


X 


n • 




E' 



-a 




d 


I 1 


si l'on chois 


ce cas, x 



us grand que E + 



Donc, dans 


y tendra vers oo. 
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xy tendra aussi vers oo, si d n'est pas nul. En 



5 


choisissant pour 8 une quantité 



\d\, on 


aura 


d 



(y» 


d), 


d'où 


I 

et enfin 


\y* 


> 


\d 


9, 



E'(\d 


à) 



si l'on choisit E' plus grand que 


E 


d 


à 


S 


affirme 


en même temps que x vers oo, on 

■ 


pposons 


irmer a priori sur la somme x -H y. Ma 


le produit tendra évidemment vers oo 



. De la combinaison des résultats qui précèdent on 
déduit immédiatement la proposition suivante : 

Soit R(x,y, . . .) une expression rationnelle quelconque 
des variables x,y, Si ces variables tendent simulta- 
nément vers les limites c, d, . . ., K(x, y 1 . . .) tendra vers 
la limite R(c, d, . . . ). 


umis 


suite des opérations indiquées pour calculer R, connaissant 

puisse s'exécuter effectivement pour les valeurs 


parti 



res x 


d> y m * • • 


Si donc parmi ces opérations figurent des divisions, il faut 
que le diviseur ne soit pas nul. 


15. L'Arithmétique et l'Algèbre comportent quatre opéra- 
tions fondamentales : addition, soustraction, multiplication 
et division. On peut en concevoir une cinquième, consistant 
à remplacer une quantité variable par sa limite. C'est l'intro- 
duction de cette nouvelle opération qui caractérise le Calcul 

infinitésimal. 


i6 
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Infiniment petits. — On donne le nom iïinjinime 





quantité vari 
finiment grand à toute 


L 



zéro : celui d 


7 



tend vers oo. 



etit sera donc un 


and, et réciproquement 
La suite des valeurs 



îment 


sivement a un inhnimeiït 



. ., qu on 
oit avoir, 





mite 


restriction, M 


o 





aussi, si 1 on veut, l assujettir à 
er, par exemple, que ces quan- 


positives, ou rationnelles, etc. Sauf 


ïstri 


qui devront être spécifiées dans chaque cas, on d 
iidérer comme arbitraire. 




17. Deux infiniment petits x, y seront indé 
s'il n'existe aucune corrélation obligatoire entre les valeurs 


x K , . . ., x n , ... etyi , . . ., y n , . - • qu'on leur attribue respe 


tivement. 

Au contraire, s ils sont liés de telle sorte que, x n étant 
connu, on puisse en déduire on dira quey est un infini- 
ment petit dépendant de x. Cette dépendance sera, en 
général, réciproque, de telle sorte que, y n étant connu, x n 
pourra s'en déduire. 

Deux infiniment petits x, y étant ainsi liés, on dira qu'ils 

• . ■ V» « 

sont du même ordre, si, lorsque x tend vers zéro, ^ a po 


limite une 



constante c 



d'ordre plus élevé que si 


d'ordre moindre, si — tend vers oc. 


y 

X 


te 



o; y 


sera 



ite zéro; il sera 



On peut, dans la plupart des cas, préciser cette notion, en 


mesurant par un nomb 






d'un infiniment 
>rdre a 



r ra 


y 


oc 


a 



ver 


port à x, si le rapport 


rente de zéro, lorsque x tend vers zéro 



limite finie et d 
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D'après cette définition, une quantité y qui tend vers une 

< * * 

limite finie sera un infiniment petit d'ordre zéro; un infini- 
ment grand y tel que yx* tende vers une limite finie et dif- 


férente de zéro sera un infiniment petit d'ordre 

Dans toute question où figurent plusieurs infiniment petits 
y, . . . dépendant les uns des autres, on pourra choisir 
arbitrairement l'un d'eux comme étalon de mesure ^ Cet 
infiniment petit principal, x, par exemple, étant considéré 
comme ayant pour ordre de grandeur l'unité, j/, z, . . . auront 
des ordres de grandeur représentés respectivement par des 


nom 



a, p, 


Le même procédé de comparaison serait applicable à des 


infiniment grands. 


< 


18. Soient y un infiniment petit d'ordre a; A la limite 

Ah éJhv ■ 

vers laquelle tend ~- quand x tend vers zéro. On aura 


y 


/y* 


a 


A 



h, 


d'où 


Y 


A^r a + hx^ 


h tendant vers zéro avec x. 

Le premier terme Ax a se nomme la valeur principale 
de y. Il représente cet infiniment petit avec une erreur rela- 

* 

tive qui décroît infiniment avec x. 

Si l'on veut ne pas se contenter de cette première approxi- 
mation, on aura à déterminer la valeur principale du reste. 
Soit Bx$ cette valeur principale; nous aurons une seconde 



eur 


Kx a 


BxP 


approchée jusqu'à l'ordre [3. On chercherait de même, s'il 
était utile, la valeur principale du reste, et ainsi de suite. 

La détermination des valeurs principales des infiniment 
petits et leur développement en série suivant les puissances 
de l'infiniment petit principal, qui en est la conséquence, 
formeront en grande partie l'objet de la première Partie de 
ce Cours. 


2 


1 


P R K 



UE PARTIE. 


G 



TRE I 


La solution de 



e d' 



problème fondamental fournit une mé- 




ximation précieuse dans toutes les ap 




des Mathématiques; mais là ne se borne pas son utilité : elle 
rmet d'obtenir des résultats d'une entière rigueur, fondé 

■ 



sur la proposition suivant 


19. Le rapport de deux mfinim 
ordre, y et z, a 




pales A# a et B# a a pour limite 


A 
B 



ur va 


0 


On a, en effet, 


y 


œ*( A 



A), 


2 


.z a (B 



/z et k tendant vers zéro avec x. Donc 



nnci- 


lim 


y 

z 



A 
B 


II. 


Ensembles 


20. Soient y, ... des quantités variables; nous a 



lerons point un système de valeurs 



ees a 


• 9 


donné à ces variables; écart de deux points p = (a, 6, . . 



et p 


! 


(fit \ 1 î ■ 

a , & , . . . ) l expression 


b 



m ■ 


Si cet écart est nul, les deux points coïncident, et récipr 
quement. 

On dira que le point p = (a, . . .) est la limite 
suite de points 



Pi 


• * 


* 5 


9 * * * ». 

/^/i — - ( &ri) y ni • • • ) t 


si 1 écart pp n a pour limite zéro lorsque n croît indéfiniment 


ce qui revient à dire quex n ,y n , ... ont 
limites <2, 6, . . . . 



pour 


1 1 



RÉE] 


ELLES. 


"9 



nomme ensem 



toute collection de points, en 


nombre fini ou infini. Un ensemble aura autant de di 
sions qu'il figure de variables $ % y 7 , . . dans la 




tion de 


ses 



On nomme point limite d'un ensemble E tout point qui 
est la limite d'une suite de points de E. Le système de ces 
points limites forment un nouvel ensemble E 7 , qu'on appelle 


le dérivé de E, 
Co 


le cas d'une seule dimension. 


D'après les définitions précédentes 


4 


omb 


lim 



imite 


o. 


Cel 


emble des nombres 


a et << b a pour dérivé 


y a et p b. 



Ce dernier se confond avec 

On voit par ces exemples qu'un ensemble E peut contenir 
s points qui n'appartiennent pas à son dérivé E', et réci- 
proquement. 

Si un point/? = (a, b, . . .) appartient à E sans appartenir 
à E', on pourra, par définition, trouver une quantité s telle 
que tout autre point de E soit écarté de p de plus de e. On 
dit dans ce cas que p est un point isolé dans E. 


21. Nous 



erons ensem 




fait tout ensemble 


qui contient son dérivé. 

Un ensemble E' dérivé d'un autre ensemble E, est né- 
cessairement parfait. 

* 

Soit en effet te un point limite deE'. On pourra, par liypo- 

que l'écart p'iz 


thèse, déterminer 


dans E un 



p f tel 




E 


D'autre part, p 1 étant un point limite de E. on 
pourra déterminer dans E un point p tel que l'écart pp 1 soit 



2 


Cela posé, soit 


P 


7P T 


(a, b, . . .), 


P 


( o! s b f j . . . ) , 


7T 


( âs, [3, • • . ) ; 


20 


on aura 



partie. 


CHAPITRE I. 


< 


< 


a 
a 


a | 



a 



b 


a 


a 





r 



• * 


b 


b 


f 



b' 



• f • 


p 7T 



S. 



c 7i est un po 



ite de E et 



a 


E'. 


22. SiU ense 



le E 



contient pas tous les points 



sibles, les points qui ne lui appartiennent pas forment un 
ensemble complémentaire E f . 


Soient respectivement E', E' 4 les ensembles dérivés 



E fl . Tous les points de l'espace pourront être répartis en 


trois classes : 


i 


Ce 


E, 


sans 


ux qui appartiennent a 
Pour chacun d'eux p on pourra assigner une qu 



que tout point dont l'écart à p est 
et par suite appartient à E* Nous dirons que les points de 
cette classe sont intérieurs à E (et extérieurs à Ej ). 




artiennent à E { , sans appartenir à E 7 . Ces 


points seront extérieurs à E et intérieurs à E, . 


3° Enfin ceux qui appartiennent en même temps à l'un 
des ensembles E, E< et au dérivé de l'autre. Ces points con- 
stituent la frontière commune des deux ensembles E, E,. 

7/ existe toujours des points frontières 




p 


{ct^b, . . .) et 



(a, p 5 • • • ) 



ux points quelconques, 


choisis respectivement dans E et dans E 1? et soit n un 




arbitraire. Considérons la série 




nts 


Fi 



m . 
\ (oc 


a\ b -H 


2 


" * • 



m prend successivemen 


2 



E 5 1 


tz„ le suivant. O 


Pn 


[a+ f a (a — a), 6 -4- t R {$ 


b 


7T 


n 


[a 4- u n (<x 


a), b 



)> • • • j> 
6), ...], 
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t n et u n étant deux fractions comprises entre o et i, ayant 


i 


pour différence — et dont la première ne décroît jamais, et 

2 


la seconde ne croît jamais lorsqu'on fait croître n. 

Supposons d'abord qu'il n'existe aucune valeur de n au 
delà de laquelle t n cesse définitivement de croître ou u n de 
décroître. Les quantités t n et u n tendront vers une limite 
commune 0, et les points p iy . . .,/?,*, . . . d'une part, 7r 4 , . . 
iz ni ... d'autre part, auront pour limite le point 


P 


[fl + 0(«- a), b +■ 0((3 — ô), . . .]. 



Ce point appartiendra donc à la fois à E' et à E' 4 , et, comme 
il appartient nécessairement à E ou à E i3 ce sera un point 
frontière. 

Supposons, au contraire, qu'à partir d'une valeur v de az, 


t ni par exemple, cesse de croître et reste égal à £ v ; u n dé- 
croîtra et tendra vers £ v ; les points 1%, tVh? ••• tendront 
donc vers p v . Ce point appartiendra donc à E' A et, comme il 
appartient à E, c'est encore un point frontière. 


23. La frontière F dont l'existence vient d'être établie, 
constitue un ensemble parfait. 

Soit en effet q un point limite de F; F contiendra une 
suite infinie de points q^ . . ., q n , . . . convergeant vers q. 

m 

Si parmi eux il y en a une infinité appartenant à E et à E^ , 
leur point limite q appartiendra à E' et à E" , dérivés de E et 
de E' K Mais E',, étant parfait, contiendra son dérivé. Donc q 
appartiendra à la fois à E' et à E' 4 , et, comme il appartient 
nécessairement à E ou à E 4 , ce sera un point frontière. 

Si, parmi les points q^ q n , il n'en existe qu'un 
nombre borné appartenant à E et à E, , les autres, en nombre 
infini, appartiendront à E, et E', et la conséquence sera la 
même. 


■ 


24. Quant aux points intérieurs ou extérieurs, leur exis- 
tence n'est pas nécessaire. Il est évident, par exemple, que 
si l'on prend pour E l'ensemble des nombres rationnels, 


pour E, 



i des 



irration 



s 



oint 


Le 



i ne soit contenu dans 


s 




rieurs pré 
caractériser 
domaines. 




un i 


un 



n y au 



aucun 



des points inté- 
convient de les 



erons 


25. Un ensemble E d'une seule dimension est dit borné 
supérieurement (inférieurement), si tous les nombres qui 
le composent sont inférieurs (supérieurs) à un nombre 
fixe L. 

Soient, dans ce cas, F l'ensemble des nombres plus grands 
(plus petits) que tous ceux de E; F, son complémentaire. Il 
existe un nombre frontière M, 
propriété : i° que E ne contient aucun nombre 



ouira de la double 




V 


2" qu il en 


contient qui sont 



M 



M 



m 

e), quel 


M); 


soit le nombre positif e. 



Ce nombre M s'appellera la borne supérieure ou le maxi- 
mum (borne inférieure ou minimum) de E. Il peut, suivan 


les cas, rester en deh 


or 


s de l'en 



ble E ou lui a 



On dit, dans ce dernier cas, que E atteint son maximum (son 
minimum). Cette circonstance se présentera nécessairement 
si E est un ensemble parfait. 

Si plusieurs ensembles E 1? E 2 , ... admettent respecti- 
vement des maxima (ou minima) M 4 , M 2 , il est elai 

* m * I 


qu# l'ensemble E, résultant de leur réunion, aura pour ma^i- 

le plus petit) des 


grand (pour minimum 


mum le plus 

nombres M<, M 2 , 

Si réciproquement on décompose un ensemble E admet 
tant un maximum (un minimum) M en ensembles partiels E ( , 

ettront des maxima au plus égaux à 



25 


. , ceux-ci 




(des minima au moins égaux à I 



26. Considérons plus généralement un en 
nombre quelconque de dimensions. 
Soient (a, £,...), ... 




a un 


ses points. Nous dirons qu'il est 


■* 


VARIABLES RÉELLES. 


23 



si l'ensemble de toutes les valeurs des modules 


a 


. pour ses divers points admet un maximum ik. Dans 


ce cas 


, les nombres a, 6, . .., étant compris entre — [i. et 


+ pi, forment un ensemble borné en 
dessous. 



essus comme en 


■ ■ 

Réciproquement, si l'ensemble des nombres a, b 1 
admet un maximum M et un minimum m, l'ensemble E sera 


borné, car les modules I a 


5 


b L . . . ne pourront surpasser 


le plus grand des deux nombres |M 


m 




27. Tout ensemble borné qui contient une infinité 
points admet au moins un point limite. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'un en- 
semble E à deux dimensions; soient (a, b), ... ses points. 
Soient M et m les deux nombres fixes entre lesquels tous les 
nombres a et b sont compris. 

■ 


Partageons l'intervalle M 


m en n intervalles égaux. 


Ch 


valles. Groupons en un ensemble partiel tous ceux des 
points de E dans lesquels a et b tombent respectivement 
dans les mêmes intervalles. Nous obtiendrons ainsi en- 
semblés partiels, dont la réunion constitue E. L'un au moins 


tenir 


w w 

points; et si Ça, è), (a',b') sont deux de ces points, leur 

écart, J a 
Opérai 


b 


b 


ne pourra surpasser a 


sur Ej comme sur E, on le décomposera en 


moins 


infinité de points dont 1 écart ne pourra surpasser 2 

On opérera sur E 2 comme sur E t , et ainsi de suiu 
Cela posé, soient 

pi un point choisi à volonté dans E { ; 


M 


m 


2 


P* 


un 


un 



fférent 



différent de p K et de choisi à volonté dans E 3 ; 


et ainsi de suite. 


2 4 
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Ces points p { , p^ p% 



ndront évidemment vers un 


point 



TC. 


28. Nous pouvons ajouter la remarque suivante, qui nous 
sera souvent utile : 

Soit e une quantité quelconque. La suite 

■ # 

tient un point p a dont l'écart à tz est 




i 9 P2 
e. Soit £\ 




n 



e 


re. moindre que - et que les écarts pi^z^ . . p^n, La 



suite contiendra un point p^ dont l'écart à tu sera 
l'indice a H sera >* a. Soit e 2 un nombre moindre que 




E 


écarts /^tc, . . p a m et que — ; Ja suite 

2 

un point y> aa dont l'écart à it sera 

■ 

ainsi de suite. 

On obtient ainsi une in 




ra de même 





a 2 sera 



oc { 1 et 




e points successifs p ai 


p a ^ . . . ayant pour limite tc, et tels : 1? que les indices a, 
a 2? ... aillent en croissant; 2 0 que l'écart de y> an à tz soit 



1 


2 


s. 


29. Soient E et E' deux ensembles formés par des points 



P 


' de E' 


de même nature. 

Les écarts des divers points p de E aux poi 
forment un ensemble de nombres non négatifs. Il est don 
borné inférieurement, et admet un minimum A, positif 0 
nul, que nous appellerons V écart des ensembles E ? E 7 . Si 



cet écart est >> o, nous dirons que les ensembles E, E' sont 
séparés. 


30. Si deux ensembles bornés et parft 


E' qu 


comm 


dront au moins un couple de points ayant précisément A 


/n 


Soient, en effet, p — (x, y, . . .), ... les 



de E 
i deu: 
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de toutes les manières possibles de manière à former de nou- 


veaux 

* ■ 



pp 


f 


— 



d' 


un 


nombre double de variables. L'ensemble EE' de ces points 
sera évidemment borné et parfait. 

Cela posé, si E et E' ne contenaient aucun couple de 
points dont l'écart fût A, ils contiendraient tout au moins 
un couple de points p {1 p\ dont l'écart serait moindre que 
A + e, £ étant un nombre donné qui peut être choisi à 
volonté. 



d et 



Soient d l'écart de p K à p\ , et s { un nombre 

< i 

4 

On pourra déterminer un nouveau couple de points p 2 , p f 2 


E 
2 


dont l'écart soit 



A 



1 


Continuant ainsi, nous obtiendrons une suite infinie de 


cou 



s Pi, p K ; 


convergent vers A. Les 


; p ny m n ; ... dont les écarts mutuels 

points correspondants PiP i} 


PnPn ^ e l'ensemble EE', étant en nombre infini, admettent 

i 

au moins un point limite pp 1 \ où les deux points compo- 


sants /?, p f auront pour écart A. Mais p est une limite de 
l'ensemble des points p iJ . .., 


Pu 


q 


ui a 



tous à E; c'est donc un des points limites de E; et comme 

I J ~ ! ' i 

cet ensemble est parfait, il contient p. On voit de même 
que E 7 contient p f . Le théorème est donc démontré. 

L'écart A ne peut être nul, car s'il l'était, p et p ! se con- 
fondant, E et E' auraient un point commun contre l'hypo- 



31. Nous disons qu'un ensemble parfait et borné est d' un 
seul tenant lorsqu'il ne peut être décomposé en plusieurs 
ensembles parfaits séparés. 

On voit aisément que le caractère distinctif d'un pareil 
ensemble est le suivant : 

Entre deux quelconques de ses points p, //, on peut 
toujours quel que soit e, intercaler une chaîne de points 
intermédiaires appartenant à V ensemble, telle que V écart 
de deux points consécutifs soit 
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CHAPITRE I 



condition est néces 



ire. 


En 



supposons que 


e valeur donnée de e elle ne soit pas satisfaite. Asso- 

A 

cions au point p d'abord tous ceux des points de E dont l'é- 


cart a p est < e, puis ceux dont l'écart à l'un de ceux-ci 




e, et ainsi 





ous les points ainsi groupés 



ensemble E, . Les autres points de E forment un ens 
contenant au moins un point />', et dont l'écart à E, est^e. 


D'ailleurs chacun des ensembles E, , E 2 est 



effet, /, un point limite de E 4 . Il appartient à E 
posé parfait; d'ailleurs, il existe des points de E, dont il est 


it. Soit, en 


sup- 



écarté de moins de e. Donc il appartient à E 4 et non à E 2 . 
Soit, d'autre part, l 2 un point limite de E 2 . 11 app 



à E; et, comme il existe des points de E 2 qui en sont 
de moins de e, il ne peut appartenir à E, ; donc il appartient 


a 



2 


Réciproquement, cette condition est suffisante. En effet, 



supposons E décomposable en deux ensembles parfaits sé- 
parés E 1? E 2 ; soient S leur écart, p Kl p 2 deux points 


respectivement dans E< et E 2 ; si on les relie par u 




quelconque de points intermédiaires, on aura nécessairemen 
deux points consécutifs appartenant l'un à Ej, l'autre à E 2 
Leur écart est donc ^ 


S; et la condition de l'énoncé 


pas remplie, pour les valeurs de s moindres que S. 



32. La proposition qui précède entraîne cette conséquence 

W r 

* ' à ' * 

évidente : 


Un ensemble E formé par la réunion d'un nombi 
quelconque d'ensembles d'un seul tenant E 4 , E 2 , . . . dont 
chacun a au moins un point commun avec Vun des précé- 
dents est lui-même d 1 un se 



enant. 


33. Un ensemble d'un seul tenant E, s'il ne se compose 



. En 



Mai 


itrairement 


On peut intercaler entre eux une chaîne de points 
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* f 

/>2> • •• telle que l'écart de deux points consécutifs quel 


conques, et notamment celui de p à/? 4 , soit <e. Soient d cet 


écart; e< un nombre <6/et< On peut trouver de la même 
manière un nouveau point /> 2 dont l'écart à p soit < e 4 . Con- 


tinuant de même, on obtiendra une suite infinie de points 
l9 /? 2 , . . .,5 convergeant vers p. Donc, p appartient à E 7 . 


34, On peut encore remarquer qu'un ensemble E, d'un 
seul tenant et d } une seule dimension, qui contient deux 
nombres donnés a et b, contient tout nombre c intermédiaire 
entre a et b. Soient, en effet, a l? a 2) . . . une suite de nom- 
bres intermédiaires entre a et c et convergeant vers c; 
& , , b<i, . . . une suite de nombres intermédiaires entre b et c 


et convergeant vers c. On pourra, par hypothèse, intercaler 
entre a et b une chaîne de nombres appartenant à E, et dont 
les écarts successifs soient moindres que b n — a n . L'un au 
moins de ces nombres intermédiaires tombera entre a n et b n . 
Désignons-le par c n . Soit z K l'écart | c n — c | ; on peut trouver 
dans les suites a iy a^ ... et è f , 6 2 , ... deux nombres a nx , 


b n dont l'écart soit <£i 7 puis déterminer dans E un nou- 
veau nombre c Ui tombant entre m m et b n± ] et ainsi de suite. 
Les nombres c n , c no ... convergent vers c. Donc c est une 
limite de E, et, comme E est parfait, c est l'un de ses points. 

Si l'ensemble E est borné, il admettra un maximum M et 
un minimum m; étant parfait, il les atteindra. 11 est donc 
formé par le système de tous les nombres réels qui sont ^ M 
et > m. 

Si E n'est borné que supérieurement (inférieurement), il 
sera formé par l'ensemble des nombres réels qui sont 

(qui sont > m). 

S'il n'est borné dans aucun sens, il contiendra tous les 

nombres possibles. 


35. Soit E un ensemble borné, formé des points /?, p^ . . 
Les écarts de ces points, pris deux à deux, forment un 
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ense 



un maximum 
semble E. 


d q 



res 


e nous 



i est borné. Il admet donc 



pellerons le diamètre de l'en- 


■ 

36. Nous allons chercher, d'autre part, à préciser la no- 


lion de V étendue de cet ensemble (à laquelle nous pourrons 
donner en particulier le nom de longueur, d'aire ou de 
volume, lorsque le nombre des dimensions se réduit à i, 2 

* 

ou 3). 

Considérons, pour fixer les idées, le cas de deux dimen- 
sions. Chaque point (w, v) de E pourra 
géométriquement sur un plan dont u et v sont les coor- 
données. Décomposons ce plan, par des parallèles aux axes 



A 

coordonnés, en carrés de côté 


r 


■ 


L'ensemble de ceux de ces carrés qui sont intér 



a 


forme un domaine S intérieur à E; l'ensemble de ceux qui 
sont intérieurs à E ou qui rencontrent sa 



ère 


fi 


nouveau domaine S 



S' auqu 


el E est intérieur. Ces 


maines ont des aires déterminées que nous représenterons 

S'. ! ' : 



également par S et S 
Faisons varier notre 



osition en carrés, de telle 


sorte que r tende vers *éro ; les aires S et S 
vers des limites fixes. 



S' tendro 


En effet, considérons, par exemple, les aires S. Celles de 

sous d'un nombre 

■ 

fixe 0 sont bornées, car elles sont toutes contenues dans un 


ces aires pour lesquelles r reste au- 




M et m désignant le 


même carré de côté M — m 
maximum et le minimum des coordonnées u, s? dans 1 en- 
semble E. Soit A leur maximum. On pourra trouver 
décomposition déterminée pour laquelle S prenne une va 
leur S t plus grande que A — s. Soit S l'écart entre la fron- 
tière de E et celle du domaine S<. Considérons une autre 


décomposition 



ue où r soit 



I 


2 


■ L'écart maximum 


de deux points d'un même carré y sera «< S. Donc tousceu 


de ces carrés dont un point appartient à S, seront en entier 


VARIABLES RÉELLES, 29 

Fintérieur de E. Donc le domaine S contiendra S l? et 


'on aura 


S \ -Al "~ ~ 6 j 


> 


d'autre part, Donc les sommes S auront 


mit 


S + S', n'étant pas négatives, sont 




ement, et admettent un minimum a. 


1 existera une 


m 



S' prendra une valeur S fl -H moindre que a + e. 



Soit S l'écart des frontières 
Considérons une autre décom 




— Tous les carrés dont un point appartient à E ou a sa 


frontière seront intérieurs à S t -+- S\. On aura donc 


S-hS'^St+S'^a + e. 


D'autre part, S + S'^a. Donc a est bien la limite des 

sommes S + S'. 

Gomme on a S + S ; > S, a sera au moins égal à A. 


Nous appellerons A l'aire intérieure de E, a son aire 
térieure. Si S' a pour limite zéro, nous dirons que E est 




quarrable et qu'il a pour aire la quantité a 

37. Soit E' un nouvel ensemble intérieur à E. L'aire exté- 
Heure de E', et a fortiori son aire intérieure, 
moindres que Faire intérieure de E. Soit, en effet, S l'écart 
des frontières de E et de E'. Si l'on décompose le plan en 

carrés de côté < T > il est évident que tous les carrés non 

extérieurs à E', et aussi les carrés adjacents, sont intérieurs 
à E. L'aire intérieure de E surpasse donc l'aire extérieure 
e E' d'une quantité au moins égale à la somme de ces der- 


niers carrés. 


38. Supposons enfin E formé par la réunion de plusieurs 
ensembles partiels E,, E 2 , . . ., et considérons une décompo- 


3o 
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S, Sj , S 2 , . . . les so 


E 2 , ...; S', S' n S' 2 , ... 

leurs frontières. To 


1 1 _ 

n carres, o 
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carrés intérieurs 


q 


E 



rieur a 


des ense 


est 



a 


cessai 







non 




rré non exté- 


ur a i un au 



es E|, E 2 , . . , .; on aura donc 



> 



s 




• • • J 


s 




i 



s 



et, en 



à la limite, 


A > A t 



A 



• • 5 


H - ^2 "I - • • • } 


* 

A<, A 2 , ... et a,, a 2 , ... représentant les aires intérie 
et extérieures de E l5 E 2 , Les inégalités ci-dessus 



s 



c 



nge 


rabl 



eurs en 


ega 



OS y Si 



i 5 



5 



es. 


39. On peut concevoir une in 
plan en régions élé 


le diamètre ne surpasse pas un nombre donné 


cl» 


laquelle p tend 


q 





a somme S As*, étendue aux 


éléments intérieurs à E, aura pour limite A, 


mble 



e ne lire 


No 



po 


du 


S des aires des 


rieurs à E soit 


q 



A 


s ; soit 3 l'écart des frontières 

S, tout élément Ào-q 





ses points dans S sera tout entier intérieur à E. L'a 
contiendra donc à ce moment l'aire S, et sera 
Mais, d'autre part, elle ne peut surpasser A. En € 
l'écart entre' sa frontière et celle de 

■ 

■ 

décomposition en carrés, de côté 



ji de 
£A<r 


A 


£. 


it 8 


/ 



concevons 



< 


â' 


• 2 
1 1 # 



ceux 


de 


commun avec 1 aire 
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somme 


mo 


A 


même manière, crue la somme 


due, non seulemen 


leure a. Par suite, la somme ci-dessus, bornée à ces élé- 


men 



40. Les considérations qui précèdent sont 


emmen 


nsemble 



- — -— - 

mensions. On pourra déterminer, pour chacun d'eux, une 
étendue intérieure ou une étendue extérieure. Si celles-ci 
coïncident, l'ensemble sera mesurable. 


III. — Fonctions bornées. Fonctions intégrables. 


41. Des quantités variables, y, . .., sont dites indé- 
pendantes, s'il n'existe entre elles aucun lien, de telle sorte 
que chacune d'elles puisse encore prendre toutes les valeurs 
dont elle est susceptible, après qu'on a fixé la valeur des 
autres. 

Soit, au contraire, u une nouvelle variable, liée aux pré- 
cédentes de telle sorte qu'à chaque point y, . . .) appar- 
tenant à un certain ensemble E corresponde une valeur 
déterminée de u. On dira que cette relation définit u comme 



fonction de x, y, ... dans l'ensemble E. 

Une fonction de x 1 y, . . . peut se représenter par la nota- 
tion f(Xy y, . . .). Si l'on considère simultanément plusieurs 
fonctions différentes, on pourra les désigner respectivement 

■ 

par F(xj y, ...),' JK 5 • • •)? en changeant la lettre 
initiale. 

La définition qui précède est d'une telle généralité qu'il 
est évidemment impossible d'établir aucune propriété appli- 



cable à toutes les fonctions sans exception. Des hypothèses 



f 
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UI1 



sont, en effet, nécessaires pour serv 

quelconque. 


ir de base à 


42. F 


ONCTIONS BORNEES. 





ion 




? y i ' * ■ ) 



da 




e E pour lequ 





ns un 

i les valeurs qu'elle prend pour les divers points y, " . . .) 
de cet ensemble forment un ensemble borné. 

La somme, la différence et le produit de deux fo 
dons bornées f et cp sont des fonctions bornées; car on a 


1/ 



?!<l/l 





Si f est une fonction bornée et si le minimum pi de 



n'est pas nul, - sera 

J 



ment 



; car on 


/ 


i 


i/i 


43. Soit •••) une 



i 



n 


tlOll 


bornée dans un d 


maine E, donl l'étendue, que nous supposerons mesurable 
sera également représentée par E. 

Décomposons E en domaines élémentaires 



i 


<? 2 , Désignons par M, m le maximum et le mini 

de la fonction / dans E; par M*, nik son maximum et 
minimum dans e*; et formons les sommes 


S 


k e k*> 


S ~ 



Comme on a évidemment 


S et s 



m < m k ^M k 7 M, 


< 


< 



comprises entre 


2k 


ME 


I 
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et 




m 



m E, 


et leurs modules seront au plus égaux à LE, L désignant le 
plus grand des deux modules | M | et |m | [ou le maximum 
du module de f(x,y, . . .) dans le domaine 



44. Théorème de M. Dàrboux. — Si nous faisons varier 
la décomposition en éléments, de telle sorte que les dia- 
mètres de ces éléments tendent vers zéro } les sommes S 
et s tendront vers des limites fixes. 

En effet, considérons, par exemple, les diverses sommes S. 
Leurs valeurs forment, comme nous venons de le voir, un 
ensemble borné, lequel admet un minimum T. Et l'on peut, 
quel que soit e, déterminer une décomposition A', telle que 

. ■ 

la somme correspondante S' soit comprise entre T et T 



£ 

2 


Soient e x , - . e n les éléments de cette décomposition, ttleur 


nombre ; on aura 


n 


n 


E 



S 


e k 


Soit A une autre décomposition quelconque. Nous y dis- 
tinguerons plusieurs sortes d'éléments : i° ceux qui sont in- 

à l'un des éléments e iy . .., e n , par exemple à eu\ 
nous les désignerons par -.J 2° ceux qui em- 

piètent sur plusieurs des éléments e <? . . e n ; nous les dési- 



gnerons par e i7 


• • • , 


e 


Nous 



enfin 


par M*/, M', les maxima de / dans les éléments e^ é l • On 


aura évidemment 


8tàtf< M /o 


E 



e/ci 




e 


i 



kj 


t 


k 


et enfin, si S désigne la somme correspondante à la décom- 


I. 


3 







n considérée, 
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S 


2 M * 





M', e\ 



k 


< 


S 


< 



< 


T 


tut + 


2» 


e 


i 





£ 
2 



(M 




Enfin, T étant le tninimnm des sommes S, on aura 


s;t. 


De ces deux inégalités résulte immédiatement la preuve 


que 


5 


si le di 




éléments tend vers zéro 



te. 


vers T. En effet, les domaines e i: e n étant mesura 


es 






s nou 


la différence entre g* et la 


ments qui lui sont intérieurs tendra vers zéro avec 1 


mètre de ces éléments. On pourra 





aussi petit qu'on voudra, ce qui fixera le nombre /i, assigner 


ombre 8. tel crue si tous les éléments ont un diamètre 



S chacune des 


ommes 



moi 


que 


2 n ( M 


m) 


Ce nombre T se nomme Y 


- • Dès lors, S sera compris entre T et T + s. 

vcès de la fonc- 




tion y, . . .) dans le champ E 



45. On voit exactement de la 


même mai 


sommes s admettent un maximum t et 




si l'on fait varier 


que 



la décomposition de telle sorte que le diamètre maximum 
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s éléments tende vers zéro, la somme tendra vers t. Ce 

■ 

nombre sera V intégrale par défaut de la fonction / dans 
le domaine E. 


46. 



lies. 


i° Si E est formé par la réunion de 
plusieurs domaines mesurables E <? E 2 , . . ., on pourra décom- 
poser ceux-ci en éléments infiniment petits e i} e 2 > • et 


former pour chacun d'eux la somme 


2 m* 


La somme 


correspondante pour le domaine E s'obtiendra par l'addition 

■ 

de ces sommes partielles. Passant à la limite, on voit que 
l'intégrale par excès de la fonction J\ pour le domaine E, est 
égale à la somme des intégrales analogues pour E 4 , E 2 , 
De même pour l'intégrale par défaut. 

us savons qu'on peut déterminer une suite de do- 

dont chacun soit inté- 



maines mesurables E<, . . E /2 , 


rieur au suivant et à E, et tels que leurs étendues aient pour 


limite E. L'intégrale (soit par excès, soit par défaut) dans le 
domaine E sera la limite vers laquelle tend, pour n = oc, l'in- 
tégrale dans le domaine E w . En effet, la différence des deux 
intégrales est égale à l'intégrale prise dans le domaine E — E w , 


et son module sera au plus égal à L(E — E rt ), quantité qui 
tend vers zéro quand n tend vers oc. 

3° Nous avons admis, dans tout ce qui précède, que le 


domaine E a une étendue mesurable. Une nouvelle défini- 
tion nous permettra de supprimer cette restriction. On peut, 
en effet, toujours considérer E comme la limite d'une suite 
de domaines mesurables E,, E„, dont les étendues 


convergent vers une limite qui 


par définition, n est autre 
que l'étendue intérieure de E. L'intégrale (par excès ou par 


oo, vers une limite déter- 


défaut) dans E n tendra, pour n — 
minée. En effet, la différence entre les intégrales dans E rt 


et E m (m >> n) aura son module au plus égal à 


L(E 


m 


quantité qui tençl vers zéro quand n croît indéfiniment, Nous 


j t 


I 


I 4 


1 


I 
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erons cette 


présentant la vale 



lté 




g 



d 



comme 



ns 


E. 



No 


O 



fonction j 



minimum. Cett 


différence 



P 



gative 


T 


t 


z—i lim y 



lim 




entre les deux i 







11 


être négative. Cherchons à quelles 



îtions 



sera n 



R. 



arquons, à cet 



, que, 






des 


sommes 


2 M * 


eu et t 



maximum 


des 



T 


t sera le minimum des 



mes 


2° 


■ 

Gela posé, soit e un nombre positif choisi à volonté et con- 


sidérons une décomposition quelconque de E en éléments 


e iy e/t, Soient e/, . . . ceux de ces éléments dans les- 

quels l'oscillation 0/ surpas 



où l'oscillation 0^<e. On aura 



es autres élé 


(■) 



20 




e 



is, d'autre part, 




i ne peut su 



M 


m 


et e ; donc 


(2) 


2° 


m) 





< 


(M 



7tt 


>2" 



Si donc il est possible de 



iner 


e d 


pour aucune 



osition 



$ï ne s 


5 



rte que 
dessous 


■ 

d'un nombre positif fixe X, la somme sera 10 

supérieure à eX; et son minimum T — f ne pourra 



urs 


être 
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moindre que eX. Au contraire, si, quel que soit e, on peut 

^^^^ 

trouver une décomposition où 7.^* soit moindre que tout 


nombre positif donné, on pourra, en prenant e assez petit, puis 



isissant une 



mposition convenable, faire décroître 
autant qu'on voudra les deux termes du second membre 



re ainsi 


de (2) et r 


positif donné ; On aura donc 


insi^OA^A moindre que tout nombre 


T 


t 


o. 


48. Fonctions intégrables. — Une fonction jf(0$ y } . . .) 
est dite intégrât le dans le domaine E, si ses deux intégrales 

„ 

par excès et par défaut 


T 


1* - 
im 


2 M * 


t 


lim 



m k e k 


prises dans ce domaine, coïncident, ainsi qu'il vient d'être 
expliqué. Soit, dans ce cas, ...) un point choisi 

arbitrairement dans l'élément e*; on aura évidemment 


d' 


ou 



m k e k* 


La somme tendra donc encore vers la 

même limite que les deux sommes précédentes. Cette limite 
se nomme V intégrale de la fonction y dans le domaine E. On 
la représente généralement par la notation 


I 



est un signe de sommation, qui signifie limite de somme; 


de représente l'un des éléments i 



■ 1 

petits ci-dessus 


désignés par e t ., c#, il est sous-entendu que dans 


\ * 
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1 1 

ne terme de la so 


» • ♦ i 








eurs 



que l'on considère; enfin la lettre E, mis 

A ■ 

le champ de l'intégration; on peut 
lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté à craindre 


stituer dans f aux 

i 

un point de l'élément de 

indice, dénote 



a su 




. Il est clair que la vale 



e l'inté 



I 


ne 




d 


pas des variables de sommation m n y, . . mais seulement de 
la nature du champ et de celle de la fonction f. 



e sera 


d'ailleurs comprise, d'après ce que nous avons vu, entre 




et mE, et son module ne pourra surpasser 

r 

Ces derniers résultats sont susceptibles d'être un peu géné- 
ralisés. Supposons que /"soit le produit de deux fonctions ç, 


<|> dont la première soit intégrable et reste 





champ E. Soient M', m! le maximum et le minimum de ù 


dans ce domaine ; on aura 




et, en passant à la 


ïï* 



et, par suite, 



■ 




îte 


) de 


> 




> 


m 


F 


y, ...)de, 



®{x,y, . . .)ù(jr,y, . . .) de 


F- 



via;, 


y 


1 


m 

m 


jjl étant une quantité comprise entre .M' et m . 



.)de 9 


Cette 
moyenne 



osition porte Je nom de théorème de Ici 


50. Si le champ E est formé par la réunion de plusieurs 
domaines mesurables E 4 , E 2 , . .., l'intégrale E sera évidem- 
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ment 



n est pas mesurable, nous le considérerons, ainsi 
46, comme limite d'une suite de domaines mesu- 


prises dans ces di 
l'intégrale dans E. 


lim 


valeurs des intégrales 


tion. 


51. Soient /', / 



marne 



La fonction 


f 



c"f" 



sera intégrable et aura pour intégrale 


I 


c'I'-h &'¥-+-:... 


Il suffit, pour le voir, de passer à la limite dans l'identité 

2/(^^*1 • • -) e k— cj^fi&k, yk, . . 


^ C "^ à r {^kyjln ...) e * + 
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f'f" de deux fonctions intégrables , 
et, soient M', m' et M", m" les maxima 


minima de /' et f dans E; M' k , m' k , et , m\ leurs maxima 
et minima dans e*; O', O", 0' k , 0" k leurs oscillations dans les 
mêmes domaines. 

Supposons d'abord que m! et m" soient positifs; m' k , MJ, 
M" k l'étant a fortiori, on aura, dans tout l'élément 


> 


'*">m' fc m", e . 



L'oscillation du produit f'f" dans cet élément est donc 


au plus égale à 

M* Mi 


m'k m "k 


M'* ( m; - m'* ) + m'* ( M' 4 


W ' 

m' k ) 


< 


m'o; 



M'O'*, 



o 



PA 


et, par suite, 




i. 


lim 



O 


k 



< 


y 



lira y 


o. 


s 


Supposons, au contraire, que m', m" puissent être négatifs. 



e q 


ue 


m et 


m 


Les fonctions y, . . .) + c e t /"(^y, . . .) + 

mtégrables et auront pour minima les quantités posi 


m 



m + c. Leur produit sera d 




D'ail 


• • •)> J> • • •) le sont également, ainsi 


que la constante c 2 do 
le produit 




+ c) (/" 



c) 




sera aussi inlégrable 


o3. Si la fonction f est intégrable et si son maxim 


i 


et son minimum m sont de même signe, - sera i 

T 

F l,/ 



I 


En effet, l'oscillation de — dans l'élément e k sera 


i 


i 


m k 


M* 


m k 


< 


< 


Donc 


] 



_ i 

m 1 


lim 


yo 


O. 


54. On dit que l'intégrale 


est d'un ordre de multiplicité n, si le nombre des 


sions du champ E, dans lequel elle est prise (ou, 




revient au même, le nombre des variables indépendantes 
y, . . .), est égal à n. 



t>à. Les théorèmes exposés jusqu'à présent ne dépendent 
aucunement de ce nombre n. Mais, dans le cas des intégrales 


I 


VARIABLES 



sim 


onform 


notions précédentes. 


quelq 


d 


ombre 


mbres compris entre deux 


en éléments infiniment petits < 
sente l'intégrale par la notation 


. . ., et l'on repré- 



b 


/( 


a 


On voit que le signe de sommation S a été remplacé par le 
signe équivalent J\ et qu'au lieu de désigner le champ par 
une seule lettre, on met en évidence ses deux extré- 
mités a, b, qu'on nomme les limites inférieure et supé- 
rieure de l'intégrale. 


Si b >> a, ce sont là des changements de pure forme ; mais, 


si b < a 7 on, introduit une nouvelle convention que nous 
devons signaler. Dans la théorie générale, l'étendue des élé- 
ments de était toujours considérée comme étant une quantité 
positive. Ici, au contraire, nous affecterons chacun des seg- 
ments dx du signe — si b < a (auquel cas x décroît en 
variant de a à b). 

Il résulte évidemment de cette convention qu'on a 

■t 

(3) / f{x)dx——i f(x)dx. 
En outre, 

■ 

(4) / f(x)dx-h ! f{x)dx — t f(x)dx. 


Car, si a < b < c, cette égalité est un cas particulier d'une 


proposition énoncée au n° 50, et notre présente convention 
la rend applicable aux autres cas. 

S* 
i 


f{x)=:c'f'{x) + €>/'{*) 



• • 1 
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/<*) 



C 



^ oc ^ doc 



f rf (x) dx H— ... 


■ 

Si M, m désignent le maximum et le minim 


dans le champ ab. et L le maximum de son mo 
due du champ étant évidemment I b 


a I, 



de f(x) 
'éten- 


(6) 


m (b 



< 


' A 

a 


x) dx 


< 



( 



a) 


si b 



a. 


Si b 



a, le sens 




renverse 



aura dans tous les cas 




f(x) dx 


a 


< 


L\b 


a 


56. Le calcul d'une intégrale multiple d'ordre n se ra- 



mène, ainsi qu'on va le voir, lorsque le champ a une 
mesurable, à celui de n intégrales simples successives. 



Nous 


supp 



erons, pour plus de simplicité, n 


champ E sera représenté gé 



i par u 



de points y) situés dans un 

Cela posé, les valeurs de y, auxquelles correspondent de 
points de E, forment un ensemble borné F. Soit t\ 
d'elles. Les valeurs de x qui, associées à yj, donnent 
points de E, forment un ensemble Gy, également borné. Nous 
ne pouvons pas affirmer que ait une longueur me 




ni que la fonction tj) y soit intégrable; mais, cette fonc- 



1 m- 


tion étant bornée, on pourra toujours déterminer, da 
térieur de G^, son intégrale par excès et son intégrale par 
défaut. Ce seront des fonctions de rj, que nous pourrons dé- 

^ ÉriBk- 

signer par Jfa) et /fa), et qui sont bornées dans le do- 


maine F. 


No 


us pourrons donc déterminer, dans l'intérieur 



F: 


• 

* 


s 
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0 l'intégrale par excès de J(^), que nous désignerons par K; 
2° l'intégrale par défaut de /(*)), que nous désignerons par A-, 

e on a évidemment J(^)>y(^), k sera au plus égal 



à l'intégrale par défaut de J(yj) et, a fortiori, au plus égal 




Nous allons montrer, d'autre part, que K est au plus égal 


à l'intégrale double 


rise par excès 



A cet effet, décomposons le plan en rectangles infiniment 
tits par des parallèles aux axes. Celui de ces rectangles qui 



est limité par les droites # = x = Xi-\~ dx^ y 

yk + dyu a pour aire dxidyk] nous le désignerons par 
e/*, s'il est tout entier intérieur à E, par e r ih s'il contient un 
point de la frontière de E. Dans chacun des rectangles la 
fonction f{oo^y) admettra un maximum M;*; et dans les 
i parties communes à E et aux rectangles ë ik , elle ne pourra 
surpasser un nombre fixe M, maximum de f(x r y)^ dans le 
domaine E, 

L'ensemble Gy, est formé par les points communs à E et 
à la droite y = tj. Les parallèles aux x que nous avons tra- 
cées partagent cette droite en segments, et l'intégrale 3(r\) 
est égale à la somme des intégrales partielles prises dans l'inté- 
rieur des portions communes à E et à ces divers segments. 

r 

Supposons r\ compris entre y h et y h -h dy k , k ayant une 


valeur déterminée. Soit l'un des rectangles intérieurs cor- 


respondants à cette valeur de k. Le segment de la droite y = rj 
contenu dans ce rectangle a pour longueur dxi et se trouve 
en entier dans E; d'ailleurs la fonction f en chaque point de 
ce segment a une valeur au plus égale à M;*. La valeur de 
l'intégrale correspondante ne peut donc surpasser Mi^dx^ 
Soit, d'autre part, e f ik un des rectangles également compris 


entre les droites y = y k et y — yh + dfh mais qui rencon- 


trent la frontière de E. La longueur (intérieure) de la por- 
tion de la droite y = y\ commune à E et à ce rectangle ne 
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peut surpasser dxt ; la vale 
vale 


ur 



ur 


r 




ne peut y surpasser M; la 



l'intégrale correspondante ne peut donc sur- 


*AJ l m 


La valeur de J(yj) 



P 



ra d 


onc 


surpa 



quantité 



première somme s'étendant à ceux des rectangles eut, et la 


de à ceux des rectangles ë ik où A: a la valeur 


que 



Si donc nous dé 




MrC) dans l'intervalle d 


on aura 


ur de 1 






7* 





Chacun des éléments dyu intérieurs à F 
tion de ce genre. Sommant ces égalités, il vient 


k &ik 



\\ i 


\ 


i f k 


M 2 *«. 


imite en 


Passons maintenant à 
des rectangles décroisse indéfiniment. Le pr 





21* aura évidemment pour limite l'intégrale K 


e une re 




e l'étendue 






a pre 



e 


somme du second membre aura pour limite l'intégrale doubl 


f(oc, y) de prise par excès. La seconde a pour limite 

si E est mesurable, comme nous l'avons supposé. 
Notre proposition est donc démontrée. 




57. On verra, par un raisonnement tout sem 
l'intégrale par défaut k est au moins égale à l'intégrale dou 




£ 


■ 

y) de, prise par défaut. Mais, par hypothèse, 


est intégrable. L'intégrale double a 






onc 




• 
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u'on la pren 




K 


5faut ou par excès. On aura donc 


S/<*, y) de = k > 


l, pour déterminer l'intégrale double, il suffira de calculer 
ou A 1 , qui s obtiennent chacun par deux intégrations simples 
uccessives. 


. Supposons en particulier le champ E constitué de telle 
sorte qu'une parallèle y = r\ â l'axe des x ne coupe sa fron- 


tière qu'en deux points ayant pour abscisses et $>(r\) 


Soit, pour fixer les idées, <&(?i)> Si la fonction f(x, yj) 

st intégrable dans l'intervalle de <p(7j) à <Ê(ti), on aura 


J(*J) 



Y)) <£r 


Soient b et B le minimum et le maximum de y dans tout 


le champ. Si J(yj) est intégrable de b à B, on aura 


K 



B 


J(f])dn 


b 



B 



b 



f(x,n)dx 


et en appelant y la variable de sommation, précédemment 



e par y\ 



E 


f(x, y) de 


K 



/(#, y) dx 



SuDDosons de même 


i 


qu'une parallèle x 


axe 


y ne coupe la frontière de E q 


et V(Ç 



q ue /(î 


intégrable de <f(E) à 3° que son intégrale J t (2;) soi 

elle-même intégrable de a à A, a étant le minimum et Aie maxi 


mum 



W(x) 


f{*>y)dy 


) 
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<|/(a?) 


a 


et la 
donne 


(8) 



B 

dy 



™ t 
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est un rectangle, on a 


A, 




des deux valeurs de l'intégrale double 


* t 



y)dx 



1 



On peut, dans ce cas, représenter cette intégrale double 
par la notation plus symétrique 




qui met en évidence les deux intégrations à e 
sivement; ces deux opérations peuvent d'ai 




urs 


succes- 


inter 




, comme nous venons 



e voir. 


IV. 




59, Soit f{X) y y ..-) une fonction des n variables y ) 
définie dans un ensemble E. 


« • i 



Soient (a, . . .) un point déterminé de E; A, k r ... des 

j assujetties à la seule condition que le 
/r, . « .) appartienne aussi à E. 




point (a 



k ê b 


Si, pour toute valeur de 



7 


on p 


déterminer une autre quantité positive 8, telle que l'on ait 


1 

|/(a-h A, b + A:, . . .) —/(a, 6, . . .) | < £ 



pour tous les systèmes de valeurs de A, 


pour 


lesquels 


on a 


h\ 



I k | < a, 



on dira que la fonction 
(a, 6, . . .). 



x 



? ■ 



est continue a 



/ 


If 


II 
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La même idée peut s'exprimer sous cette forme plus 
abrégée : 

La fonction y, . . •) est continue au point 6, - . .) si 


f(a A, b -h k r . . .) — /(a, b } . . .) 


tend vers zéro en même temps que k 1 . * 




60. Soient f,f\ + . - . des fonctions des variables jk ? . . . 



définies dans E. Les divers systèmes de valeurs simultanées 
de ces fonctions correspondants aux divers points de E peuvent 
re considérés comme les points d'un autre ensemble F. 


Soit maintenant • • •) une fonction des variables /, 

fi, . . . définie pour tout point de F. 11 est clair que <p peut 
être considérée comme une fonction de y, . , . définie pour 
tous les points de E. 

Une semblable expression se nomme une fonction de 
fonctions ou fonction composée. 


Si les fonctions f f x , . .. sont continues au point 
(a, . . .) et prennent en ce point des valeurs a, a { , . . . ; 


sera continue au point (a, 6, . . .). 


/ 


En effet, pour être assuré que l'accroissement de <ç ait son 
module < e, il suffit, par hypothèse, que les accroissements 



de f, fi, ... aient leur module < S ; circonstance qui se pro- 
duira, par hypothèse, toutes les fois que les modules des 
accroissements de x, y, ... seront moindres qu'une autre 

quantité fixe vj. 

Les fonctions x -\- Y, x — y, xy étant évidemment con- 


— 

tinues pour tout système de valeurs de m r y, on obtient ce 
corollaire que la somme, la diffi 

deux fonctions continues sont con 
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est continue et 


chapitre i 



érente de zéro au poin 


(a, b, 



i 

7 


sera continue en ce point 


Soient, en effet, A#, Ay, ... un système d'accroissements 

_ 

s à x, y, ... ; A/ l'accroissement correspondant de h 



i 


celui de ^ sera 

f 


i 


i 


A/" 


/ 




A/) 


et, si I 



j f [, son module sera au pl 



égala 


l/l[|/|-|A/|] 


moindre q 


4/ 



«1/1 


1 + £ l/ 



Or il suffit, par hypothèse, pour être assuré que ces in 
lités sont satisfaites, d'assujettir | A# |, | ày |, ... à rester infé- 
rieurs à un nombre fixe 




62. Une fonction 
ensemble E, si elle est conti 


est dit 




ans un 



acun 





Si cet ensemble E est borné et par/ait, la 
sera uniforme. 

} i 

Ce terme demande quelques explications. 
Soit, en général, cp une fonction de deux séries de va- 
riables x, y, ... et /i, Supposons que, pour chaque 


système de valeurs de x, y 


5 


contenu 



un e 


nsemble E 




nt 


<p tende vers une limite déterminée lorsque 

vers des limites données a, L'ensemble de ces valeurs 

limites sera une certaine fonction $ des variables x, y, •••• 



n pourra, par définition, pour chaque no 



re po 



et pour chaque point y, . . .) 




assigner un 


nombre 


(0 
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el que l'on ait toujours 


49 



£ 


dès que I h 


a 


sont 



o 


5 


rem 


elle le sera pour toute valeur plus petite. Nous désignerons 
par A le maximum de ces nombres S (si la condition était 
satisfaite pour toute valeur de 8, A serait infini). 

Nous obtenons ainsi, pour chaque valeur de e, un ensemble 
de nombres positifs A correspondant aux divers points de E. 
Cet ensemble de nombres admettra un minimum t\ positif ou 
nul, lequel ne dépend plus que de e, et la condition (i) sera 
satisfaite pour tout point de E, tant que l'on aura 


h 


a. 



S 



o, quelque petit que soit s, on pourra, 
pour chaque valeur positive de e, assigner un autre nombre 
positif r\ indépendant de y, . . . et tel que l'on ait, pour 
tout point de E, 


dès 


que 


h 


a L ... sont < y\. 


On dira, dans ce cas, que la fonction m converge unifor- 
mément vers sa limite <É> dans tout l'ensemble E. 

Appliquons cette notion à une fonction f(x,y, ...) con- 
tinue dans l'ensemble E. D'après la définition de la conti- 



h, y 



A 


k. . . . tendent vers zéro. Et la continuité sera uniforme si l'on 
peut, quel que soit s, trouver une quantité positive vj indé- 
pendante de x, y, . * . et telle que l'on ait, pour tout point 
de E, 


■+■ h, y 



k , • • •) — /> •••)!< 


dès que 


h 



k 



m m 



3. Ces explications données, procédons à la démonstra- 


J. 


L 


4 





TIfi 
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tion d 
nomb] 



eme. 






aux 



rs 


minimum 7| des 

x. r, . . .) de E 


Supposons que r t ft 
des nombres moindres que toute quantité 
contiendrait une suite 



p 


2 



A 



5 


moindre 


tiendrait 
Donc E 


que 


# ■ i 


e 


Ë 

• ) — » 

2" 



P 


ad 


au moins 




puisque E est borné; mais 
tiendrait donc le poi 


il 



Cel 


P 



Po, 



\1 


1 


déterminer, dan 
lie de points /? a 
s que 0Cq , oc 4 , . • . 


0 


1 


correspondantes de A étant moindre 


r 

q 


£ 


£ 


a 


0 


2 a » 


-, • • • décroîtront indéfiniment. 



O 


n 


écart à II et la valeur de A qui lui correspond fussent simul 
tanément plus petits que toute quantité donnée. Ce résulta 


que 




entraîne une contradict 
tinue au point n m. (# 0 , JKo, • • •), on peut assigner une 
tité positive 8' telle que l'on ait 


r étant con- 



!/(*• 



h, y 


0 



nf. . . . ) 


/(^o> /or 


« ■ 




2 


dès que 


h 





1 


et il est aisé de voir que pour tout point 

1 





5 



de E dont l'écart à II est 

?gal a — • 

2 



3' 


, le noi 



A sera au moins 


Soit, en effet, x } 
par hypothèse, 


x 


0 


y 



On aura, 


<5 
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et, a fortiori, 


M 


! 



2 


a 



2 


« t 


Cela posé, on a, si 



! 



2 


k 



2 


< 


l/( 
l/( 



h, y' 



"■1 • • •) ■ ji 


h,y'+k, ...)—/( 


r < 



< 


l/( 


0 



A h- A', y 0 


* • * / 


a 

" * * ) 
• • • ^ 

...)| 





07 


0 



0 



Â ^ • • * ^ 

...)-/( 



^0? To? • * • ) I 



s, 


car 



/ 


5 


A- 



A- 


et 



5 


L . . . étant 



o 


chacun des deux termes du second membre est 



2 


64. Théorème. — Soient f, f 


fi 


y, . . . continues dans un ensemble E; e£ so/£ F V ensemble 
des points (/, / 4 , . . •) 
points de E. 


corre 





'S 


Si E est borné et parfait, F le sera égale 
Si E est d'un seul tenant, F le sera égali 


men 


Supposons, en effet, que E 


fa 


Si F 


miner 


somme 


s 







• « ■ 


fût plus grande qu'un nombre donné quelconque L; puis un 


autre point q t , où cette somme fût > 2L; un autre point 
où elle fût > 4L? etc. Soient />„, /?,, p 2 , ... les points cor- 


respondants de E. Ils seront tous différents, car/, / ( , ... 
n'ont qu'un seul système de valeurs en chaque point de E. 
Leur nombre étant infini, ils admettent au moins un point 
limite II, lequel appartiendra à E. Et l'on voit, comme au 
numéro précédent, qu'il devrait exister dans E des points 

. la 


dont l'écart à II fût moindre que toute 
aleur correspondante de s étant en même 




té 




m 


4 * 


t i 


if y 


02 
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I. 


que toute quantité donnée. Ce résultat est contradictoire. 



oit, en e 



de s au point 


évidemment continue. 



u'un 





tout poi 
nombre 8, la va 




comprise entre les deux 





s cp 


e et o 

* 



on s 


'écart à II 
e s reste 


reste à prouver que F est parfait, c'est-à-dire contien 


son dérivé F 7 , 
une suite 


I F 7 . Soit q f un point de F' vers lequel converge 
infinie q Q . q K , q m . .. de points de F. Les points 


correspondants de E, /^o,/^, /2 , seront tous distincts 




car à chaque point de E répond un seul point 
suite admet donc au moins un point limite II, appar 


( 


ette 




à E, et contient une suite de points p ao , p^ p^ . . . qui con- 
vergent vers Et. Les points correspondants de F convergent 


vers le point q de F qui correspond à II; mais ils convergent 


vers q 1 . Donc q f se confond avec q et appartient à F. 


Supposons enfin que E soit d'un seul tenant et mont 



s 


qu'il en est de même de F. Soient q et Q deux points quel- 


con 



de F; 


P 


(^j jî • * • ) 


et 


P 


(X, I, . . . ) 



e 


les points correspondants de E; on peut les relier p 
chaîne de points intermédiaires p Kl p 2l . . - , telle que l'écart 




4 


de deux points consécutifs 


Ph 


( y*k) • • • ) 


et 


et, a fortiori, chacun des 



dules 


x k-\-\ 



soit moindre qu'un nombre donné quelconque i\. 

Or, la continuité étant uniforme dans tout le domaine E 
on peut prendre vj assez petit pour que, pour toute v 

ri 

de A*, chacune des quantités 


5 



ur 


-hi » 



î 


? • • •) f{ x ki y la 


l/i(#*-hM yk+u - - •) — A(&k> yk. 



• ) 1 , 


• • ■» 
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et, par ^suite, leur somme, devienne aussi petite qu'on voudra. 
Or, cette somme représente l'écart des points cjk et q^ qui 
rrespondent à pk et à p^ +i . Les points q, q { , . . Q forment 
insi une chaîne où l'écart de deux points consécutifs est 


moindre qu'un nombre e choisi arbitrairement. Notre pro- 
position est donc établie. 

Corollaires. — Considérons en particulier le cas où nous 
n'avons qu'une seule fonction / de y, ... continue dans E : 
i° si E est borné et parfait, F admettra un maximum et un 
minimum et les atteindra (25); 2° si E est d'un seul tenant, 


F contiendra toute la suite des nombres compris entre son 

r 

maximum et son minimum (34). 

Si au lieu d'tine seule fonction continue nous en avons 

P 

plusieurs y, f K , . . la fonction 


s 


\f\ l/i I + • ■ • 


jouira des propriétés ci-dessus. 



. Soient V, ... des fonctions des variables # 5 y, 
en même nombre que ces dernières, et définies dans un en- 
semble E. A chaque point (#, y y ...) de E correspond un 
point (w, V, . ..); la réunion de ces derniers points forme 
un ensemble F. 

Supposons qu'à chaque point de F corresponde récipro- 
quement un seul point de E; on pourra considérer x, y, 
comme des fonctions de !%.««.* définies dans l'ensemble F. 

nouveau système de fonctions se nomme V inverse du 
système de fonctions primitivement considéré. 



Si V ensemble E est borné et parfait, et les fonctions 
u, ... continues dans E, x, y, ... seront réciproque- 
ment des fonctions de Uj ... continues dans F. , 

* » ' ' - 4 

Il nous faut prouver que, si l'on prend dans F une suite de 
points qt = (tf j, v {1 . . .), . . q n = (u n , v n , . . .), ... conver- 
geant vers un point % (lequel appartiendra à F), les points 
correspondants p K = y a ...), ..,,/?„= (x n , y nj ...), ... 



nécessairement vers le point II 



a 


Supposons qu'il en soit autrement; il existera un nombre 
qu'on puisse, quel que soit n, trouver dans la suite j 


un point p aj d 



• Après 



pourra trouver un autre et ainsi d 
ble de ces points p„, p 8 , en nombre 


mettra au moins 


encore > e. O 


dont l'écart à II sera 


moindre qu'un nombre donné 8 


un autre point p^ plus voisin de II' que p\ et dont l'écart à II 


soit 



è 


2 


■ ■ 


Aux points p^ . . . ainsi obtenus correspond 


des fonc 


qui tendent vers y. Mai 



y* de F qui correspond à II'. Donc % = et ce 


unique correspond à deux points différents II et II' de E, 


contrairement aux suppositions de l'énoncé. 


66. Une fonction f( 
mai ne E borné et par fa 


continue 



an 


do- 


O 


n 


peut, 


en 


effet, q 


quantité 



trouver une autre 



à, y 



> ' ' ' j 


y> • • • ) I 



SI 


sont 



7j. Si donc nous décomposons E en 



ejç de diamètre 



% % l'oscillation O* sera, dans 


chacun d'eux, <e. La condition d'intégrabilité sera donc 
satisfaite. 


V. 


Fonctions à variation bornée. 


67. Soity=/(#) une fonction d'une seule variable^ 
bornée dans un intervalle ab qui contienne les valeurs parti- 


culières Xq 


X 



x Q . Donnons 


de 
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croissantes x 0 , x {1 . . X, et soient y 0 , y {% . Y 

antes de j% On aura 


les valeurs corres 



(0 


Y 


4P 


y/c-i ) 


n 



p désignant la somme des termes positifs, n celle des termes 
négatifs de la somme ci-dessus* 

Nous dirons que p est la variation positive de y et n sa 


aviation négative pour le système de valeurs x 0: x K , 


? X. 



a so 



e 



P 




sera sa variation totale. 


En changeant le nombre et la position des valeurs inter- 

on pourra faire varier ces trois 


médiaires x 


\ ? • • • i 


ommes. En particulier, si entre xj ( _ î et X& on intercale une 
ouvelle valeur |, ces sommes conserveront leur valeur pri- 
mitive, si f(k) est compris entre JKA- i et^*; sinon p et n 
seront accrus tous deux de la différence entre f(%) et celle 
des quantités yk~\ 5 JK* dont elle est la plus voisine, et t sera 
accru du double de cette différence. 

I tr 

Gela posé, admettons qu'un des trois systèmes de sommes 
n, t admette un maximum. Il en sera de même de chacun 
des deux autres, en vertu des équations (i) et (2). On dira, 
dans ce cas, que y est une fonction à variation bornée 
entre x 0 et X. 


68. Les fonctions à variation bornée, telles qu'elles vien- 
nent d'être définies, ont pour caractère spécifique de pou- 
voir être mises sous la forme 


7 


z 


u 


z et u étant des fonctions positives, bornées et non décrois- 
santes entre x 0 et X. 

Pour le démontrer, considérons deux valeurs quelconques 
x'\ x fl dans l'intervalle de x 0 à X (a? étant supposé compris 



4 
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dante 


p\ ai', É les variations de y d 



choix quel 


lie x 0 x' p 



les variation 


*, • • 



/y* /y» 


U 



pre- 




our v 



urs intermédiaires x^ # 2 , . . ., 0. et d'autres 


quelconques x\, . . . intercalées entre l 


X 


OC 


o 


n au 





f 


fo=P 


f 


n 


y 


7o 


P 



Ai 


5 


H ^ Ai" ^ Aï, 


Mais, par hypothèse, />, a?, t admettent des maxima P, 
N, T. Donc, p f , n 1 \ t 1 et //, £" admettent aussi des maxima 



', N', T, P", N", T", et Ton aura les inégalités 



P' = P"=P, 


< 


< 


T' = T' = T, 






n 




desquelles il résulte que P', N', T' sont < 
positives de leur nature et, en outre, bornées et 
santés de x Q à X. 

Gela posé, en faisant varier le nombre et la position des 
valeurs intermédiaires x K * x 2 . on peut faire en sorte 

+ M 


f 


que p 1 se rapproche indéfiniment de son maximum 
différence p f — n! étant constante, n! se rapproc 



P'. La 



même temps que son maximum N'. L'équation 


7 


yo=p 


/ 


t 


deviendra donc à la limite 


y 


y 


0 


P 


N', 


ce qui montre que y' est la différence des 




positives, bornées et non décroissantes 


P 


/ 




c et 




c désignant une constante positive quelconque 



o 
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S1J 


Z 


w, z et u étant des fonctions 


_ 

positives, bornées et non décroissantes entre x 0 et X, sa 


variation totale t sera limitée; car on a, en désignant par z t 
Z\, . . .,' Z et i/ 0 , Ui, . . ., U les valeu 





z et de u pour 


X •■ 


^0 1 % \ 5 


• * 


5 ^5 


t 





Ufc 


Z k— 1 


u k—\ ) 



< 



k 


fe—i 



Ufc 


1 < 


Z 


+2 


0 



69. 



^ J 


Z 


/ 


u 1 deux fonctions à varia- 



tion bornée; leur somme 


leur différence 


z -+- z' . — {u -Y- u') 9 


et leur produit 


u 


O -hz') 



( a z' 


ZLl') 


seront évidemment des fonctions de même nature. 

Enfin, si y a une variation bornée, et si, de plus, son 

module a un minimum p. différent de zéro, 
tion bornée. 


y 


aura une varia- 




et, sa variation to 




i 


i 


ïk 


=y. 


i 


< 



y* 


2 


reste toujours inférieure à un nombre 



70. Une fonction f(x) à variation bornée dans un 

dans cet intervalle. 


intervalle ab est intégrable 


O 


n a 


/( * ) 


(?(x) 


o(x) et ty(x) étant [des fonctions croissantes et bornées. Il 
suffit donc de montrer qu'une semblable fonction v(x) est 
intégrable. 

■ 

Décomposons le champ ab en éléments e^; soit 0# l'oscil- 
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0W , ■ / 


lation de la fonction dans en\ on aura 




e désignant le plus long des intervalles e k - 

Or, v(x) étant constamment croissante de a à b 1 2jO k 


représentera évidemment son accroissement tôt 



®{b) — cp (a ). 







stante; d'autre part, si les élé- 


ments e k décroissent indéfiniment, e tend vers zéro; donc 

- 

lim V O k ek= o, et <f (#) est intégrable. 


71. Soient f(x) = <d(x) — & une fonction à variati 
bornée et h un infiniment petit positif. Les fonctions *( x ) 


et étant non décroissantes, ©(a? — h) et 



varieront toujours dans le même sens quand h décroît, sans 
jamais surpasser les valeurs fixes o(x) et Elles ten 

dront donc vers une limite, et leur différence f{x 


tendra aussi vers une limite, que nous représentero 
par/(j? — o). 


On voit de même que f(x-\-h) tend vers une lim 


qu'on peut représenter par f(x 




72. Une fonction continue et à variation bornée 


dans l'intervalle de x Q à X, est la différence de deux 


fonctions continues et non décroissantes. 

En effet, f{%) ayant une variation bornée, on aura 

f(x) = <p(x) — <|/(ar), 




o(x) et &(x) étant des fonctio 
tion bornée. 

Considérons, en particulier, la fonction o(x). Pour une 


valeur de x, intermédiaire entre x 0 et X, on aura 

\ « 

<t>(x — £)^® (x)^(p(x + £ 


variables réelles. 


Si £ 



vers zéro, cp(# — e), <p(# + e), qui varient tou- 




ours dans le même sens, tendront vers des limites déter- 


minées 



x 


o) et cp(# + o), et l'on aura encore 


°)<?(^)<?(^ 



o) 


Si la différence v(x 



o) 



x 


o) est égale à zéro, la 


nction cp sera continue au point x; sinon, cette différence 
era positive, et nous dirons que la fonction présente en ce 
point une discontinuité égale à cette différence. 

Cette discontinuité peut d'ailleurs se séparer en deux par- 



: la discontinuité antérieure f(x) 


o 


et la 


discontinuité postérieure <ç(x 




van 


La fonction ®(x) n'étant pas définie pour les valeurs de la 

X, nous n'aurons à considérer, pour 


iable 



Xa ou 


x 


qu une 



qu'une discontinuité 
continuité antérieure. 



pour x 




oient maintenant a, x deux valeurs quelconques de la 


van 



X 


i y • • • i 


x n une série de valeurs intermédiaires 


entre celles-là. Formons la somme des discontinuités 


cp(a 4-0) 


n 




0)1 



1 • 


que nous désignerons par 


S ( et , X^ , . . . ? X ) • 


Cette somme est au moins égale à 



a 



o) 


mais 


nous 

o(x) 



s voir, d'autre part, qu'elle ne peut surpasser 


Soit, en effet, un point quelconque intermédiaire entre 
Xk et Xk+\ ; la fonction cp étant non décroissante, on aura 


<p ( m k 



°)<?(|a)<?( >z '*+i 


o) 


Soient de même £ 0 et des points respectivement intermé- 


6o 
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1. 



î entre a et x K et entre et x, on aura 


?(£o) 


< 


co(x) 


9i a - 


< 



°)<?(D<<p(^ 


o), 
o). 




i 


S(a, x u . . .,x) 


n 


<p(a)+2][<p(^) — <p(^ t )] 




?(£« 



somme 



. 



■ 


ainsi 



a une 




quels que soient le 



et'la position des points 



sion x K , . .., x n , admettra un maximum S(a, 
appellerons la discontinuité totale de 
l'intervalle de cl a oo m Ce 



que nous 


maximum sera 



cp(<z) et ®(x) 



o(a). 


urs, on a évidemment, d'après la 


sommes 



d'où, en supposant 
et passant à 1 


que Xk conser 



S(<z, #] = S(a, 6) 



On voit par là que la fonction S(x 0 , x) est 


non décroissante de x 0 à 


Posons maintenant 


X 



o(x) 



S ( «3?0i ) • 


La nouvelle fonction <x> ( (#) sera 



ris e 



■ 




, . . . } X) 5 



constante b 




et non décrois- 


sante. 


On a, en effet, h étant positif, 



h) — y (ce 
= o(x 



h) 
à) 


S ( x^ 

y(x) 




A) — cp(a?)-+-£(a? 0 ,#) 



A). 
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Cette quantité n 
au plus égal k y(x 







D'ailleurs elle tend vers zéro avec h) 


S 



moins 



uperieure 
avec h. 


— I" - 



o(x 



cp(#), elle ne saurait être 
o), qui 'tend vers zéro 



La fonction non décroissante |*|#) admet en chaque point 
la même discontinuité que f^mjj puisque leur différence 
<p(#) — est su Pposée continue. Donc, dans tout inter- 


valle, ^(#) aura la même discontinuité totale que <p(#), de 


telle sorte que, en répétant les raisonnements précédents, on 


ura 


<\>(x) 


^i(^) 



S ( Xqj X ), 


^(Ar) étant une fonction continue et non décroissante et 
S(# 0 ,,r) représentant la même fonction que tout à l'heure. 
On aura donc 


/(*) 


? («1 — 4(^) 


?iO) 


ce qu'il fallait démontrer. 



Dérivées et intégrales des fonctions 
d'une seule variable. 


73. Soitf(œ) une fonction d'une variable définie dans 


l'intérieur d'un domaine D. 
Soient x* un point fixe 


frontière de D; tout point x Q -\- h où \h 


S son écart de la 



8 


sera encore 


intérieur à D. 
Si l'expression 


/( + h ) 


A &o ) 


tend vers une 


appellera la 
ar /'(#,,)• 



■ 

fixe lorsque h tend vers zéro, cette limite 




le de f{oc) au point x 0 et se représentera 


Si, pour tous les points intérieurs à D, f(x) admet une 
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érivée, l'ensemble de ces valeurs constituera une nouvelle 
fonction, également définie à l'intérieur de D, qu'on nomme 



dérivée de f(x) et qu'on représentera, avec Lagrange 
par f{x), ou, avec Cauchy, par D f(x). 

ê • * _J 

Toute fonction qui a une dérivée est continue. 


En effet, l'égalité 


donne 



f(œ + h) f(x) 


lim[/(^ + h) — f{x)] — f f (x) lim/i = o. 


Sif(x) se réduit à une constante, sa dérivée sera nulle. 


On a, en effet, 


j\x + h)—f{œ) _ o 

Il ~ h 



d'où 


= li m o = o. 


Sif(x) = x, sa dérivée est égale à i . Car on a 



H- h) — f{ œ ) 1 h 


h h 


d'où 


i . 


74. Posons, pour abréger, 


r * 


h = àx, f(x + h) — y (x) =: A f(x). 


On a, par 



.. A f(x) ,, . N 
lira J . K = f'(x); 

àx 


d'où 



/'(*) 




■ 


A* + RA*, 


R tendant vers zéro 



Ainsi Â f(x) se compose de deux termes : l'un, f\%)* x i 
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implement proportionnel à Ax, et qui constitue sa valeur 
rincipale; l'autre, R kw % infiniment petit d'ordre plus élevé. 
Le premier terme f 9 (x) Ax se nomme la différentielle de 
f(x) et se désigne par d f(x). 

Dans le cas particulier où f(x) se réduit à sa dérivée 


e 



t égale à l'unité, l'équation de définition 



x) 


f f (x) Àx 


se réduit à 


dx 


Ax. 


Substituant cette valeur de A# dans l'équation générale 
n en conclura 


df(x) 


f f (x)dx, 


f{x) 


df(oc) 
dx 


(o. 


Cette nouvelle expression de la dérivée par un quotient 
de différentielles est très fréquemment employée pour la 
représenter. < 


75- Dérivée d 7 une somme 


Soit y 


a 



v 


m une 


somme algébrique de fonctions ayant les dérivées connues 

■ 

il', t>', w'. On aura évidemment, en désignant par Aj, Au, 
At>, Aw les accroissements de ces fonctions correspondant à 
l'accroissement h = A# donné à la variable indépendante, 


Ay 


A 


u 


Av 


Ax 




Aw 

Ax 9 


r 

d'où, en faisant tendre Ax vers zéro et passant à la limite, 



/ 


lim 


Aj 
Ax 


Jim 


Au 



\- lim 


Ae 

Ax 


lim 


Aw 
Ax 


u 


t 


V 


f 


HP 


Dérivée d'un produit 

•M, 


Soit y 


UV) u et v ayant des 


dérivées connues u! et v f . On aura 



y 


( u 




èm) ( V 

1 v 



Av) 


LIV 


Au 


y 


t 


Ax 

1* Uf mm ê 


Ax 



A v ) -h u 


Av 
Ax 



Ap) 



u lim 


Ac 
Ax- 


v 



uv 


t 
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tte équation peut s'écrire 


t 

y 


! 


U 


t 


u 


V 


f 



V 


Si Ton avait y 


cela, 



y 


y 




V 


U 


Dérivée d'un quotient. 


on aurait é 


v 


i 


v 




Soit y 




a 

v 


m 



nt, 



on aura 



Ay 
Ax 


u 



V 


Au 



Av 


Ax 


u 

V 


Ali 


V 



/Y* 


V( V 


Av 


IL 


Aie 



Ac) 


et, à la limite 


y 


VU 


î 


UV 


f 


V 


Dérivée d' une fonction de fonction. — 
u =zf(x) étant lui-même une fonction de 
demment 

À y Au 


Soit y 


OC j 




Ax 


Au Ax 


et à la limite, Au tendant vers zéro avec Ax, 


y 


Ar.. Aw 

un -~ hm 


Au 


F'(«)«'=F' [/(*)]/ 


Dérivée d'une f 


Soit y 


/( 


fonction admettant une fonction inverse, de telle sorte qu'on 

= 'f(y). Si l'une de ces fonctions a une dérivée connue, 
on aura immédiatement la dérivée de l'autre. 


ait x 


On a, en effet, en supposant connue la dérivée de <p, par 


exe m 


pie, 


r 


x 


A 


Ay 


mais 


1 


A 


/y* 


Ar 



Ai 





■ 

Donc, à la limite 


/'(*) 


i 


<p'(y) 


V [/(<*)] 


76. »Sï, era un point donné x, la dérivée f'{x) n'est pas 


nulle, on pourra 



er une quantité 8, telle que V ex- 


pression 



Ax) 


f( x ) 


ai 



m 

de f f (x)Ax pour toutes les valeurs de A# de 


odale 



s. 


On a, en effet, 


lim 


A.r 


d'où 


■ 


mm 



/'(*) 



R> 


R tendant vers zéro avec &x. On peut donc assigner une 

S, J R | soit < \ f ! {&) )• Alors, 


quantité S, telle que, si Aa? 


\x) 



R ayant le même signe que /"'(#), aura le 


même signe que f f (x) A#. 


77. Théorème de Rolle. — Si f(x) admet une dérivée 

w 

dans l'intervalle de x 0 à X et s'annule pour x 0 et X, sa 

■ - 

dérivée s J annulera en un point intermédiaire. 


Les valeurs de x qui sont g x 0 et |1 X formant un ensemble 
3orné et parfait, la fonction f(x) admet, dans cet intervalle 
de x 0 à X, un maximum et un minimum et les atteint effec- 

■ 

tivement (64). Si ce maximum et ce minimum sont nuls 
ous deux, f{%) sera constamment nulle, sa dérivée aussi, 
et le théorème sera démontré. 


Supposons, au contraire, que le maximum, par exemple. 



oit différent de zéro. Soit § la valeur, correspondante de x y 
uelle sera différente de x 0 et de X. On aura /'(£) = 



o: 


car, s'il en était autrement, l'expression 


Al 




j. 


i 


5 
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aurait, pour des valeurs suffisamment petites de Aa?, le signe 


de /'(![) A#. En donnant à A# un signe conv 
pourrait la r 



on 





ne corres 



it pas à 


la valeur maximum de /, comme on Ta supposé. 




78. Corollaire. 
tions admettant des dérivées 



x )i V\ x h v( x ) trois 




de a à b ; con- 



le déterminant 


f(x -+-/?) 




<p(x • 
cp(x 


h) 


ty(x) 

<L (x - 


h) 



eh) 





) 


C'est une fonction de 





e 


o et 9 


i 


, et qui, d'après les règles de dérivati 


pour 




nées ci-dessus (75), admet pour dérivée, dans 


le produit de h par le déterminant 



A 


'/(*) 
/'(* 




9 (x) 
h) 9(3?- 

0 /l ) ©' ( 3? • 


ty(x) 


h) 



X 




(x 



à) 

eh) 


* 


Ce nouveau déterminant devra donc s'annuler nour 


valeur de G comprise entre o et i • 
Posons, en particulier, 






; d'oùf (x) 


» 


■ 


o. L 



lion A 


o deviendra 



eh) 


d'où 


ii 

4- [f{x 



/(#)] ©'(j? 




(a) 




/(*) 




<p(x 



h) 


<p(x) 


<p'(3" 



0#) 


Si nous posons, en outre, <p(#) — x, d'où ©'(3?) 


i , cette 


dernière équation deviendra 



h) 


/(*) 


ou 



/'<* 



eh) 


(3) 



A) 


/i/'(3? 
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ans cette formule, x + U est une quantité inconnue, 


comprise 



x et x 



h. 


79. Si la dérivée f(x) est constamment nulle dans cet 
intervalle, on aura 



9 h) 


o; 


ou 


/( 



h) 


O. 


constamment 


/( 



£ un des points de l'intervalle de OC £1 00 + h pour les- 


sin d 



1 


ÇH-8 un point infiniment voi- 


h. O 


n aura 


/(a? H- A) 


(x 






<5) 





Ml 

/cm 



/(*) 



71 étant un nombre compris entre x -\- h et £ 4- 8, vj, un 
nombre compris entre ç et a?. 

Si l'on prend S assez petit, /(£ +8) — /( \ ) aura le signe 
de 8/'(£). D'ailleurs, /'(S) est positif, /'(tj), /'(y;,) positifs 


ou nuls. Enfin, S, x 



h 


8, i 


x ont le signe de h. 




n a 


Donc, sur les trois termes qui composent f(x + h) — 

eut le signe de A, les deux autres ont aussi le 
igne de A, s'ils ne sont pas nuls. La somme a donc le signe 
die h . • ' i 

On voit de même que, si la dérivée /'(#), sans être con- 


stamment nulle, n'est jamais positive, f(x 




f{x) sera 


de si 




contraire à h. 


Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 


Théorème. 


a fonction f{oc) reste < 
f*(x) est constamment 


dans 


avec x dans 


f ! {x) reste positif 


écroit, au contraire,' quand x croit, dans tout intervalle 
ï f'(x) reste négatif. 
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deux dernières parties de ce théorème subs 




l'intervalle c 

.■ ^ ! 



stent en- 
éré, mais 


pourvu qu il soit impossible d 


dans l'intervalle considéré un intervall 
f'(x) soit constammen 



î 


leq 


80. Théorème. — Si f 

semble E borné et parfait 
formément vers sa limite f 

En effet, cette ex 


. _ 



e continue dans un en- 


/( 



h) 


/( 



y tendra uni- 


U). Mais 



/'(#), étant continue, Y 

Donc, on peut assigner une 
et telle qu'on ait 




eh) 


/'(*)! 



dès que le module de 9 h et, a fortiori, dès que celui de A 
est -<ti. 


81. Théorème. 


défini 

' /( 

Jt' ft 


fonction /( 





F(X), 


IL sont compris entre a et b, est une f 


ra 


ble de 


à variation bornée et continue. Si de plus f{oo) 


X 


X 


/(X) 


Soit, en effet, y. le maximum de \f(oc) | dans l'intervalle ab. 
Décomposons l'intervalle de x 0 à X en intervalles partiels 


• 5 &k— I 


* * _ 

^, 2 _ 1 X. La variation totale delà 


fonction intégrale 



f(x) dx 
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relative à cette décomposition, sera 




x) dx 



< 


* 1 



1 


X 


o • 


On voit donc qu'elle ne peut surpasser une limite fixe. Donc 



second lieu, changeons X en X 




; on aura 


X -h &x 


AF(X) 


f(x)dx 


X 



X 


x-hA 


x 


/( x ) dx 


/( x ) dx , 


x 


quantité qui tend vers zéro avec À#, car son module est au 
plus égal à ]k | Ax 

Supposons enfin que f{oc) soit continue au point X. On 
aura par définition 


x-f-A 


x 


x 

f(x) dx _ lim ^/( jU) (&k 


\1 • • • 7 


.2? 


étant des valeurs intermédiaires 


iment 


voisines les unes des autres, intercalées entre X = x Q et 



AX 


I 


entre Xh 


et Xk- 


On peut, par hypothèse, quel que soit e, déterminer une 


S 


h 



l/( 



h) 


/(X) 



£ 


et, par suite 


/( 



h) 


/(X) 



H, 



R ayant son module 
Supposons maintenant 




S. A plus forte raison, les 


odules des différences £*— X seront 




et l'on aura 


alement 


mm 



Rfcf 


k ayant son module <^ s. 


7o 
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4 tr*î p w 


Substituant ces valeurs des quantités f(tk), il viendra 


2/(£*)( 



< 


2[/(X) + «](«*-**-i)<E/(X) 



s]AX 


> 


■ e ] ( 


#A-l)>[/( X ) 







est donc toujours comprise entre 




t et/(X) 


e.Il 


même 


limite 


■ 



f(œ)dœ 


On peut, d'ailleurs, pr 



re e 




a 


condition de faire décroître suffi 
à la limite 



AX. On aura donc 


F'(X) 


lim 



Remarque. — Si Ton supposait X constant, mais # 0 va " 
riable, l'intégrale définie 



/( x ) dx 


■ 

serait une fonction de x 0 . D'ailleurs, elle est égale et de 
signe contraire à 


f{x)dx 



dont la dérivée est égale, d'après ce qui précède, à /'(#<>)• 


Sa dérivée sera donc 
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. Le théorème qui précède 
f{%) continue dans Vintervt 
te autre fonction F(x). 


/ 



ij d'ailleurs, aisé de trouver l'expression générale des 
notions qui ont pour dérivée f{x). Soit, en effet, 


g(x) = F(x) 



l'une d'elles. Sa dérivée sera 


F'(x) 



<p' (x) 



cp'(#). 


, * 

Pour qu'elle se réduise à il faut et il suffit que f ; (#) 
soit nul. Donc, se réduit à une constante c 



q 


peut d'ailleurs être choisie arbitrairement. 
Lorsqu'on a obtenu, par un procédé 



e , une 


fonction S (x) ayant pour dérivée f{oo)^ on trouve, sans peine,, 
la valeur correspondante de c. En effet, dans l'équation 



f(x) dx 


cf(X) 



X 


o 


faisons X= x Q . Le premier membre s'annulant, il vient 



C 


o 


et, par suite, 



x 


f(x)dx 


0 ( ) 


On nomme fonctions primitives ou intégra les indéfinies 
de f(x) les fonctions qui ont pour dérivée f(x). On les 
désigne par la notation 


x) dx 


pour mettre en lumière leur liaison avec l'intégrale définie. 

# 1 ■ • t 


Cette expression, comme 


ne repré- 


sente pas une fonction déterminée, mais une infinité d 


fonctions, différant les unes des 
stante 





es con- 
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83. Dér 



un paramétrée 


Soit /( 


nies par rapport à 

fonction des 


une 


restent intérieurs à un domaine D et a 


que 


do 


marne 


Soit E un domaine borné et parfait intérieur à D; po 
toute valeur de a intérieure à CD, l'intégrale 


I 


E 


aura une valeur déterminée ; c'est donc une fonction de a. 

Cette fonction est continue ; car, si l'on change a en a + Aa, 
elle prendra un accroissement . 


Al 


Sf(x, y, . . ., oc 4* 
£ 

* 

* 

Q A/(#, y, . ..,<x)de, 


Aa) de 


dont le module ne pourra surpasser LE; L étant le maximum 
du module de A f(x, y, . • a). 



Or, soit 8 une quantité dont le module soit moindre que 
l'écart de a à la frontière de (D ; le point a+ Aa sera encore 


intérieur à CD, tant que I Aa 



< 


ô. La 



ion 





donc continue tant que y, ... se mouvront dans E et que 
le paramètre variera entre m — 8 et a -+- S. Cet e 



valeurs étant évidemment borné et parfait, la continuité de/ 
y sera uniforme; donc L, et par suite AI, tendront ye 
avec Aa. 



Supposons de plus que f considérée comme fonction de a 
seulement y, ... conservant des valeurs constantes) 
admette une dérivée; ce sera une nouvell 

et nous aurons 



5 • - . j 


nction de x ) 

a, que nous pourrons désigner par JK? ■ ■ n a ) 


7, -••,<x)=f'<x(x, y, . .., oc + 0Aa)Aa, . 

t • i 

9 étant une quantité variable, mais toujours comprise entre 
o et i . 
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< _ 

i nous adm< 




champ où nous avons 
sion sera de la forme 



que soit continue dans le même 

osé que f l'était, cette expres- 




a( x <> y -i. • - - v*) ~ 



R] Aa, 


R tendant uniformément vers zéro avec Aa, dans tout 
domaine E. 



in 

On aura donc 

AI 


Aa 


m m y OC ^ 


R] de 




R de? 


Soit L< le maximum de [ R| dans E; on aura 



Kde 


E 


<LiE, 


quantité qui tend vers zéro avec Aa. On aura donc 

Mt * 


lim 


Al 


S /«(^ . v ' • •> a) de. 


i 

L'intégrale I admet donc une dérivée, représentée par l'inté- 
grale ci-dessus. 


84. Intégration par parties. 


Soit 


A*) 


une 



ion 



df(x) 


ee du produit de deux autres. On aura 


et, en intégrant de # = a à a? 


a, 



b 


cp( a?) ^'(^O ^ 


/(*> 


/(«)• 




ramène, comme on voit, le calcul de l'une 
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74 ' 

des deux intégrales qui figurent au premier membre 


au 


calcul de l'autre, qui pourra se trouver plus simple. 


Ce procédé de réduction a reçu le nom intégration par 

parties. i 

Quant au second membre f(b) —f(a), il conviendra, 
lorsque la fonction f(x) a une expression compliquée, de Je 


représenter par la notation abrégée 


VII. 






. Passons à la considération des fonctions de plusiei 
variables. 

Soit, par exemple, u = /(x^y) une fonction 


variables x 1 y définie dans tout l'intérieur d'un 


domaine D. 


K 


Soit (x, y) un point quelconque intérieur à D. On p 


déterminer une quantité 8 telle que tous» les points 


où 


x Ax, y -+- Ay |, 



Ax\ + \Ay\<à, 


soient encore intérieurs à D. 

Changeons x en x 4- Ax, sans faire varier y. Si F ex 



sion 


f(x + Ax, y)—f{ x ,y) 

Ax 


tend 


quand Ax 


zéro, cette 


nommera la dérivée partielle de / 
y. On la représente indifféremment 


l'autre des trois notations suivantes : 








im ,y + Ay) — /(a?, y) 
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1 



* 

de même 



limite, ce sera la déri 


îvee 




ar ra 


logues 



y 


J 


y 


/( 



S 


tielles, chacune d'elles sera une nouvelle 
éfinie dans l'intérieur de D. 



de y 



« 

. Supposons maintenant qu'au lieu de faire varier iso- 



x 


, y, on les change simultanément en x 


ch 



Ax, 


y 



Ay, et étudions l'accroissement 



x ,y) 


A x 


êm, y 




f( x >y) 


Cette expression peut se mettre sous la forme 



x 



Ax,y 



Ay) 


f( x ,y 



f( x >y 



f( x ,y) 


ou, en appliquant la formule (3) du n° 78, 


f'y( x 



6 Ax, y -4- Ay) Ax -*-f'{x, y -+- 0, Ay ) Ay , 


9 et 9 


Faisons tendre Ax et Ay vers zéro. 9 Ax et 9, Ay tendent 
% fortiori vers zéro, de quelque manière que puissent varier 


9 et 9j. Si donc les 


fxi fr sont continues 


au 


y 



f'x(x>y) et/ 


r. 


mténeu 


oit d'ailleurs E un ensemble borné et parfait quelconque 

D et dans lequel f x , /' soient continues. Leur 



On 



une constante 8 telle que pour tout point de cet 


mu 


r 

limites deviennent < s dès que \ Ax |, | | deviennent 



o. 



(') *A*,y) =/i(*,.r) te -+-/U^y) Ar 



RAx 



R, Aj , 



et 


ent 



tendant vers zéro avec Ax et Ay (et cela uniformé- 
ut l'ensemble E). 



"fi 
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On voit donc que À f(x^ y) se compose 


l'une 

(2) 



f x (x, y) Ax+f y (x, y) Ay 


simplement linéaire en 


Ax et Ay, l'autre composée de 
termes d'ordre plus élevé que l'un ou l'autre de ceux qui 



1 


a t 



précèdent. 

L'expression (2) se nom 

f( x i Y) et se désigne par d f(x, y). Les deux ter 
composent sont les différentielles qu'on obtiendrait en 


totale de 
s qui la 




1- 



sant varier une seule des deux variables y et laissan 
l'autre constante. On leur donne le nom de 
partielles. 

Si l'on supposait, en particulier, que la fonction / 
ne fût autre que x 1 f ! x (x, y) se réduirait à 1 , et y) à 0, 



L'équation 



rin 



/*Oi y) àx +f' y (& t y) Ay 


se réduirait donc à 



Ax. 


En supposant que f(x, y) se réduisît à 



1 


on 



de même 



t 


dy 


» 1 


et, par suite 


(3) 


/ 


y 



73 et 79, la condit 



1 

lor 


varie 


fi 


seul (et, par suite, se réduise 


fonction de y) 


o. 


nécessaire et sulhsante pour que 


/ 7) ne dépende pas de y est f' y {x, y) == o. 

Ces deux conditions réunies exprimeront que / est indé- 
pendant de x et de y, et, par suite, se réduit à une con- 
stante. Elles peuvent être résumées en celle-ci : 



OC 



o. 
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, pour que cette expression, égale à 


Ax+f (x,y)Ay, 


'annule identiquement quels que soient Ax et &y, il faut et 
suffît que f x (x, y) et f'(x, y) soient nuls se 


87. 




s que, par un procédé 


mis A f{x, y) sous la forme 




nque, on ait 


(4 


y) 



0# 



S dx -h s, dy, 


et B étant i 



en 



de dx et dy, et S, S, ten 



vers zéro en même temps que dx, dy; on aura 


A 


Mî m > y)> 

y) 


B 

A dx 


f'y ( V, y)> 
- B dy. 


Egalons en effet les deux 
il viendra, en divisant par dx 



(i)et (4) deA/(a?,7); 



'i(^,y) + R-h[/;(^, / ) 



dx 


A 



S 



(B 




dx 


Faisons tendre dx et c?y vers zéro, de telle sorte que 
tende vers une valeur fixe A; on aura à la limite 


dy 
dx 


fx(*> y) y)* 


A 



Ba. 


Celte é 



ité, ayant lieu quel que soit X, se décompose 


dans les deux suivantes : 


B 


88. La remarque qui précède permet de déterminer aisé- 
ment les dérivées partielles et la di 



e totale d'une 


fonction composée. 

Soit, en effet, une semblable fonction 


étant elles-mêmes des fonctions des variables indé- 



es x 7 y, 


* • • 



*E PARTIE 


CHAPITRE I. 



r 





totale de cette expression 


comme 


des accroissements dx, 





a a?, r, 


correspon 


Aw, Ac, A/ le 

On aura 





R, R 4 


tendant vers zéro av 


Mais on a, d'autre part, 



u, Av, 


A 


u 


du 

dx 


dx 




dy 


dy 



m * 





Si c/j 



• * * 



Ap 




* « 


• ■ 7 


S, S,, . . T, T\, ... tendant vers 
Substituant ces valeurs dans Y 




avec dx, dy, . ... 

, il vient 



A/ 


if 



dv 







« — — * ^^^^^^ 




df dv 
dv dx 

df dv 



dx 




dy 




Pi 



O 



vers zéro av 





n aura 



àf 



df du 
du doc 



M 

ày 



u 


du dy 


■+- 


df dv 
dv dx 

df dv 

^^^^^^^^^^^^^^^^ 

dv dy 



■ ? 



• m 


4 « 


et, d'autre part, 



df 



du 


du 



if 

dv 


dv 



m 

' 5 
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d'où les deux propositions suivantes : 


La dérivée, par rapport à une variable indépendante a?, 


d' une fonction composée f(u, v, . . .) s'obtient en ajoutant 


ensemble les 





du dv 



▼ tJP » i | r- Il 

ment multipliées par les dérivées de u, v, 


par rapport 




La différentielle totale df s'exprime au moyen de u, 


v 


m y dtU* y C£ 0 y • * • y 








tte si u r v f 


étaient 






que des fonctions p, 


des variables 


y 


1 








a une 


/("> <; > 


) 


1 » 


o 


■ 

membre 


composée de œ, y, ... dont la valeur est constante et égale 
à zéro, ses dérivées par rapport à chacune de ces variables 
sont nulles. On aura donc 


àf 
dx 

df 

ày 



du 


du dx 

df du 
du dy 



df àv 
dv dx 

df àv 
dv dy 



• * 


O 



m • 


o 


* t 


Ainsi toute identité f(u,v 1 ...) = o fournira de nou- 
elles identités en égalant à zéro les dérivées de son pre- 
lier membre par rapport à chacune des variables indé- 

* i 

endantes. 

Ces nouvelles équations peuvent d'ailleurs se concentrer 
n une seule : 


df 


dx 


dx 


dv 


dy 



- o. 


* 


■s 


90. Nous dirons qu'une fonction y, . . .) est définie 
(ou jouit d'une propriété donnée) aux environs du 



f . 


/ 


80 
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CHAPITRE 



(x 0 , /o> • • •) S1 l' on P eut déterminer un nombre positif A, tel 
que la fonction soit définie (ou jouisse de la propriété de- 
mandée) pour tous les points y, ...) où \x 


x 



yo\, 


sont p h. 


■ • - - 1 * rf^* ■ ' ' ■ * 1 

91. Théorème. — > Soit ¥(x y y, . u) une fonction 


variables x, y y 



m • 


, u, 


laquelle s'annule au poi 

t 


(&qi y^ • • • ? ^o)* 



Supposons : i° qu'elle soit définie et admette des 
partielles continues F^, F^,, . 




u 


environs de ce 


point; 2 0 que ¥ u ne s'annule pas en ce point 


m 


y 


On pourra déterminer une fonction des variables 

finie aux environs du point (# 0 , y Qj . . .) 




nant en ce point la valeur u^^ et qui enfin , substituée 


à 


la place de u dans V équation F = o, la rende identique 


ment satisfaite; cette fonction sera unique et a 




les 




! 


F 


y 


F'. 


m 

En vertu des hypothèses faites su 
imité des dérivées partielles F^, F' 



istence et la conti- 



on 




terminer 


points y, ., u) où 


telle que, pour tous 



OC 


Xn 


sont 


< 


y 

istent 


y 


U 



s 


valeurs initiales (F'J 0 , (F ) 0 , 


quantité 


Si donc on désigne 


mo 


on aura, pour tous les points considérés, 


plus grande 
~ quanti 



1/ 


e 


F' 

X 



(Fi) 


0 



s 



F 


f. 

y 



# * 


F'J> B ' 




■ 

outre, conservera toujours le signe de (F„) 0 . 


a pose, soit m -f- 1 le nombre des variables y 


* 


; 1 
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8l 


ésignons par k le plus petit des deux nombres h, 


B 


m A 


h. O 


n 


am- 



our tous les points (x 0 -\-kx, m 0 +Aw) = (#, u) 

.m 


ù A# 


< Ar, Ay^A - , . . . et Aw 



h. 


(x, y, ...,u) 


F(œ, y,.. . u ) — F(a? 0 , y 0 , • • -, "o) 



0 &»i / 0 , . . ., w 0 ) Ad? 



F;(^ 0 -hA^,7 0 H- 0, A/, . . . , a? 0 ) A y H- 


• ■ » 




0 




} • • • î 



0,„ Aw) Aw. 



acun des m premiers termes de cette expression a son 



dule 



A/r. La somme de leurs modules est donc 



mAk 



ais, d'autre part 


terme a son mo 



B[ Aw 


k< ce terme 


Si donc nous posons, en particulier, Au 
l'emportera sur la somme des autres et donnera son signe à 
l'expression. D'ailleurs, le facteur 




Ay, • 


U 


e m /nu) 


toujours le même signe, celui de (F^) 0 . Donc, si Ton pose 

A, on obtiendra, pour 


successivement Aw 



et Au 


M 


une fonction continue de u ; elle s'annulera donc pour une 

iaire entre u 0 — h et u Q + h. Elle ne 




u in 



s 


5 



lera d'ailleurs qu'une fois, car sa 



ée garde le 


même signe dans tout cet intervalle. 

Nous avons donc établi qu'à tout système de valeurs de 

? y, . . tel que x 


y- y 


com 



ise entre u 0 


h et u 0 -+- h et satisfaisant à l'équation 


F 


semble 


de y, ... entièrement définie dans ce domaine, et qui se 


réduit évidemment à u 0 au point (x 0l yo, •> •)* 


Soi 




illeurs (œ, y, '. . .) et (% 




Ay, . . .) deux 



de ce domaine; a et u àu les valeurs correspon- 


J. 


I. 


6 


dantes de cette fonction. On aura 



o 


F{x 




y ■+- Ar> 

d Ax, y, ...,«) 


Au) 



• i 


.,u) 




Ax,y 
Ax,y 



Qi A/, . . ., a) A/ 






0 W Au) Ah 


1 


Le multiplicateur de A?/ ayant son module plus grand que la 


constante B, cette équation montre qu 



vers 



avec A#, Ay 


5 


Faisons, en particulier, 



duit à 




ré 


o 



d' 



A.r, y, ... 7 u) 




A#, 


ou 




0 m Ah) Aa; 


Aw 


¥ ! x (x+ 0Aa?,,y, ...,//) 



0« An) 


■ 

et à la limite, en faisant tendre àx vers zéro, 



y* . . . « M) 


Les autre* dérivées 


du 
ày 


• se détermineraient de mêm 


92. Théorème. 


Soient F 1? F„ n fonctions des 


m 



n varia 



■ • 


; w, v, w, . . . 5 annu 



o, /o? ■ • • ; w 0 , fo? w 0 , • • •)• ^ J'o/i suppose 
environs de ce point ces fonctions admettent 
partielles continues; 2° que le déterminant 



J 





du 


dw 

• ■ * * 

<?F„ 

<?F W 

m • * 

<?F re 

du 

dv 



I * 


Aie s'annule pas en ce point, on pourra déterminer un sys- 
tème de fonctions des variables x, y, ... définies aux en- 
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y 


fi 


la place de u, v, w, ... dans les équations F 1 — 0 , 


fonctions est unique, et ces f 


faites. Ce 


dérivées partielles. 

Ce théorème est établi par ce qui précède, dans le cas où 
l'on n'a qu'une seule équation, et nous pourrons, dans la dé- 


monstration, supposer qu'il ait été établi pour le cas de 


n 


i équations. 


Gel 


a posé, pour que J soit pour le point # 0 , v 0 , . . . ; 
^o? ^05 ^o? • • •? il faut évidemment qu'une au moins des dé- 


rivées 


dF, dF { d¥ 
du 0 dv 


1 


0 


dw 


0 


j soit différente de zéro. Soit, par 


exemple, 


du 0 < 


> 


o. 



n pourra, d'après le théorème du n° 91 , 


qui satis- 


déterminer une fonction u de x 7 y, ... ; ^, 
fasse identiquement à l'équation F, = o et qui admette des 



es par 



* 

aux environs du point # 0 , y 0y v 0j 
w 0 , Substituant cette valeur de u dans les équations sui- 


vantes F 


o , . . , , r n 


o, elles prendront la forme sui- 



jk, ... v, . . .) 


o 


O. 


m. 

Les fonctions <ï>2? • 0>m étant respectivement égales 


r 2) • 


. F /2 , admettront, aux environs du point # 0 , j/ 0 , 


a 


• 


^o? w ùi • • des dérivées partielles 



àx 



dF 2 du 
du dx 


d® 

dv 


dv 


dF» du 



du dv 


* 


Le 



inant 


^2 

à<t> 2 

dv 

ùw 



dv 

dw 


m * 


dF, 
dv 

dv 
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des dérivées partielles rela 
les termes qui se détruisent 



a ... 



n négligeant 


dF 


2 



dw 



du 

dv 




du 

du 


dw 

dw 


du 




dF. 
dv 



m * 


d 



dv 


du 


+ 


du du 


Remplaçant g 


w 


par 


le 


eurs va 


leurs 


dv 



dF 


i 


du 


dw 


dF, 

du 


3 dF x 

cette expression deviendra égale à ; et, comme -r— a au 

1 



6>W 



vale 


et 



point (a? 0 , y Qj . . . ; i^o, ^o? ^o? • • • 
rente de zéro, sera lui-même fini et différent de zéro. 
On pourra donc, par hypothèse, déterminer des fonctions 


#, ... des variables indépendantes y 


7 


* * 


fassent identiquement aux équations $> 2 
se réduisent à . . . pour x — x 0j 


o 



3 


q 

o 


Ul 



3 


* # « 



q 

, et qui 

admettent des dérivées partielles aux environs de ce point. 
Substituant ces valeurs de v, w 1 . . . dans l'expression de m, 
on obtiendra pour w, . . . des fonctions de y, 

satisfaisant aux conditions requises. 


• ë 



93. On donne le nom de fo\ 

qui sont ainsi définies par un système 
lues ■ ■ S . \ 



F i (a?, 7, • • - , • . •) = o, 


(5) 


- • * 


?n{#, /, • • • i U, V, W f . . .) = O. 


La démonstration précédente montre à la fois que ces 
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fonctions u, ... existent et qu'elles admettent des déri- 

vées partielles. 

L'expression de ces dérivées partielles s'obtiendra d'ail- 
leurs aisément en dérivant les identités (5) par rapport aux 

épendantes. On trouvera ainsi, en déri- 
vant par rapport à a?, par exemple, 




dx 



dFj du dF } dv 
du doc dv dx 



dF t dw 


dw dx 



o, 


(6) 


I à¥ n 

dx 



à¥ n du d¥ n dv 


du dx 


dv dx 



d¥ fl dw 

dw dx 


o 


J ' 

système d équations linéaires dont la résolution donnera 



u dv dw 


dx dx dx 
minateur. G 


• •> sous forme de fractions ayant J pour déno- 



de y 1 . . . et de u 7 v % w> 7 . . . qui sont 



es-memes 


continues en x, y, . . . est une fonction continue de x, y, 

D'ailleurs, au point x 0 , y 0 , . . ., on a u = w m v = & m ... et 
J ne s'annule pas. Donc, dans un certain domaine autour de 
ce point, J sera encore différent de zéro, et les valeurs de 

5 fournies par les équations (6) ne pourront de- 


du dv 

] x* dx 

venir illusoires. 


94. Les considérations précédentes fournissent la solution 


d'une question importante 


Soient 


(7) 


1 


fi{x ï7 . • . , x fl ) , 


Il 


m 


J ni ( 0 : % • ■ • j X n ) 


X 


m fonctions des n variables indépendantes x^ 
admettant des dérivées partielles continues. Nous dirons que 
ces fonctions sont indépendantes s'il n'existe entre elles 

qui permette d'exprimer l'une d'elles au 


aucune 



moyen des autres. 

Un système de fonctions tel que ( 7 ) étant donné, propo- 



PREMIÈRE PARTIE 



CHAPITRE 



sons-nous de re 
indépendantes. 




r 





contient de fonctions 




A cet effet, formons le Tableau des dérivées partielles 


àfi 


àji 



7 \ s 

ox n 

■ • * J 

. . . , 

m m m ^ m * * * y 


à/m 

àf 


m* 

àx n 



Avec les éléments communs à un certain n 
de ce Tableau et à un nombre égal de colonnes o 






constituer un déterminant. Construisons tous les déter 

_ 

nants de ce genre. Nous pourrons énoncer le théorème sui- 


vant : 



Si Vun des 



minants à p 


2 



tel que celui-ci 


D 




$ Ou j 


* i • 


àf P 


m » 



P 



àf P 

dx 


S 


\ * • 





min 




i 


/z^/s environs de ce point : 


) 2 éléments sont 



tique- 


i° Les fonctions u 
environs de ce point; 


seront indépeno 



aux 


2 


o 


P 



er en 


i° En effet, soient v t , p 


de 



au point ( 


for 


Ç/z). Les équations (7 


mise 



la 


me 


(8) 


y 1 


1 


o, 


J m 



le déterminant des dérivées partielles de 
membres par rapport à x x , * M 




? • ' * ? 


S 


u m sera evi- 


i 




VARIABLES RÉELLES. 

■ 

m ~PD.l\ sera donc différent de zéro 
. , . . . , p m ) et l'on pourra regarder les 

équations (8) comme définissant implicitement x^ . .., x p , 


demment égal à ( 



u 


• 1 


u m en fonctions de u K 


* * 


\ U pi OCp+\ ? 


* • 


2 OL /i SI Ll X 


environs du point (p,, c^, A chaque système 

de vale urs u 1 , • • •) Wjo^ x p+\ , - • - , suffisamment voisines 
des valeurs initiales p 4 , . ç> 



i , . .., ^ correspondra 
un système de valeurs de . . x p . Donc, réciproquement, 
Ui, . u p pourront, par un choix convenable de valeurs 
de X\, . . x n prendre tout système de valeurs s 




• » 



F. 



v Kl . .., v p . Donc les fonctions {| 4 |, sont 


ndépendantes. 



5 


autre part, u p + { , . . sont aussi des fonctions des 


nouvelles variables indépendantes w l? . . u pi x p+ij . . x n . 

lais il est aisé de voir qu'ils ne dépendent pas de x p +^ . . 
x n . Soient en effet m% l'une quelconque des fonctions u p+i , 
m ; l'une quelconque des variables ùo p +\ , . . nous 



s montrer qu on a - — 


o. 


On trouve en effet, en dérivant les équations (8) par rap- 


port à Xk 


dfx âx t 
dx x dx k 



* * 



df x dx 


p 


ÔX p uX/ç 




I 


àxfc 


o 





df p dx 


p 



p 




àf P 


k 



O 


k 


àfi àx t 

dx x dock 



* « 



à ff dx 


dx p dx k 



dfj_ 


du,- 
dx k 


1 5 


ou, en éliminant 



D 


diii 
dx k 


5 


O 



* t 


P • 

dxu 


et enfin 


diij 
dx k 


o 



Donc u p +\. 


u 


m 


sont fonctions de u p seule- 


nent, et la seconde partie du théorème est démontrée. 




PARTIE. 



1 


I. 


95. L e cas le plus intéressant de cette analyse est celui où 


m 


n. Dans ce cas, pour que 




u 


* • 


soient distinctes, il faut et il suffit que le déterminant 


j 


m • 


àf 


I 



1 



dx x 


àfn 


dx 


n 



ne 



pas identiquement nul. 


Cela équivaut évidemment à dire que les difFérenti 



s 


totales 


àf 
dx. 


cloC 1 




àf 


m m m 


àfn 


dx. 



àXfi 



àfn 


— dx n y 




sont linéairement distinctes 


Le déterminant J se nomme le jacobien des n 




tions 


u K 


u n par rapport aux variables x K , . . x n 


On le représente souvent par la notation 


à ( Xi , . . . , x n ) 


q 


de ces analogies : 
i° Supposons q 


ïelui de la dérivée dans ( 
ble. Voici quelques exemp 


. . . , 


x 


ni 



ieu 


même 


'être indépen- 
nouvelles va- 


y n , définies par des équations 


OC 


Les fonctions 


Ui — fi ( X^ , ... ; X n ) 


deviendront, par la substitution de ces valeurs, des fonctions 
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de y u 


5 


X ni 



U 


que 


et Ton aura évidemment 


dit,- 


àfi do t 



k 



00 





k 


àfi d(o n 

àoc n dy k 


Le déterminant 


à( Ji, 


mé avec les éléments 



4y* 


> est évidemment le produit des 


et 


4fi 



ox n 

àfn 


ôoc j 

àx n 



■ • 1 


• * * * 

■ * • * * 




OC 1 • # . . *, «2?^ ) 


1 


On a donc 


(9) 


à( 



1) 


1 7/0 


Su 


pposons, en 


que les variables x soient 



exprimées en fonction des variables % de telle sorte que 



m * • • 5 


y n se 




avec . . u n - La formule précé- 


(10) 



. . - 




.,x n ) à(iii, 


' 1 M n ) 


I 


form 



de 


9° 




TRE I 


V 

celles qui donnent la dérivée d'une 
d'une fonction inverse. 



de fonction ou 


VIII. 


Lignes continues. 




le 



continues. — Une ligne, étant définie comme 

d'un point mobile, sera 



successives 


r 



sentée, dans le cas du mouvement plan, 




de deux écruations 



x 



t 


f et cp étant des fonctions de la variable indépendante t, qu'o 
pourra considérer comme figurant lé temps. Si ces fonctions 
sont continues, la courbe sera dite continue. 

Supposons que t varie de la valeur initiale t 0 à la vale 


finale T. Si les valeurs finales de y coïncident avec leurs 
valeurs initiales, la courbe sera fermée. 

Plus généralement, si, pour plusieurs valeurs différentes 


de Z, x et y reprennent le même 



de valeurs, 



courbe passera plusieurs fois par un même point, que l'on 
appellera point multiple. 

La distance d'un point fixe (£, r\) au point (£, x, y) 
ligne continue est une fonction continue de t] si le point (£, y\) 
n'est pas sur la courbe, cette foncti 


admettra donc un minimum différent 



ne s 



zéro, qu e 


pour une certaine valeur de et qu'on pourra appeler la 
distance du point (£, yj) à la courbe. 

Soient de même (t r x, y) et (m, tj) deux points 
respectivement sur deux courbes continues 




y 


?(0 


et 


F(a), 



Leur distance 


s 


courbes ne se rencontrent pas, elle atteindra, pour un cer 
tain système de valeurs de t et de w, une valeur minimum 


be 
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97, Considérons enfin 


une courbe fermée G continue 


et sans point multiple, décrite en faisant varier t de t 0 à 



t 


o 



(JL). 



e ser 



risée par deux équations 


x 


F(f). 


y 


\\ les fonctions F et $ sont définies 


aux relations 




0 



to, et satis- 


0 



GO ) 


F(« 0 )i 


0 



*(*o)- 



ur de £ comprise dans cet intervalle corres- 
pond un point différent de la courbe, sauf les deux valeurs 
extrêmes t 0 et t 0 + ta, qui correspondent au même point. 

oient f(t) et f(.t) deux fonctions respectivement iden- 
'iques à F(f) et à <&(t) dans l'intervalle de £ 0 à« 0 +w, et dé- 


finies pour les autres valeurs de t au moyen des relations 


fit 


(ù) 


fit), 



(0 ) 


?(0- 



nouvelles fonctions seront continues^ et les é 



ons 


x 


/m, 


y 


> £ varie de 


qo a 



encore la même 


courbe que précédemment, décrite une infinité de fois, de 


elle sorte qu'à chaque point a?, y de la courbe correspondent 
une infinité d'arguments t différant entre eux de multiples 
e a). 

Gela posé, soient 

(t : x,y) et (t',x',y') deux points variables pris sur une 
même courbe C continue et fermée, sans point multiple ; 


A 




y)' 1 leur distance; 


t 


! 


t 


h la différence de leurs arguments. 


Ces arguments n'étant déterminés pour chaque point qu à 
n multiple près de to, on peut évidemment les choisir de 


elle sorte que h ne 


surpasse pas en valeur absolue. On 


2 


eut admettre , en outi 


e, qu'il est 



f, en échangeant au 


besoin les deux points x 7 y et oi % y 1 


9 2 
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D' 


apre 


<s s le 


s pro 



1 




s 



c 




■ I 


5 


quelle que soit la 


on pourra, 



positive a, déterminer une autr 




que, pour toute valeur de h moindre que [3, 


on ait 


x 


! 


OC 


X 




2 



i 


y 


oc 




- J 


d'où 


A < a . 


■ 

Donc, si h tend vers zéro, il en s 

Réciproquement, si A tend vers zéro, i 




sera de même 


pour h. En effet, A est une fonction continue de t et de A; 
car la différence entre la distance des points t, t + 
des points t-\-dt, t- 



dt 


h 


dh est au plus égale en valeur 


absolue à la somme des distances du point t au point t-\- 
et du point t -+- h au point t 




dt 


h 




fixe 


dh, lesquelles dis- 
tances tendent vers zéro avec dt et dh. D'autre part, A ne 
s'annule que pour h = o. Donc, parmi tous les système 
points t -i- h, où h n'est pas inférieur à une quantité 
[3', il en existera un pour lequel A prendra une vale 

. _ __ 

nimum a' différente de zéro. Donc, quel que soit d'ai 
A ne pourra s'abaisser au-dessous de 
au-dessous de 





i- 



'abais 


Si donc A tend vers zéro, h tendra également vers zéro, et 


par suite , la distance du point f à un point quelconque de 
l'arc compris entre les points t + h tendra aussi vers zéro 

Soit donc e un infiniment petit. Si l'on inscrit à la c 
un polygone fermé P = t 0 . . . t[ti +h ...t Q , te 




q 


de l'arc de courbe qui joint les points % sera à 



tance de ses extrémités au 




3. S 


iment petit dépendant de s. et sa di< 


point quelconque q de la corde UH^i sera moindre que 28. 


98. Or on peut toujours inscrire un semblabl 


Il suffit, en effet, de prendre les 



rences t 



arguments de deux sommets consécutifs suffisamment 

pour que les cordes 10^ aient toutes une longueur au p 
égale à s. 
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Si le polygone P ainsi construit présente des points mu 


pi 


mêmes 


On aura évidemmen 





2£. 


Donc l'une au moins des deux distances i(4fa ti +i t^ +{ sera 



et en substituant à la ligne brisée titi^x . . . th la droite t[t^ ou 


ligne brisée . , . la droite on aura un 


polygone P ( ayanL moins de côtés que P, mais dont les côtés 



auront une longueur au plus égale à e 




tant au besoin cette réduction, on finira par arriver à 
un dernier polygone P' n'ayant plus de point multiple. 



99. Ce nouveau polygone P' divise le plan en deux ré- 
gions, l'une extérieure, l'autre intérieure. 

Nous allons établir qu'il existe toujours un point /?, situé 
ans la région intérieure, et dont la plus courte distance à P' 

— ■ 

surpasse une quantité fixe, différente de zéro. 

Soient, en effet, A = (t 0j x 0 , /o) et B = (£ 4 ,# n y { ) les 

eux points de la courbe G pour lesquels x atteint sa plus 
petite valeur x 0 et sa plus grande valeur x K . La courbe sera 
formée de deux arcs, l'un allant de A en B, l'autre revenant 
de^B en A. 

Considérons sur ces deux arcs deux points (t,x,y) et 
(Y, x*\ y f ), dont les abscisses soient comprises entre x 0 

p, (3 étant une quantité fixe arbitraire, moindre que 

■ 

• La distance de chacun de ces points à l'un quel- 

I • 

conque des points A, B étant g les différences des argu- 




et x 



ents, t 


t 


I 


a) 


t y surpasseront une 


ntité fixe y; et, comme l'argument varie de co quand on 
décrit la courbe entière, on en conclut que t— t est compris 
ntre 2y et to — ay. La distance des points £, t ne pourra 
donc s'abaisser au-dessous d'une quantité fixe d. 

Cela posé, la distance entre deux points choisis à volonté 





sur deux portions correspondantes 

28. O 



1. 



1 





a e 


r 



e C et du po- 




er sur P' 



ux 


lygone P' est 

points A', B', dont les distances à A, B soient respective- 
ment < 28; et le polygone se composera également de deux 


arcs 


B' à J 



gonaux, l'un allant de A 


/ 


a 



, l'autre revenant de 



Prenons respectivement sur ces deux arcs deux 


points V)? dont les abscisses 





nse 



x 


0 





2 


8 



x 


\ 



28. Il existe sur la co 



e 


des points £, t! dont les distances à ces deux-là sont 




0 




et x \ 


3 


leurs abscisses seront comprises entre x 
leur distance sera donc >d y et la distance des points ( 
(£', V) sera g d — 4$, quantité qui deviendra, lorsque 8 dé- 



croît, plus grande que d { , d K étant une 



qu 




e 


moin 


dre qu 



Gela 


x 



posé, coupons 


Xq 


le 



îdui 


gone réduit par 


la 





2 




ce 


• Les points A 7 et B' n'étant 
te. elle traversera chacun des dei 


d 


A A 1 f 

u même 



B'A 


/ 


en 


de 


• 



es A'B 


/ 


En remontant c 


m 

de l'infi 



premier point 




d, et 

* i 

Supposons, pour fixer les idées, que la droite en question 
traverse d'abord l'arc A' 



m points consécutifs,, puis Tare 



m 



des nombres m, n } m , . . . contiendra au moins deux ] 
impairs. Soit, par exemple, m! le premier nombre de 
nature que contient la série. Le nombre 



ce 



impair, le tronçon de droite contenu entre le (m 



71+ 


d'ailleurs, ses deux 
l'autre sur l'arc B'A 7 . 

Considérons un point quelconq 


térieur au 



Aieme 


gone; 


extrémités sont l'une sur Y 



A 



somme 



ignés 


x 


0 




0 


comprises entre les deux ab 


moins 
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d 


de 



O 


d 


ce à q, d'abord nulle, varie d'une façon continue et devient 


plus grande que d { . Il existe donc sur cette ligne un point p, 


d 

où cette distance devient égale à — • La distance de ce point 


7 


a q' sera 



2 


D'autre part, l'abscisse de ce point étant égale à 



X 


1 


2 


sa distance à un quelconque des autres points des lignes A / B / 

28 ou plus 


ou B'A', dont l'abscisse est moindre que x 0 
grande qucz^ — [3 — 28, sera au moins égale à - 




^ OC 1 


m 


0 


2 



2 S, 


quantité qui 





assez petit, devient plus gran 





inférieure à 



1 


0 


2 


que 


(3. La plus courte 


distance du point considéré au polygone P' sera donc 
/ désignant la plus petite des quantités | d K et d 2 . 



1, 


J00. Gela posé, le lieu des points du plan qui sont k la 
distance 28 d'un côté du polygone P' se compose de deux 

s et parallèles à ce côté et de deux demi-cir- 
conférences reliant leurs extrémités. Traçons ces droites et 
ces cercles pour chacun des côtés de P\ L'ensemble de ces 
lignes auxiliaires décomposera le plan en un certain nombre 




de régions. Considérons, en particulier, celle de ces régions 
contient le point p. Elle est intérieure à P 7 , et tous les 
points de son intérieur seront à une distance de P 7 plus 
grande que 28. Elle sera limitée par un contour fermé R sans 
point multiple, dont chaque point sera à la distance 2 8-de P'. 
Le cercle de rayon / — 28, décrit du point p comme centre, 
sera en entier dans son intérieur. Au contraire, tous les 
points de la courbe G lui seront extérieurs, car leur distance 


à P' est 



2 


8. 



ù 


Décomposons le contour R en éléments de longueur 
ar des points de division a, a', a", Soient ab, a'b', . . . 


AHTIE 


CHAPITRE I. 


des droites de plus courte 
contour P'. Ces droites auront 

7i p npnvpnt, rencontrer sur 



de ces poi 


r longueur 



R ni F : car 


si cela avait lieu, on aurait sur R un poir 
F serait < 28. Elles resteront d 



compris entre R et F. Enfin, elles ne peuvent se 




tuellement; car, si ab 
un point de leur 



rcou 



P 


on a 


ab' -t- a' b < ab 



îent e 


1 ■ * 

l'une des deux distances ab 1 \ db serait donc 



2 


3. On 


donc ici encore, sur R, un point dont la distance à P' s 



2 


S. 


Il est maintenant aisé de montrer que tous les points 
couronne circulaire comprise entre les contours P' et R 
à une distance infiniment petite de la courbe C. 

Considérons, en effet, la portion de cette couronne com- 
prise entre deux lignes de plus courte distance consécutif 


ab et a } b ! . Supposons qu 



it situé sur le 





sur le côté tk du polygone P A . La distance rectiligne du 


point ti à un point quelconque de la ligne brisée tibaalb 
(et en particulier au point tk) sera moindre que 


t t b 





ad H- bb 



Wî 




Sa distance à un point quelconque de l'arc de la 
compris entre ti et tk sera donc moindre qu'une quantité cpi 
infiniment petite en même temps que S. Mais un 





conque de l'arc polygonal qui joint ti et tk est à une dista 
moindre que 2 8 de l'arc correspondant de G. Si 
traçons, de ti comme centre, un cercle de rayon <x>(8) + io§ 



il contiendra à son intérieur toute la région du plan li 
par les contours F, R et les droites ab, d b f . 


itee 



Donc tout point de la couro 
sera à une distance moindre que 


com 


sommets f/, et a fortiori de la courbe G, sur laque 



(5) 


npns 


e 




100 


P e 
de l'un des 




1 
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■ 

Le contour R est formé de lignes droites et d'arcs de 
cercle. Mais à chacun de ces derniers on peut substituer un 
olygone inscrit dont les côtés soient assez multipliés pour 
que tous ses points soient à une distance de Tare de cercle 
oindre que la plus courte distance de R à C et à P ; . On 
obtiendra ainsi un polygone S uuiquement formé de lignes 
droites et jouissant des mêmes propriétés que R, à savoir : 

* 

i° il n'a pas de point multiple; 2° il contient à son inté- 
rieur un cercle de rayon fini; 3° P ; et C lui sont extérieurs; 
0 tout point de l'espace annulaire compris entre P' et S est 



infiniment voisin de G. 


101. On pourrait considérer de même, parmi les régions 
dans lesquelles le plan est décomposé par les lignes droites 
et les cercles auxiliaires, celle qui enveloppe toutes les autres 
et s'étend à l'infini • On verrait aisément, par des considéra- 
tions toutes semblables à celles que nous avons développées, 
que tous ses points sont à une distance de P' plus grande 
que 2S; qu'elle est limitée par un contour fermé R', sans 
points multiples, enveloppant le polygone P 7 et la courbe C, 
et dont tous les points sont à la distance 2 S de F; que tous 
les points de l'espace annulaire, compris entre R' et P', sont 
infiniment voisins de G; enfin, qu'on peut remplacer R' par 
un polygone S 



usivement formé de lignes droites et 


jouissant des mêmes propriétés 


10 


mu 


intérieurs l'un à l'autre, entre lesquels la courbe se trouve 

ue, et tels que chaque point de 1 espace annulaire qui 



G 



o 


1. X' 



Y 


1 


>e G; •/], une quantité moindre que À et A . On pourra 
deux nouveaux polygones S,, S',, intérieur et exté- 
ont l'écartement à la courbe soit < %( ; ils seront 


évidemment compris entre les deux autres. 


J. 


I. 


7 



PARTIE. 


CHAPITRE I 


Continuant ainsi , on pourra form 



dep 


pl 



a 



S. S 



g 1 


SI 
? °p • • • ) 



d 


com 



entn 


urbe G et s'en rapprochant de pl 




s. 



Les points du plan serc 

i° Ceux qui, à partir d'un certain terme de la série, de 


urs aux p 


on 




mera points extérieurs à la courbe 


aux 


o 


Ceux qui 




S, Si , ... : on les nommera 





suite 

Si» • 



S, , . . ., mais 
Ces points, dont 

V 



a tous 


irs à tous 
nce à la 



gones 





que toute quantité 


Il est donc établi que toute courbe continue C 




plan 


l'une extérieure, l'autre intérieure 


dernière ne nouvant se rédu 


un cercle de rayon fini._ 



103 



par un trait polygonal intérieur à la 



. Il exi 




gones 


en effet, dans la série S, S 
un polygone S; qui les contient tous deux. Par 
q 1 , menons des droites quelconques qui coupent 
en r et r f . Les droites qr, q'r\ jointes à l'un d 
de S/ qui réunissent r à satisferont à la quest 

Deux points extérieurs pourront être réunis d 
traverser la courbe. 

Au contraire, toute ligne continue D, qui 

* 

intérieur q à un point 
la courbe C. Soient, e 









donne les 



ers 



effet, u l'argument dont 
deD: w n , u 




cet ap- 


points y, q 


i 


Considérons l'ensemble des valeurs de 


Celles de ces valeurs q 




point? 
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son maxi- 


intérieurs à C forment un ensemble borné. Soit U 
um. Le point U, appartenant à la frontière entre les points 
térieurs et les points extérieurs, sera sur la courbe G. 


104. Une ligne L continue et sans points multiples, tracée 
ans l'intérieur d'un contour continu C sans point multiple 
et ayant ses extrémités sur ce contour, partage l'intérieur 



G 


néralement 



i 


G 


G 


G 0 q 



artager R en régions séparées, tracer n lignes conti- 


nues L|, 

G 1 * * * * « 


vement 


C 


is, cela fait, toute nouvelle 

elconq 


rontières de R, divisèra R en deux régions distinctes. 


On exprimera 


manière 


R 



i . 


Ces propositions sont évidentes dans le cas où Cf 0? C,, 
C, z sont des polygones, et, si ces contours sont courbes, nous 
vons vu qu'on peut les considérer comme des limites de 



gones 


105. Go URBES RECTIFIÀBLES. 

définie par les équations 


Considérons une courbe 


/y* 


y 


9(0- 


Soient (£„, t n , T une série de valeurs du paramètre 't\ 


o, y 0 I x \ -, ... ; X, Y les valeurs corr 
Le périmètre du polygone inscrit à la 
oints sont les sommets, sera 



antesde^, y, 
e, et dont ces 




■^ÀH-l 


& le ) 


2 



(y* 


yicY> 


Si cette somme tend vers une limite déterminée et con- 
tante, lorsque les intervalles t^ +{ — dans lesquels on a 


Il 


roo 


PREMIÈRE 



CH 



RE I. 


divisé l'intervalle 
tude, cette limite 



t 0 décroissent i 




1 


a 



îfiniment d' 

de V 



X 


ueur 



c 




rb.e correspondant à cet interva 



e. 



Pour que cette limite existe, 
la somme (i) ne puisse pas croître indéfiniment 
d'intervalles quelconque. Or l'expressi 


remier 



u 




un choix 



y*) 


est au moins égale à |a?*+4 — x k et a \yh+\ 


y* 




peut surpasser la somme de ces quantités. Pour que cette 
première condition soit remplie, il est donc nécessaire et suf- 
fisant que les sommes 



y ^ 



soient limitées et, par suite 
tions à variation bornée. 


5 



f(t) et cp(j) soient des fonc 


y 


106. Supposons cette condition rem 


mum du périmètre des p 
que le périmètre de toi 
valles tk+\ — S011t su 



les 



■ t 


pe 


dra de L 



si voisin 


Cl 


primer 


cette 



» ■ 


1 



Nous savons tout d'abord (71) que 



' "F 




S 


S), où 8 est un infini 


dent vers des limites /( 



+ °)>/( 



o(t — o). 


posé, soit P le périmètre d'un p 
points de division t { , . . ., £*, 


elconq 



d 


8 et 

». 

de tic à • Le 



ô ega 



I 

poly 



n 


obtenu différant du premier par le remplacement de 

par une ligne brisée, son périmètre P 



■ 

l'un de ses 

sera >P. 

Introduisons le nouveau point 



L 

division t. N 
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■ • 


rons 



q 





S) 


/( 


ô)et 


vement ces deux points au point f( 



pposons que S décroisse indéfiniment; les points fit 



o(t — S) et /(£ + 8), ©(£ + 8) tendront vers les points fa 
fU — o), <?(t— o) et/(* + o), c?(£ + o); et, si le point /( 


o(t) n'est pas sur la portion de droite qui joint ces deux 


de division un accroissement de périmètre fini. Soit a cet 
accroissement. Le périmètre du nouveau polygone étant au 
us égal à L, celui du polygone II ne pourra surpasser 



a, et cela quelque rapprochés que soient les points t 0 , 
. . ., Ik, . . ., tant que le point t ne fera pas partie de cette 




il 




N 



arrivons donc à ce résultat que, pour toute valeur 
de t comprise dans l'intervalle de t % à T, le point f(t% <?(*) 
loit être sur le segment de droite qui joint les points /(/-+- o), 




o) et/(* 


o), o(t 


o). 


107. Cette 


est suffisante. En effet, soit e une 


On 


intervalles t Q , t { , . . /*, . . T, telle que le périmètre P du 
olygone correspondant soit >> L 


s 

2 


Soit t 0 , t\, t! t , . une autre division en intervalles 
assujettis à la seule condition d'être tous moindres qu'une 
uantité fixe S ; nous allo 


montr 



isam- 


ment 


P' du. polygone ainsi obtenu sera 


lus grand que L 


S. 


G 


prenant, pour points de division, tous les points tk et tous les 

i 

oints û. Son périmètre V" sera >P> 

* 


L 


£ 
2 



valuons, d'autre part, la différence entre P" et P', en sup- 


osant que 5 ait été pris 



s înle 



s tk+ 


\ 


t k , auquel cas deux quelconques des 


J09 
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4 





au moins par un point de 1 



série t\. 


i _ 


Soient h le nombre 



des points de la première divi 


mers 



ombre de ceux de ces points q 
mde division* Soient, enfin, 


l'un de 





lesq 


tombe. Le côté t i t i _ hi d 
par les deux côlés t^t^ 


sera remplace 




P 


Or la distance t 




o 





au 


plus 


égale 


°); 


quantité au plus égale en valeur absolu 


en valeur absolue à la distance 

o) d'un 


même tkt\+ K diffère de (t^ t k 




enfin 




diffère de (t k 


o, t k 





o, th) 

valeur absolue à (t^ t k 



[lequel 
î au pli 

' V Oi 



égal à 


i 

tit/c 



t/eti 




O) 



2(^ + 0, «L.) 


2+1 


II 


Or les distances — o) et (£# 4 

zéro avec 8* On peut donc trouver une 
pour toute valeur de S inférieure à 8*, 

tances soit moindre que ^— ; on aura dès lors 


) tendent 


ver, 



ité S* ? t 



une de ces 



E 


< 


2 n 



A chaque point t k delà première division qui n ap 
pas à la seconde, correspond ainsi une quantité S*. Si 



prenons pour 8 une quantité moindre que la plus petite 
quantités o n . . 8*, ... et S', nous aurons donc 

4 


P" 



t 


- 


y w% 


t'i h+ i ) 


E 


d'ôù 


P' | P" 


2 


> 


L 


£ 



108. Si l'arc de courbe compris entre les points h et T a 

et qu'on prenne un point t qu 


une longueur 



rmm 



el- 
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4 * 

onque intermédiaire entre t Q et T, les deux arcs partiels t 0 t 


ettT auront également des longueurs dé 



l'on aura 


V, V, et 


V -+- h" 


L. 


maximum d 



polygones inscrits à l'arc * 0 T. Parmi ces polygones, il 


t qui 


somme 


donc, pour la détermination de L, n 
)lygones qui admettent t pour sommet 


On 


formés de deux polygones, inscrits, l'un dans l'arc t Q t 1 l'autre 
ns l'arc tT. En appelant P, P', P" les périmètres des trois 



olygones, on aura toujours 


P 


/ 



P" 


P. 


Donc, P étant limité, P' et P" le seront également, et L, 
aximum de P, sera la somme des maxima partiels L', L". 



Il résulte de là que l'arc t 0 t, où le point t est considéré 
me variable de t 0 à T, est une fonction de t, essentielle 
t positive et croissante. Nous la désignerons par s. Cher 


ons quelles nouvelles conditions sont nécessaires pour 



4 

109. Lorsque t s'accroît de la quantité h, l'accroissement 
e Parc est évidemment égal à la longueur de l'arc compris 

points £ et £ -f- h. Intercalons donc, entre t et t + h y 



une série de valeurs intermédiaires t\ , . . . > t n ; écrivons, pour 
lus de symétrie, t 0 et t n + { à la place de t, et t -f- h; l'ac- 
croissement cherché As sera le maximum de l'expression 


n 




tjc+\ ) 


mm 



[<p(**-h) — f Ç*è)ri 


0 


orsqu'on fait varier le mode de division de l'intervalle ; on 




5 


par suite 


= ©(^) 


/(O 



io4 


PREMIÈRE 



RTIK. 



1 • 



t { vers tj les seconds membres de ces 





vers 


9(^+0) 



,» 


Si donc ces expressions ne 



es, As ne 



décroître indéfiniment avec h, et l'arc sera discontinu. 


En changeant h 


signe 


de 



on verra de même que l'arc 


sera 



si 


o) 


f(t) et 



o) 



ne sont pas nuls. 


HO. 



osons, au contraire, qu on ait 


fit 


o) 
o) 


fit 

<?{t 





fit), 

?(0» 


ce qui exprime que f(t) et o(t) sont continues 


5 



r 





-même continu. 

En effet, on aura (72) 

■ 

■ 

fit) 

9(0 


Ait) -Ait), 


?i(0 


s 


Ai fit «pa> étant des fonctions continues et non 
santés. On aura, par suite, 



71 



0 


n 


< 



0 


n 


1 /( h +i ) 



fi h ) I 



< 



0 


Ait k ) 



1 



Sf+1 


) 


/i(*jn-i)+/i(**)n 


9 vit le) — 



?2 


(**)U 


< 



0 



ï+1 


) 





ÏH-1 


) 


[?i ( */c+i ) — cpi ( t k )] + [cp, ( * /c+1 ) 



^ [/.(< 



I) 


Ait)] 



[Ait -h h) 


Ait)] 




1 







VARIABLES RÉELLES. 


io5 


vers zéro avec A, 



quatr 




de cette expression tend 
©<, <p 2 sont des fonctions 


ifi 


longueur déterminée, fonction continue de t. D'après 
e que nous venons de voir, on les reconnaît à ce caractère 


1 

limitée. 


I y 


".)- .. ■ 

1 * 

111. Si les fonctions f(t) et <p(t) ont des dérivées conti- 
ues au point t 1 l'arc s aura lui-même une dérivée, égale à 


!/"(0 2 



On a, en effet, 


? ( few ) 


/(**) 


/'(**)(**+! 

9 , (t' a .)(/ /c+ i 


4 

et t' a étant compris entre fy et et, a fortiori, entre £ 
et t H- A. 

i 

On en conclut 



fc-hl 


) 


/(<*)] 



[?U>fc+l) 


Or v//' 2 (^) + ?' 2 (^) diffère 




?' 2 (0 



une 


quantité au plus égale en valeur abs 



a 


V/[/' ( T* ) 


/'(')] 


D'ailleurs les fonctions /' et cp' sont continues; donc, en pre- 

t m + m * m. â 



r 


A assez petit, on pourra rendre 



/'(') et 


conque £ 


| moindres qu'une 



positive q 


uel- 


On aura donc 




io6 



PREMIÈRE PARTIE 


CHAPITRE 


... 





( 2 ) 


i 

li 


■ 



sera compris entre 


^ - ■ : , 



op' 2 (0 +£V 7 2 


et 


v5 p "(o + ? ,j (o 




£ V/2 




I 

Multiplions indéfiniment les valeurs intermédiai 


somme (2) tendra 


As 


qu 


pris entre les deux nombres ci-dessui 
Si h décroît indéfiniment, on pour 
temps e vers zéro, et l'on aura 






lim 


As 


\lr-{t)+o»-{t) 


112. La région R du plan intérieure à une ligne 


fiable (fermée et sans point multiple) est toujours quarrabl 
Partageons, en effet, le périmètre L de cette ligne en ares 

L 

égaux de longueur-, et décomposons le plan en carrés 

L 

côté — • Il est évident que chacun des n arcs obtenus ne 

pourra rencontrer plus de quatre de ces carrés. La 
des aires des carrés qui rencontrent la 



1ère 


de 


e 


donc au plus égale à £n 


L 2 


n 


4L 


• Cette expression ten 


vers zéro quand n croît indéfiniment; R est 




113. Une courbe dans l'espace peut être représentée par 
trois équations 


x 


fit), 


y 


<p(0» 


z 


Elle sera continue, si les fonctions /, cp, b 1 


e sont. 


VARIABLES RÉELLKS. 


I 




■ 

ueiir d'un arc de cette courbe la 


Nous appellerons 

limite du périmètre d'un polygone inscrit. 

Des raisonnements identiques à ceux des n os 105 à 111 
montrent : 

i° Que pour que cet arc s existe et soit une fonction con- 
tinue de £, auquel cas nous dirons que la courbe est recti- 
fiable, il faut et il suffit que f(t), cp(f), <|ff) soient conti- 
nues et à variation bornée ; 

2° Que s est une fonction croissante de t; 

Que si/(f), ®(t), ù(t) admettent au point t des déri- 
vées continues, s admettra une dérivée, égale à 



IX. 


Fonctions élémentaires. 


114. Avant d'aller plus loin, il convient de passer en 
revue certaines fonctions particulièrement simples, qu'on 
désigne sous le nom de fonctions élémentaires . 

r 

Fonctions rationnelles. — Considérons l'expression Ax n , 
où A est une constante et n un entier. En lui appliquant la 

75 pour former la dérivée d'un produit, il 


règle du a» 
viendra 


(kx n y 

Ax n 


l 




i 


x 


(Ax Jl Y = nAx n ~ l . 
La dérivée d'un polynôme entier 


Ax 71 -h B x m H- . . . 


sera donc 


nAx n ~~ x H- 



Bx 



n 


x 


* * 


Ut I 

Celle d'une fonction rationnelle -) quotient de deux poly- 

m 

nomes, s'en déduira immédiatement (75). 


115. Logarithme. — On donne le nom de logarithme 


io8 


PREMIERE PARTIE 


CHAPITRE I. 


arithmétique de x à la fonction définie par l'équation 


Logo: 



du 


a 


la variable # étant supposée positive 


Cette fonction a pour dérivée — et s'annule pour x=\. 

■ 

t d'ailleurs croissante. 
On a, d'après cette définition, y désignant une seconde 



variable positive, 


é/Los: xy 


doc y 



OU 


■y 


OO 




d Log r, 


d'où 


Log a? 



Los: y 



c. 


Pour déterminer la constante G, posons x 


i 



i ; les 


logarithmes s'annulent tous; donc C 


o 



(i) 


Logxy 



x 



Pour la valeur parti 



i 

OC 


cette équation devient 


(2) 


hogx 



Log 


i 


/y* 


O 


Si x tend vers oo, il en est de même de son logarithme 


Soit, en effet, a un nombre quelconque 0> i ; dès que x sera 
devenu plus grand que a", on aura 


hogx 



Log a" 



n Log a, 


vers oo avec n, Log 


f 


Si x tend vers o, Loga? tendra vers — oo en vertu de l'é 



tion (2). 


116. Expo 


garithme de 


x 


5 



pas deux lois la même 
rse. On la nomme forte 



VARIABLES HÉELLES. 


ÏO9 


ielle, et on la représente par e x . Cette fonction est 


ainsi définie par l'équation 


x 


L02: y 


oo; 



croît avec w % est égale à zéro pour x = 
o ; à 00 pour x = +00. Pour x = 1, elle pr 
déterminée que nous calculerons plus tard , 
a pour dérivée 


a 


1 pour 


une va- 



1 


dx 


Donc 


dx 


y 


(e x )' 


e 


OC 


Posons enfin dans la formule (i) 


LogôP = u, 


v, 



Logxy 



v 


On en déduit 


x—e 


y 


e 


m 


e 


et, par suite 


(4) 


e tl e v 


e 


n 



ulier, si v 


il viendra 


(5j 


e u e 


I . 


I \ 

117. Fonction x m . — Nous désignerons par le s 
x m la fonction définie par l'équation 



oie 


(6) 


y 


# étant une variable positive. 


Si m est un entier positif, elle est, d'après la formule (4), 
le produit de /rc facteurs égaux à e Losx ou x; si m est négatif, 

• Si m est une 


ce sera le produit de m facteurs égaux à 


i 

00 


I IO 


fraction — 
sance q, 


PREMIÈRE PARTIE. 


CHAPITRE I. 


on aura, en élevant l'équation 


p 


y 


q 


e pLogx — x p % 


D 



y 



racine 


• m 


ation binôme 


dessus. Cette racine positi 


la racine q 


ième 


thmétiaue d 



se nomme 



ment, y 


x m tendra vers o, i, 



oo 




mLogœ tendra respectivement vers — oo, o, +00. 01 
on suppose m positif et croissant indéfiniment, x m 
vers o ou vers 00 suivant que x << 1 ou # 
On a évidemment 



ue 




ra 



00 ce 


n ) Log x 


(8). - 


m 


&mn Logx 



n trouve enfin, en appliquant 


fonctions de fonctions, 


(9) 


gTll Log X 


m 

/y» 


oc 


m 


m 


œ 


x 



la règle pour dériver les 


mx 


m— l 


■ 


formule qui n'avait été établie jusqu 
m entier positif. 


5 * & 
a pre 





r 


18. Fo 


comme 


Les fonctions sina: 

éléments 


il est aisé dé déterminer leurs dérivées , 
Remarquons d'abord que, si l'on c 



ge x en x + 


oissements de sin# et de cos# seront les projections de 


l'arc h ^ 

pourra surpasser h. Donc sin^e et c 
On a en second lîfm 


* 1 



continus 


2 sin 


d'où 


h 
2 


corde h 


h 



h 


1 


h 



to 2 


VARIABLES RÉELLES. 


I ri 


Si h tend vers zéro, cos — tend vers i : donc 

2 7 



Cela posé, on a 


< 


10) 


sin^)' 


v 


2 sin 


lim 


h 

2 


h 


lim 


sin (x 


2 sin 



h 


2 


i. 



h) 

/ 


/i 


sm x 


cos t a? -+ 


h 


2 




par suite 


(h) ( 



x)' 


(12) (tanga?/ 


(i3) (cota?)' 



71 
2 


sin a? 
cos*r 




sin x 





cos 


2 


X 


cos a x -+- sin^x 


COS-^7 


cos- x -h sin- x 


X 


sin^r, 


ï 


cos 2 «a? 


I 


sin^ 


119. Fonctions trisronom 



ses entre kit 


7T 


2 


et kiz 



7T 
2 


Si nous 


— * 

arcourir à la variable x la suite des valeurs com- 


(A- étant entier), la fonction 


11 



sin# prendra successivement les valeurs 
1 et + 1, et chacune une seule fois. Or 



comme 


dans 


ï a 



I • 


Cette fonction <t>k(u)* inverse de sin#, admett 


rivée égale à 


I 


I 


(-0* 


(sind?) 


cosx 



1 


a 


e radical devant être pris avec sa valeur ari 
sque x est compris entre k % 



ique ; car, 


7T 

3 


et k*rz H — > son cosinus 


2 


a le signe de ( 


1)*. 


1 12 




nant infinie pour les 





i. 



te cesse d'ailleurs d'exister, en deve- 



u 


i. 


120. Considérons l'arc de courbe représenté par l'équa- 


tion 


x = y & (u). 


A.ux deux 



x 


kn 


■ * 



71 

2 



7T 
2 


de cet 


, ar< 


c, on a 



u 


sin ( kit 


7T 

2 


U 


sin 




7T 
2 


0*, 


(— 0*« 


f 


Si donc k est un nombre pair 2 m, on aura 


et pour u 


î 


Donc 


% 9 


X 


X 



. 7T . 
2 


2 7W7T 




2 


2 


( 


0 



2 m TU 


7T 
2 


ï 


î 


Au contraire, si k est un nombre impair im + 1, on 


¥«i»+i(0 


(2m 



2 




Il résulte de ces 



qu on a 


?2/«(0 


?2/« 


( 


0 


? 2 1 


L'arc de courbe, représenté par l'équation 


x 


se raccor 



à ses deux e 


sentés par les équations 




x 



OC 


I)7T + — 

7 2 



I). 


c les 



repré- 


VARIABLES RÉELLES. 


On 



rouve donc 



1 1 3 

conduit à considérer 


l'ensemble de ces divers arcs comme constituant une courbe 
unique dont ils seraient les tronçons, et les fonctions ®k(u) 
comme formant autant de branches d'une fonclion unique, 
laquelle aura pour chaque valeur de u une infinité de valeurs 
distinctes, au lieu d'une seule, comme nous l'avons admis 

fonction, inverse de sin^r, se repré- 
senté par arcsin.#; et nous désignerons par Arc smx celle 
de ses branches qui correspond à k = o. 


usqu à présent 



121. Soit 


u 


eosx 


SIM 


m 

2 


X 


i l'on désigne par arc cos u la fonction inverse, on aura 



arc cos u 


7T 
2 


OC 


arc sin u 



arc cos u 


71 


04) 


arc sin u, 


( arc cos u) r 


(arc sin u) f 



i 


V 7 ' 


ir 


le signe dépendant, comme 



ut à l'heure, de celle des 


anches de la fonction que l'on considère. 


122. L'inversion de la fonction 


u 


tang\r 


d 


Si l'on fait varier x entre kn el (k -f- u prendra toutes 



es va 


considérer 

inverse de 
rivée 


ree 



O 


- > i , * 

réciproquement x comme une fonction de a 


G 


v 




j 1 4 




ÏM1 




à m 



*■ ' 1 

Les diverses fonctions 

autant de branches 


tiples, que l'on représente p 
par Arc langu celle de ces b 

- 




I I. 

( 

rit être 
tion a \ 

Nous 



i s'annule pour u = o. 


3C • 


Dérivées et 



d'ordre supérieur 




> 




1 



Soit 


u 




j{x) une fonction 



x 


a y 


i 




rivée u f . Si cette nouvelle fonction 




'rivée, on 


la représentera 



ar u 


/"( 




l'appellera la dérivée seconde de u. 


La 



ivée de u u sera Ja dérivée trois 


rem 





P 


ar u 


m 



(x) ou 



3 


La différentielle 


w a.r de la 



et 


ne 






■ 



fonction de x dont 



pourra 



la di 



nier 


Cette nouvelle différentielle 
voudra établir entre la vari 
qu'on lui fait subir. 





relati 


l'accroisse 



se 



■ 




Or soient D le domaine dans l'intérieur duquel 


s 





iîfinie ; E l'ensemble 




s 



l'écart à la frontière est moindre qu'un nombre fixe 
tous les points de E, on pourra, sans risquer 




e x 


sorte du champ, 


assigner à dx une même valeur 


de module <C§; dx étant ainsi constant dans E, la 




de u 



j sera 



a u 


ff 





2 . Cette 


expression se nomme la différentielle seconde de et se 


représente par 



0 

- a. 


t.: r 



i l'on fait décroître S indéfiniment, E s'é 


a eng 



er successivement chacun des 




ce qui permettra d'étendre la définition pr 
tout l'intérieur de IH 

e même, d*u aura une différentielle a 


ente de d 2 u à 



m 



s • ce sera 



i 

(férenlielle troisième de u 


et on 


■ - 1 

la 



" u. 


VAKI ARLES RÉELLES. 


♦ r * 


i f 5 


ontinuant ainsi, on aura 

du 

dru 


f 

| 

u rr dœ 2 


* 


d n u 


OU 


1 


f 




a 


(Pu 



une des dérivées successives de a est ainsi un quo- 
tient de différentielles, ce qui donne une nouvelle manière, 
ès souvent employée, de représenter ces quantités. 




7 r * * 

124. Si l'on donne à ^ un accroissement la fonc- 
tion f{x) prendra un accroissement 



A/(#)r=/(a; 


f{f°)i 

O f : î 


que nous appellerons la différence première def(x). 

1 

La différence de la différence première sera la différence 



seconde } et se représentera par & 2 f(x) 7 et ainsi de suite. 


Posons, pour abréger l'écriture, 



n Aac) 


On aura, d'après la définition précédente 


(0 

ou symboliquement 


7 


r 


f n = f' 1 


1 



A/"-» 


(2) f' 1 




a ) y» 



A)»/. 


On aura réciproquement 


A/o 
A 2 / 


0 


A/ 1 


A/ 


0 


/ 2 


4 % 



/ 


0 


/ 


2/ 1 



i 

et généralement 


(3) 


A»/ 


0 



A/" 


î 





5 


B 


1 



étant des 




I 


i6 



CHAPITRE I. 


Pour les déterminer, prenons la différence des deux mem- 
bres de l'équation (3). Il viendra 



A»+i fo 


A/» H- 



n — 1 



o 


Mais l'équation (i) peut être mise sous la forme symbo- 


lique 



I 



Donc 


0 


(/ 


0(/" 



m m 



K/o) 


(/ 



On aura donc, en changeant n en n — i , . . ., 


(4) A»/ 


0 



i)A"~ l f 


0 


(/ 


i)"- 1 A/ 0 



I)» 


pourvu que, le développement effectué, on remplace le der- 


nier terme (— i)" par ( 


125. Les signes d'opération D et A 



entre eux; car on a évidemment 


DA/(*) = D[/(* 

D f(x 




Aa;) 

Ax) 


/(*)] 

m*) 


En posant, pour plus de clarté, 


A"- 1 /(a?) 



on aura donc 


cp'(a?) 


A"- 1 /' (a;). 




AD/(«). 


Cela posé, appliquons à la fonction* o(oc) la formule 



Aa?) 


/(*) 



(9 A#), 


9 étant compris entre zéro et i. 


11 viendra 


A ri f(œ) = Aarcp' (oc 

On aura de même 



BAx) 


Ax.A^f'ix 



0 Ax). 


A n - i f{x)z=Ax.A' l - i f"(œ^-B l Ax), 


VÀKIABLES RÉELLES. t"lf 

9< étant compris entre o et 1 ; et, par suite, 

. & n f(x) — Ax n f n (x + 9 kx + |j Aa? H- . . . ) 

kx n f n (x -h t Aa?), 


£ étant compris entre o et n. 

Divisant par A#" et faisant tendre A# vers zéro, on aura 
à la limite, sif n (x) est continue, 

(5) f"(x) = \\m f( œ) . 

126. Soit u = f(x,y) une fonction de plusieurs variables 



indépendantes x, y\ ses dérivées partielles ^> pourront 

admettre elles-mêmes des dérivées partielles. 

àf n 

Nous désignerons les dérivées partielles de - par/^ x (#, y), 

O OC 

^» f celles 

Â$*i y) ou P ar D L/> D ',/ ou enfm P ar j^fy> 


de ^- par f'(x,y), /"(*, r) ou DL/, DL/ ou -£2 



/ 


f 


En général, . ,„ . „ , „ — représentera la fonction dé- 
b ' dx dy n àxP ... r 

duite de/ en y effectuant successivement m dérivations par 
rapport à x, puis n dérivations par rapport à y, puis/) déri- 
vations par rapport à etc. 




sons 


A f(x, y) mf{m 4- jftfe y ) -/(*, /)> 


On aura évidemment 


A, A/(:r, y) = /(a? -h Ad?, y 4- A/) —/(a; + 

AA,/(#, y). 


1 ' 


1 1 s 


PREMIÈRE PARTIE. 


CHAPITRE I. 


Posons, pour plus de clarté, 


Ai/(a?,.r) = <jp(^, y)> 


On aura 


'MkM»> y ) = + A #, r) — y) 


o'-ix - 

- 1 a, \ 

fxy ( x 


B &x, y) Aa? 




Bbx, y 

B Ax,y 



Ay) 



B Ax, v)l A:r 



Donc 


Q x by)bybx. 


A Ai. /'(a?, y) 
A;r Ay 


Si la fonction /" est continue au point 7 
faisant Lendre A# et Ay vers zéro, 


1 


on aura, 



(7) 


fxy{ x * y) 


lim 


f 


Ax Aj 


Si y) est continue au point jk 5 on trouvera de 


même 


fyx( œ > y) 


lim -r — r 

A^r Ay 


et, en vertu de l'égalité (6), 


(8) 


/ra(a?.^)=/*y(^.y). 


Nous obtenons donc le théorème fondamental suivant: 


Théorème, — Si les dérivées partielles f ! xr f 


existent aux environs du point x, y\ si, de p 



sont continues en ce point, ces deux délavées partielles 
seront égales. 


On voit par là q 



valions successives 


5 



par 


r 


peuv 


les conditions précédentes) être interverties sans changer le 


o 


(9) 


d 


x m dy tl dxP . 


m * m 


VARIABLES RÉELLES 


lJ 9 


en opérant d'abord toutes les dérivations relatives à x, puis 




es a y 


128. On voit aisément qu'on aura en général 


A'"A?/(;r, y) 


à 


m~\-n 


dx m dy 



t &x, y + i x Hy) kx m A/ 72 , 


t étant compris entre o et m, t K entre o et n. 

i donc la dérivée partielle d'ordre m-\-n, qui figure au 



second membre, est continue au point x, y, on aura, en fai- 

_ 

sant tendre A# et Ly vers zéro, 


10) 


d 


fim y) 


dx m dy' 1 


li 


im 


A'»A'{f(x,y) 
Ax m Ay w 


129. Considérons maintenant la différentielle totale 


M 





dy 


À ■ 

de la fonctionner, y). La difFérentielle de cette 



en- 


ielle, prise en supposant dx et a^/ constants, se nomme la 



ifférentielle seconde de/, et se désigne par d 2 f. La 

• ■ 

rentielle de d 2 f sera la différentielle troisième d 3 /, et ainsi 
de suite. 

On a, d'après cette définition, 




f 


dx 


dx 



dx dy 



dx 



d % f 
dx dy 


dx 


d 2 f 

f- -r4 dy 


dy 


dy 


dx* 


dx 


2 


à 2 



dx dy 


dx dy 




s 


et, plus généralement, 


à" l f 


dx 


m 


| 

doc 


m 


à' n f 


dx 


m 


l àr 



m 


1 dy 




m ( m 


i ) . . . ( m 


n 


I ■ 2 • t . / i 




m 


il ( fy » 



I20 


PREMIÈRE PARTI 


ou, sous forme symbolique 


(ii) 


d" l f 


CHAPmiE I 


1 


^ dx -h ^ dy 




m 

/• 


Cette formule étant vérifiée pour a/et a 2 /, il suffira d'éta- 


un 


blir que, si elle est vraie 

pour m + i . 

Pour cela, différentions cette 
évidemment un résultat de la forme 



n 




re m* eue sera vraie 



e. Nous obtiendrons 



à 


rn-hi 



dx 



A/t-hl 



d 


dx>* dy 



A. 


^ //n- 1 y 



d x m+\-n c lyti 



■ * 




m+1 


Il reste à vérifi 



ession 



rique 


s 


A. 


c< 



oeihcient 



urne- 


Or, le terme 


général 







11 dy n 


prftvient de la difïérentiation par rapport à x du terme en 


dx m n dy n de l'expression de d m f et de la différen 
par rapport à y du terme précédent. Ces termes a 



pectivement pour coefficients 




m ( m 


i). . .( m 


n 


I • 2 » • * 



m (m 


i). . .(m 


n +2) 


I * 2 • m • ^ 


') 


A w sera égal à la somme de ces deux 



tés, soit à 


m ( m 


i ) . . . ( m — n + 2 ) 


I « 2 ■ * *, ( fl 


0 


i 4 




I 



(m 



i ) m . . . ( /?i 


2) 


■ 

ce qui confirme la formule. 


130. Soient a et v deux 


fonctions d'unç £n de plusieurs 


i 


VARIABLES RÉELLES. 


V 


ariables. On aura généralement 


121 


(12) 


d m (uv) — v d ,ïl u H- m u dv -h 

* 

m , 

m(m — i )...(m — n+i) 


m * 


f • 2 m * • 


d m - n ud n v 


^1 


• • • 



« d m v. 


aura 


1 

En effet, Au et At; étant les accroissements de u et de on 


A( wp) 



Au) (v -h Ap) — 


^ Aw 


^/ At> 



Au Ac . 


Négligeant le terme du second ordre Au Ai>, et remplaçant 
Au, Ap par leurs valeurs principales du et dv, on aura, pour 



eur principale de Auv, 


ç du u afo , 


i . 


ce qui confirme la formule pour m mm. 

D'ailleurs, en la supposant démontrée pour le nombre M, 
n verra, comme précédemment, qu'elle est vraie pour 




. Plu 


s généralement, 


soit V p) une fonction 

quelconque de u et de F, u et v étant encore des fonctions 
d'une ou de plusieurs variables indépendantes y. Propo- 

de déterminer les différentielles successives de V. 

é 

différentielle première, ainsi que nous 




n a 


avons vu 



our 



dV 


df df 
-4- du -^-dv. 
au dv 


Pour calculer la différentielle seconde d 2 V, il faudra 

* * 

df 



e- 




ier cette expression. Or et sont des fonctions de tt, 

r du dv 


P. qui ont respectivement pour différentielles 


du- 


du 



à\f 
du ôv 


dv, 


du dv 


du 4 


dv 3 


■ dv. 


autre part, du, dv dépendent de §•* ont,- P ar 

ion, pour différentielles dru, d*v. Appliquant la règle 



T 2 2 


PREMIÈRE PARTIE 


CH 


A PITRE I. 


trouvée pour différentier un produit, il viendra donc 


d*V 



àu % 

àf 
du 

du* 


du 




d' 2 u 



m 

du dv 



du 



du dv 


du -} 


dv 


2 



dv J dv 





2 


du dv 


du di 




du 


d 2 u 



dv 


# 

Une nouvelle différentiation 



e/ 3 V, et ainsi de 


suite. 


On voit, par les formules 


9 \ 


qui prece 



que dY 


même 



rme 




antes; 


mais il n'en est pas de même des différent 


■ — 

rf 2 V, par exemple, contient des termes en d 2 u et d' 2 vqm 
n'existeraient pas dans cette hypothèse. 


XI. 



de van 



es 


i 

132. On a souvent l'occasion de subs tituer aux variables qui 


figurent dans une formule de nouvelles varia 



t avec 


les premières une liaison connue. Nous sommes actuelle- 
ment en mesure d'indiquer les règles à suivre pour 



cette opération lorsque les fonctions à transformer con- 


tiennent des dérivées. Nous allons les exposer 

■ 

çant par les cas les plus simples. 




Théorème I. 


So 


y 


ayant pour 


successives ■ 


F(x) une 

dy d*y 






dx dx % 



osons 


que X, au lieu d'être une variable indépendante, soit 



même fi 


variable t, et soient x , 
lessives de x et de y par 


rapport à t. 


On demande de trouver les relations qui existent entre 


dy d 2 y 
' dx* 



• * 


f 


n 


> y i y , 


m m 


t 


y e 


t 



1 

par la règle connue 


par rapport à t, une fonction de fonction, on aura, 


5 



y 


! 




Dérivant de nouveau par rapport à t, en 
est une fonclion de x, qui est lui-même fonction de t, on 


aura 


y 


±y 

dx 2 


OC 


/2 



dy 

dx 


x 


érivant encore, on trouvera 


y 



X 


Z^Zœ { x !f 



dx* 


dx 


x 


m 



Résolvant ces équations par rapport à 

, - s 

ivera réciproquement 


dy d' 2 y 




? • • •) on 


(0 


dy 

dx 


y' 


x 


t 


d*y 

dx- 


X 



y'x" 


x 


On re 



rquera qu en 



nt d { x, d\ x, ... , d K y, d\y 
différentielles successives de x et de y par rapport à la 
uvelle variable £, on aura 


x 


i 



X 


dt 


y 


d ty 

dt ' 



tt 


d\ x 


d'où 


dy 
dx 


y 

X 


! 


d x y * 


d\ x 


Donc la dérivée de y par rapport à x reste égale au rapport 
s différentielles de x et de y, quelle que soit la variable 
dépendante. 

L'expression des dérivées suivantes est au contraire chan- 


gée 


On aura, par exemple, 


d'y 

» ■ 1 


djxd]y — d x r d\x 

d i x z 


4 
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133. Problème II 


■ 

y 


F(x). Posons 


Soit, comme précédemment 

v 


00 


X=f(t, II), 


y — <p(/, u). 






Nous aurons trois équations entre x, y 
considérer y % u comme des 


demande d'exprimer 
du d 2 u 

— 5 ■ — % » ■ • • 

de de* 



e, on 


y 


dx dx- 


■ • • en fonction de t 


Prenons les dérivées successives des équations (2) par rap- 


port à la nouveJle variable indé 


puis 



t. Il viendra 


x 


y 


tf 


_<pf 

d 2 ® 


Ôt' 1 



! 



dt 



y 


t 


dt 


2 



2 


dtdu dt 

d 2 ® du 


dt du dt 


df du 


d 



t 


■ 9 


d<p âcp du 



du dt 


d 2 f du d 2 f du 



du* dt* 
d 2 ® du 2 


df d l u 
+ ~ *dF' 





du 2 dt' 1 





2 


u 


du dt- 


m 9 


» * 


On n'aura plus qu'à substituer ces valeurs dans les exprès 
sions (/)• . 


134. Ap PLICATIOIVS. 


i° Soient x 


On demande l'expression de la quantité 


p cosO, 


y = psin 


1 




dy 2 \ 2 



d 2 y , 



2 


(nous la rencontrerons dans la théorie des courbes, sous le 


nom de 


rayon de courbure) en fonction de p 


5 



dp (P? 
d9' 



1 


On aura 


X'z 


dp 


:COS0 


p sin 0, 


y 



de 


sin 9 




x 


tr 



cos 9 



y 


rr 



i -—sin 9 
du 

dv 


p COS0, 


p sin 9 


et 








3 

/2 VÏ 


je 


'3 


*5 



J2 



3 


'2 


./2 



x 1 y 11 


y* a? 


t ! 



9 

P 2 > 


y x 



cos 9 


p sin 0 


d*p 

dfr 1 


sin© 


2 


dd 


cos 9 — p sin 5 


C ~ sin 5-}-pcos0 



cos0 


au 



2 



m 


P dd* 


P 2 5 


R 






2 


dp 2 

55* 



9 



e x 



* - i 

Les deux variables x et y étant 
on demande d } exprimer les dérivées 
rapport à y en fonction des dérivées y 


r une 


/y* sy* ' 


r 



On a, par le théorème sur la dérivée des fonctions inverses. 


/ 

%JU — — * 


i 


y 


r 


Prenons la dérivée de cette équation par rapport à la nou- 
velle variable indépendante^'. En remarquant que y^y", • . • 


126 


P R M 





TRE I 


sont des fonctions de qui 



me est fonction de y ) \ 


théorème sur la dérivée des fonctions de fon 



n do 


nnera 


OC 


îf 


oc 


m 




• # ' 


136. Les fonctions de 
deux questions 



1 



que 


Problème III. — Soitz une 



s allons trai 





y. On pose x 




= m), t et u étant deux nou 
O/i demande d? exprimer les dérivées pa\ 


y 


■ 



dz d 

dt'du' dt* 


dz dz d' 2 z 
dx 
d*z 



Z 




à* z 

dx dy dy- 


fo net ion 


étant fonction de a?, y, qni sont eux- 





de z/, sera une fonction composée de ces deux nouve 
variables. Prenons ses dérivées partielles successives; 



vien 


dra 


d. 


(3) 


dt 

dz 
du 


dz dx 

_ 

doc dt 


dz dx 



dz dy 
dy ~di 




dx du dy du 


puis, en remarquant que 


dz 





sont des fonctions de ar, y 


eux-mêmes fonctions de t et de t/, 


- _i 


d-z 

dt 1 



2 s dx 
~dt 


4- 





(4) 



z dx 
~dt 



d*z 
dv> 



dv 



dz d-x 

dy dt* 


dx 


dx? V dt 



2 


d 2 z dx dy d-z 



dy dt dt 



dy" 




dz d*x dz my 
dx 1)F dy dF 


ItÉ 
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et 


d 2 z 


(5) 


dt du 


d l z dx dx 
dx 1 dt du 


d 2 z dy ( 



d 


f dx dy 





dx dy 

dx dy \ dt du ^ dTi l)t 

dz d-y 


dz d' 2 x 


dy 2 dt du + dx dtdu + dy dtdu 


(6) 


d-z 

du 2 


d* 


dx 



2 


d*z dx dy 


d 2 




1 x 



dx dy du du 

d'y 



dy 1 



dx du* ' dy du 2 


On c 
Gela 


dz d 


dy 


me 


dz dz 


d'exprimer ces quantités en fonctions de -A ~ et des déri- 

dt du 


dz d 


ues de u. Portant ensuite les valeurs trouvées pour 

1 dx dy 



a 


d % z 


(4) 


d*z d-z , 

j -^—zi de mem 



dy 


da? 2 dx 
ordres supérieurs. 

Cette méthode est évidemment applî 
'un nombre quelconque de variables. 


137, Berna 


O 


dz 


érivée partielle — d'une fonction de deux variables x, y 

Cm OC m * * 

est, par définition, la dérivée de z considéré comme fonction 
de x, y restant constant. Si nous remplaçons y par cp(#, w), 


rte que les nouvelles variables indépendantes soient 



*M S' — ' ' ' 

x et m, la nouvelle dérivée partielle par rapport à x sera la 

_ 

dérivée de z par rapport à x, u restant constant. De ce 
mgement de définition résulte naturellement un change*- 



ment dans la valeur de cette dérivée partielle. 


Soit 


P 


ar exe 



e 


1 


dz 
dx 


x 


r)-0 

dF 

dx 


n aura 


128 
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i 


Mais, après le changement de variable, on aura 


5 





138 


pen 




es. Posons 


i 


o 






00 



z 




a! t 4 


a't 




IL 



1! 


u 



5 



C V 



substitution soit 






choisies de telle sorte 


f c'est-à-dire qu'on ait 



œ l -+• y 



«2 



a 2 -h v* 

p ■ 


Cette condition fournira le système d'équations suiv 


a 


2 


/2 



I 


Z> 2 



'2 



//2 


I 


C 


2 





C 


/2 


a 




ff2 


a" è" 


bc + 6V + è'V 


o 


5 


o 


3 


c'a' 4 


o 


5 


ou le suivant, qui lui est équivalent, comme on sait 


a- 


a 


'2 


i 




b' 2 


f- c 


2 


f- C 


i 


(7) 


CL 


-+- 4- C 


"2 




b'b" 



f U 

c c u 


i 


o 


9 


O 



6" 6 -h c 


o. 


Soit maintenant V une fonction quelconque de # ? /> 


Considérons les deux expressions 



dx 



à* Y 





(dY 

ày) J 


d 2 Y 

d 2 Y 

à y ' 2. 

dz 2 


qui se 
M. 




er e 



un 



a nommées les 
u second ordre de la fonction V. 



et que 


pre 


osons-nous 


les exprimer au moyen des dérivées partielles de V par 

aux nouvelles variables t, u, v. On aura 



d 2 Y 

du 2 


d 2 Y 
dv 2 


dY_ 
~dt 

dY 

du 
dY 


a 


dY 

dx 



a 


dY 

ày 



a 



dz 


b 


: dY 



c 


dx 

dY 

dx 



b 


f 






tf 




C 



a a 


f- a 1 ( a 



a lf i a 


d-V 

dx 2 

d*Y 

_ 

dx dy 
d 2 Y 



a 



a 



f dY_ 

ày 


à 2 Y 

dx dy 

d 2 Y 

àf- 
d l Y 
dy dz 


c 


dz 

dY 
dz 


a 



a 



a 


d 2 Y 
dx dz 

d 2 Y 
dydz 

à 2 Y 

dz 2 


a 2 


d 2 Y 



a 


1 3 


d 2 Y 


ày 


7 4- a 



, à 2 Y 
dx dy 



i a' a" 


à 2 Y 
dz 2 

d 2 Y 
dy dz 



2 a" a 


d 2 Y 


d 



b 


d 2 Y 

dx 2 



b' 2 


d 2 Y 
dy 2 



b" 2 


d 2 Y 




2bb' 


d-Y 




2 b' b" 


d 2 Y 


c 


2 


d 2 Y 

dx 2 



d 2 Y 
c' 2 — 


dy* 



c 


1/9 


+ 2ÇC 


, à 2 Y 

' -h 2 C C" 


dy d 

d 2 Y 
dz 2 

d 2 Y 



d'Y 

2b"b-i—> 

dz dx 


d 2 Y 


dx dy 


dy dz. 


-h 3 Ç C 



9 


1 


S 


4 
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Ajoutons les carrés des trois 


premières é 


dra, en tenant compte des 



equa 



quations. Il vieil- 


(7)> 



du 




Les trois 





même 


d'Y 
dt* 


d*V 



d % Y 


d 2 Y 

àx 1 



à* Y 

à r* 




àV 
à 


2 


donneront de 



La forme des paramètres différentiels n'est donc pas 



par une su 



variables, et c'est à cette eirconsta 
doivent leur importance en 


ution orthogonale effectuée sur les 

le ces expressions 







139. 


2 



ns 


X 


p sind cos^S 



p sïn9 sin^, 


Z — p cos 0, 


et proposons-nous d'exprimer les paramè 


très différentiels 


de V en fonction des nouvelles variables p, 6, 

Le changement de variables qui précède équivaut évidem- 
ment aux deux suivants, opérés successivement 


/y* - 


et 


r : 


r cosd;, 

i 

p sin 8, 


y 


r sîn^p, 


p 


cos0. 


Effectuons le premier changement de x 


dr 

d*Y 

à* Y 




ra 


dV 




4 




ày 


sind», 



r sin d 1 


dY 




r cosij/, 


<? 2 V 



2 


cos 2 ^ H- 2 


d 2 V 



ij; sin ^ 



r) 2 V . m ■ 


2 


dcT dy 


r 


sin^ 




<? 2 V 




. r*- cos 2 <|/ 


dx 


r cosd 


r sin d<. 


n en 


VARIABLES RÉELLES . 


r, 




I 



dV 

dx 


2 





dr 1 



_r_ 

r 2 dd» 2 



r dr 


d*V 

dx 2 


d 9 -V 





aramètres di 


dV à^Y 

e t -ggç n'ont évidemment pas changé. Les 

deviendront donc respectivement 



àV 
dr 




r 2 / 


dz 


2 


■ 


et 


<} 2 V 

IF 


i <} 2 V 




r 



2 



r dr 



d'Y 


e second changement de variables qui nous reste à effec- 


tuer, à savoir 


Z : 


p COS0, 


p sin S, 



évidemment pas et transformera respec 


dr 
<? 2 V 


dr* 





dz* 


en 


en 


d'Y 




a les relations 


dV 
do 


dV 
dz 


cosd 



â\ 

dr 


dV 





P 


j 


p 


2 


i d 2 V 


09* 



sin 5, 





0 


rP 


sin 0 



p COS0, 


d où Ton déduit, en éliminant -rj> 



i dV 


P 


dp 


àV 

Or 


a dV co&9 

S1U 7 — : 1 


^0 
t 


P 


<>0 



FREMI 




CHAPITRE I 


Substituant ces valeurs dans les expressions 



on aura, pour le premier paramètre 




dV 




i 



2 



I 


p 2 sin 2 0 



2 


et pour le second 


<? 2 V 


i 



2 



P 


i 


^2 y 



p 2 sio 2 0 (fy 




140. Problème IV. 



z une 



(8) xz=f(t,u,v), 


y 


o(t, W, f), 


p 


2 


1 


cotfl dV 
' dd 



ction de x ) y 


z 


On demande d'exprimer les dérivées 




rr 



dz 


à*~z 
dx* 



m • 


en 




t, v et des 



' *ivées 




dv 

> ~ — 5 


d 2 v 


dt du dt*' 


étant une fonction de y, les quantités x, y, v seront 



des fonctions de t et de u, en vertu des trois équations 
Prenant les dérivées partielles de % ces équations par rappo 


à ces nouvelles variables, il vie 



dx 
~dt 

! * - 

d v 
~~dt 

dz 


àf 




dt 


do 
de 

de 




àf dv 
dv ~di 

do dv 

dv 7iï 

dty dv 
dv dt 


y 


dx df 

^^^^^^^^^^^^^ ^^^^^^^^^ ^^^^^^^^^^^^J 


df dv 







d(? dv 


du 





y 



du 


dù 

N • 

du 




dv 


dv du 


9 


d~ x 
~dF 



df 2 



2 


d*/ dv d^f (dv 


2 


dl dv dt 



dv* \dt 



dfd^v_ 
dv dt* 


i 

On n'aura plus qu'à substituer ces valeurs dans les équa- 


tions 



à (6), lesquelles détermineront 


dz dz 
dx 



dx 


i # 


VARIABLES RÉELLES. 
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XII. 



angements de variables dans les 


ègrales 



141. Soient x et t deux variables, liées par la relation 


x 


<p(f). 


Nous admettrons que pour tous les points t d'un domaine 
orné E : i° la fonction 9 conserve une dérivée continue et 


différente de ^éro ; 2 0 à deux valeurs distinctes de t corres- 


pondent deux valeurs de x toujours distinctes. 

Cette seconde condition serait, d'ailleurs, une consé- 
ence de la première si E était d'un seul tenant; car il 
formé des nombres compris entre deux nombres fixes 
0, x, et si x prenait la même valeur % pour deux valeurs 



P 


our 


■ 

différentes t K et t 2 de la variable t, x 
ces valeurs, sa dérivée <f'(t) s'annulerait pour une valeur 
intermédiaire, ce qui est contraire à notre première hypo- 

A l'ensemble E des points t correspond un ensemble E' de 
oints x, et si t décrit un ensemble parfait E 1? de longueur 

et intérieur à E, # décrira un ensemble parfait E^, 


mes 




îtérieur à E'. 
Soient 


un 


int de E< ; 


t + dt un point infiniment voisin; 

L 

x et x + A# les points correspondants. 


O 


n aura 


Aa? = [9'(0 



R] dt, 


niformément 


S 




e 



choisi, 


moind 


q 


nomb 


rbi traire s. Le rapport 


Ax 


dt 


restera donc compris 


M et m 


mum de | y'(t)\. 


I 


i34 



PARTIE 



I. 


On en conclut que E, a u 




en effet, la droite lieu des poi 


rigueur mesurable. Décom- 


niment 



tits 





t en 



Y 

nts infi- 


dt 


2? 


contiennent des points de la frontière 




\ sera 1 


petite- Soit dtk l'un 







its de E, qu'il 


contient étant à des distances au plus égales à dt k de l'un 


d'entre eux leurs correspondants seront à des distances 

■ B 


du point Xh qui correspond à tu 





i)dt h \ 



seront donc tous c 
gueur moindre que 2 



enus 



un segment Sa de 




s) dt 


La réunion des segments § 


h 



contenant 


la frontière de E, % et dont la longueur, étant au plus égale à 


Y<**<2(M 



>2 


dt 


est infiniment petite. Donc E^ a une longueur mesurable. 

É 


142. Soit maintenant f{x) une fonction de la varia 
bornée dans E\ ; on aura 



X 


7 


F(t) 


1 

w m " * 

F étant une fonction de t 1 bornée dans E, . 

INous allons montrer que l'intégrale, soit 
soit par défaut, de la fonction /(#), prise 
de E', , est égale à l'intégrale correspondant 
F(t) | (p'(t) | prise dans l'intérieur de E, . 

* 



1 



par 
'intérieur 


onction 


G 


composons E 


emen 


0 aies par excès. Du- 
rables infiniment petits dt\, 


ment mesurables. Soient M* le maximum 


Mi celui de /( 



s l'é 


) /'I > 



ent 


,'f'MI 


sommes 



k 


1 



tendent vers la même limite. 


1 


VARIABLES RÉELLES. 
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Soit tk la 



de t à l'origine du segment dtk\ on aura 


&0 k 


?'('*) 



d t k I , 


R/ c I étant <^ £ si les éléments sont assez petits. D'autre 


i 

art, /(#) et F(t) n'étant que deux expressions différentes 
e la même quantité, le maximum de F(t) dans l'élément 


dt 


h 


sera M^, et celui de F(0l?'(0l sera compris entre 
rik et M; f N#, rtk et N# désignant le minimum et le maximum 
de I *¥(t) | dans cet élément. Gomme on a 


< 1 


< 


• 

M ; fr |cp'(^)| sera compris entre les mêmes nombres. On aura 


donc 


M 7 , 


mit m 



e* I étant au plus égal à 


Or la fonction 


o ! {t) |, étant continue dans E 4 , l'est unifor- 


ément; si donc les éléments sont assez petits, on aura 


N 



s 


d'où 



s. 


Gel 


a pose 




rence 



M'/, I kx k 


i 


\M, c \dt k 


sera égale à 



le 


E k ) \ dt 


k 


ui le maximum du module de f(x) dans ; 



somme ci-dessus sera moin 



et tendra vers zéro avec e. 

.a démonstration serait toute semblable pour les inté- 
grales par défaut. 



I 
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Si f(%) est intégrable 
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1 


e 




ses intégrales 


par excès et par défaut coïncideront ; il en sera de même des 
intégrales de ¥(L)\^' (t)\ dans E, ; cette fonction sera donc 
intégrable dans ce domaine. 



Si 


i nous 


■ 

. Remarque. 
bornée dans E', nous pourrons 
de telle sorte que son aire 
de E; celle de E, ten 
l'égalité 


supposo 




fonction f(x) 


croître le domaine E 



e v 



r 


aire 



vers 



inténe 




J{oc)dx = V F(0!?'(Ol«fc, 



ci-dessus, deviendra à la limite 


Sf(œ)dx 
E' 


S E F( 


t) |<p'(f) \dt, 


de 


I v 


I 




5 



sans qu'il soit nécessaire de supposer 
surables. 




et E' soient 




osons en particulier que E 


r suite, E 


/ 


soient d'un seul tenant; E sera formé par les valeurs de t 


bres fixes t 0 et 



Jeurs de x comprises entre les valeurs x 0 et X 


i J cl 

r 


r 



va 



s à t 0 et T, 


par 



\ 


/( 


oc ^ doc s 


si X 



X 


le 


o ; par cette même quantité changée 



signe, dans 


cas contraire, car dans ce dernier cas, nous sommes con- 


venus d'affecter les éléments dx du sis 


D 


ne 



ememe, l'intégrale de F(f)|<p'(*)| dans E sera repré- 
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entée par 



F(0 | cp'(z) | dt, 


si 


i T 



i 

£ 0 ; par cette expression changée de signe, si T 



D'ailleurs |<p'(0| est égal à o f (t) ou à — ?'(0? suivant 
ue cette dérivée est positive ou négative. La dernière inté- 
erale 



donc égale à 



T 


F(t) o ! (t)dt 


u égale et contraire, suivant que (T — t 0 ) ® f (t) est positive 
ou négative. Mais cette quantité a le même signe que X — x QJ 


car lorsque t croît, x croît aussi, si 
contraire, si <f f (t) 



o, et 



;croit au 



o. 


On a donc, dans tous les cas, 


m* A 


oo ^ doc 



F(t) co'(t) dt. 


On peut donc formuler la règle suivante pour le changement 
de variable dans les intégrales simples. 


Remplacer dans la différentielle à intégrer x par v^t), 

m' < m 

dx parv'(t) dt; prendre pour limites de l'intégrale trans- 
ormée les valeurs de t qui correspondent aux anciennes 
ites. 



145. Passons au cas des intégrales doubles. 


Soient x, y et u, v 7 deux couples de variables, liées par 


1 


es 



ions 


x 


Y 


Nous admettrons que, pour tous les points (m, v) d'un do- 
maine borné E : i° les dérivées partielles de f,, cp, restent 
continues; 2° que leur jacobien J reste différent de zéro; 
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3° qu'à 
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deux points (u, v) différents correspondent deu 


points (x,y) toujours différents. 

A l'ensemble E des points (u, v) correspon 



P 



le; 


points {#3 y) un ensemble E , et, si («^, décrit un ensembl 
parfait et mesurable E l5 intérieur à E, {x,y) décrira un 
ensemble parfait E', intérieur à E'. 


146. Soient 
(u,v) un point de E! ; 


( u + du, v 

(oc, y) et 




(U, V) un point infiniment voisin 


kx.y 




dants. 


On aura 


ùix — ~t*~~ du 4 

ou 

dv 

Ay - *■ du H 

dv 


dv 



R du 




-h R 9 du 



Ro ûft 



dx 



R rfa 




R 2 du 


i 

? 


(X, Y) leurs correspon- 




R, R <5 R 2 , R 3 tendant uni 



vers zéro avec 


dans tout le domaine . Si donc I du et I dv 


du, dv 


ne surpassent 


pas un nombre p suffisamment 



R du 



R t dv | et | R 2 du 



Ro dv 


resteront moindres que 


e[\du\-\- 



£ pouvant être choisi aussi petit qu'on voudr 
La distance d<7 des deux points (m, p), (u + 



est donnée par la formule 


û?<7 5 


du 



dv-. 




et la distance As de leurs correspondants par celle-ci 



A 


x 


Ay 2 . 


VARIABLES 



I 


En désignant 



s sa 



ur 



ipale, on aura 


ds- 


doc 




du 



do 
du 





dv 



2 


posant, pour abréger, 


M 




2 




dv 


N 




1 d<?i 


ds 


dv 



Le rapport ^-^ ne dépend que de m, v et du rapport — ; 

valeur ne sera donc pas altérée si Ton y remplace du, dv 
des quantités proportionnelles a, (3 telles que l'on ait 




il se réduira alors à 


do 

i 

du 


do 
dv 





a 



i * 
du 



* 


t une fonction de a, (3 continue et toujours po- 


; car elle ne pourrait s'annuler que si Ton avait à la fois 


do 
du 


do 



dv 


o 


doi 
du 


a 



dv 



o 


où J 


o, ou a 



o* Or, par hypothèse, dans tout le 




Donc 


c 




ine E. J est ^o et, d autre part, a 2 + 
fonction admet un maximum M 2 et un minimum m 2 

Donc enfin le rapport gg est toujours 

res positifs fixes M et m. 
D'autre part, I As — ds \ est au plus égal à la distance des 




pris entre les deux 



points (x 



Ax,y 



Ar) et ( x 



doc, r 



dy), laquelle ne 



t 



-même la somme de ses projections 



dx 



dy 


R du -+- R, dv I -h | R 2 du H- R s dv 



2£ [ | du 



dv\] 



i4o 
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CHAPITRE I. 


As 


Le rapport ^ 



compris lui aussi 


entre deux nombres fixes M 



£ et m 



147. Il résulte de là que, si (m, v) décrit une ligne recti- 
fiable de longueur L, la ligne correspondante décrite par 


alement reclifiable et aura une lonerueu 


ML et mL Car 



a ces 



i 



gnes 




ones corres 




à cotés 


ment petits 


pport des côtés homolo 



r 



celui des périmètres 
et m — 4 £ - JD'ailleu 


toui 

J 



1 




4 



aut 


148. Gela 


dmettons 


1 


e 


du et à dv toute 


restant 


: o a p, p etai 
Le point (u 



du t1 v 


dv) 



(U,V) 



ira un carré Q 


coordonnées 


p, et son correspondant (x H- y + 

sensiblement avec le point 


(xj) 


x + dx 


x 



do , do , 

-~-du -+- -rr-dv. 
ou av 


y 




y 




du 




dcp, 

1 1 



dv. 


Ce dernier point (£, 7i) décrit un parallélogramme; car si 
étant nul, on fait varier du de o à p, (l,r\) décrira ui 


ment 



Ë2ip 

du r 


; et si, 


dv 


d'autre part, assignant à du une valeur fixe, on fait varier 
e ° à p, (s 5 f\) décrit un autre segment de droite ayant pour 


do 


P 



1 


dv 


i 

p. Ces proje 




n en dépendront pas non plus. 
Les côtés a, b de ce parallé 


01 


segment 


ramme 


P auront une Ion 
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ueur au moins e 
brmule connue, 




rap, et son aire sera 


5 


après une 


mod 


do dy i 
du du P 


do 

I r\ 


dv 


P 


J|p 


J|Q. 



Quant au point (X, Y), sa distance au point (f 


t, comme nous l avons vu, m 

■ 

2 s [ | du 

et a fortiori moindre que 4sp. 


dv | ] 



Le domaine R décrit par le point (X, Y) sera donc con- 
nu dans un parallélogramme P ; parallèle à P et de côtés 


8ep, b 


8ep. L'aire de. P' sera 


|J|Q q + 8ip > + »«P = .j 


a 



Q 


ï 



Se 


m 



part, R contient le parallélogramme P", dont 


8ep, b 


Sep, et dont l'aire est au moins 


m 


8sV 


i 


m 



Les aires intérieure et extérieure de R sont donc comprises 
entre les deux Jimites ci-dessus. Elles coïncident d'ailleurs, 
comme nous allons le voir. 



En effet, soit plus généralement E 


un ensemble 


mesurable quelconque contenu dans E ( (qui pourrait être 
'ailleurs identique à. Ej); l'ensemble E^ décrit par (x^y) 
orsque [u 1 ç) décrit E 2 est également mesurable, 

effet, décomposons le plan des u, v en carrés Q de 

ôté p. La somme Q/ de ceux de ces carrés qui rencontrent 

rontière F 2 de E 2 tend vers zéro avec p par hypothèse. A 
cun d'eux Q; correspond un parallélogramme PJ d'aire 
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au plus égale à 


J/IQ/IH 




6 


de J en un sommet du carré Q/. 
naralléloerammes formera un domaine 


mesurable et parfait, enveloppant la frontière de E' 2 et 


somme des aires des par 



ammes l J { (qui, en g 

• 




Mais, en désignant par jjl 



de I J | dans E, , on aura évidemment 


* 


2 P 




quantité qui tend vers zéro avec ^Q*. Donc est bien 
mesurable. 

On trouve d'ailleurs aisément l'expression de l'aire de E' r 


En effet, à chaque carré Q# intérieur à E< correspond d 




un élément R*, mesurable comme on vient de le voir, et 
dont l'aire sera de la forme 


-r\ k étant un infiniment petit compris entre + — ) — i 


et 



8£\ 2 


- 


— i et 


m / 



m J 


à un infiniment petit Y), indépendant de k. 
L'aire de E, sera évidemment égale à 


lim 


2 R * = Y | J* | Q*(i + Y] & ). 


Mais 2l J *|Q 


expression dont la limite est zéro. On aura donc pour l'aire 


VARIABLES 



r 


1 ^ 

erchee 


El 


li 


im 


2l I Q* 



J I de. 


151 . Soit maintenant /(#, y) une fonction de x, y, bornée 


ns E, . 


Posons /(©, œ,) 


F(w, t»). L'intégrale, soit par 


aut, soit par excès, de /(a?-, y) dans le domaine E* sera 
égale à l'intégrale correspondante de F(u, v)\J\ dans le do- 
maine E 4 . 

Décomposons, en effet, le plan des u, v en carrés de côté p. 
lient Q A l'un d'eux qui soit intérieur à E, ; R* l'élément 

mm — - ' 

orrespondant de E' n et considérons, par exemple, les in té- 


5 


les par excès. Désignons par M 
Q#; par celui de /( 



trer que les deux sommes 



tendent vers la même limite. 

•a 

Or, leur différence est ég 



a 


2t M 


k 


A: 


Si M 7 désigne le maximum de y)\ dans E', et [x le 

aximum de | J | dans E, 7 le second terme de cette expres- 
sion aura un module au plus égal à 


k < 


M' wYJ E i 



quantité infiniment petite. 

Mi 

D'autre part, le maximum de F(u, v) = f(#,y) dans Q* 

» * » 

est évidemment M' k ; et celui de F(w, v) | J|, que nous avons 
igné par M*, sera H| v*, en désignant par va une quantité 
termédiaire entre le maximum et le minimum rik 

■ 

de | J | dans Q A . \ J A | est également intermédiaire entre N* 
et rik. D'ailleurs J étant continu dans E, , la différence 
et a fortiori le module de la différence v/, — I J* I tendra vers 


* A 
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. Il 




zéro avec p, et cela uni 
assez petit. 

Gela posé, le premier terme de la différence 


< e si p est 

1 


aura son module moindre que M'sE,, quantité 


inhni 



ut 




i la fonction /(#, y) reste bornée dans tout le 


152. 


domaine E', l'égalité 



F/, 



qui vient d'être établie, donnera à la limite, en faisant 
E,, E'. vers E et E', la relation 




E' 


/(a?, y) de 



F(«, v)\l\de, 


E 


sans qu'il soit nécessaire de supposer que E et E' soient me- 


surables. 


153. Des considérations toutes semblables 



aux intégrales triples. L'analogie est telle, qu il nous suttira 
d'indiquer la marche du raisonnement. 

Soient y, z et u, v deux séries de trois variables h" 


par les relations 


x 


y 


93 


Lorsque u, v) décrira dans 1 



domaine 


obi 



(x,y,z) décrira un domaine correspo 

Supposons : i° que dans tout le domaine E, les dérivées 
partielles de cp« , <p 2 , cp 3 soient continues, et leur jac 
différent de zéro; 2° qu'à deux points (f, u, v) différents cor- 
respondent toujours deux points JK, z) différents. 

Si (t, u, v) décrit un domaine parfait et mesurable E( 
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intérieur à E, z) décrira un ensemble corres 




/ 





m, ¥) y et (Z + dt, 


a 


du, v 




de E { infiniment voisins : leur distance 
a formule 


(T, U, V) 


d<j- 


dt 


s 



du* 



dv~) 


i 

et celle As de leurs correspondants par la formule 


As- 


Aœ* 




Az- 


expression dont la valeur principale est 


ds 2 


dx 2 



dy 



dz ■ 


dt 


dt 



Ou 


du 



àv 


dv 


#4 


M, dt 2 -h M s du 2 -+- M 3 di 

I 


f- 2 W % dv dt -+- 2 N z dt duj 


2N 4 



ou 



1 



Ni 



dt 

àfi dot 
du dv ' 


M 



N 



du 
dv dt 


M 




çr sera 


/ dcD/^ 2 


N 



Le rapport -y- est toujours compris entre deux nombres 

d& * 

positifs fixes M et m. 

D'ailleurs si | é$L \ du \ 7 | dv | ne surpassent pas un nombre 
onné p, la distance des deux 



(m -h Ax, y -h Ay, z + As) = (X, Y, Z) 


et 


(a? -h rfa?, y -h t//, 



t/s) = (1, Y), Ç) 


era moindre que 3s(| c/£ | H- | du 




que gep, s ne 



ant que 


dv\) et, a fortiori, 
de p et tendant vers 


zéro avec lui. 

As 


Donc -j- est également compris entre deux nombre? posi-. 


J. 


I. 


T.) 


I 



fs fixes, S 
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en sera de 


même de son correspondant (X, Y, Z). Le rapport des 


de ces deux lignes sera compris entre M 


Si (t, u, v) décrit un cube G de côté p 
parallélépipède dont les arêtes b, c i 


Ç) dé 



gueur 


égale à mp et dont le volume sera | J |C 


point (X, Y, Z) décrira un domaine contenu dans 



pède dont 


a 


iSsp, b 



i 



c 



i8sp, 


■ 

et dont le volume est au plus égal à [ J J G 
ce domaine contient le parallélépipède dont les 




a 




b 


iSsp 


c 


l8£p, ' 


et dont le volume est au moins égal à 


J 



i8s 


m 



On en conclut, comme aux n os 150 à 152 : 

i° Que le domaine décrit par (x^y^z) lorsque (^J%f| 


décrit dans E, un domaine mesurable est mesura 



2° Que si f(x, y, 
dans E'. , on aura 



F(t, u, v) est une fonctio 




F(f, u,v)\i 



les deux intégrales étant prises soit par excès soit par défaut. 


3° Que si f(x,y,z) est bornée dans toul le domaine 


mesurable ou non, on aura en 



£ 



x, y, z) de z 



F(t,u, v)\J\ 



* 

154. On traiterait par des procédés tout semblables Je cas 

. r 1 i • i i * i i 1 7 _ „ i.,, i f i ATI 


des intégrales multiples d'ordre quelconque ; mais, 1 mtuit 



géométrique faisant ici défaut, il faudrait traduire en langage 
analytique les démonstrations relatives à l'aire du parallélo- 


VARIAI) LES 



ÎÂ7 




urne 



au 


de plus de trois variables. No 


terons pas 



155. Soient (m, p) un point d'un plan et (#, j, 5) un point 
'espace, lié au précédent par les équations 


1 


x 


49 - 


Nous admettrons que pour les valeurs de (w, comprises 
dans un domaine E : i° les dérivées partielles de o f , cp 2 , <s 3 
restent continues; 2° les trois jacobiens 


A 


do 2 


3 


dcp 3 do 


B 


G 


te te 

~ — — 


dtf dv 

do* do 
du dv 


d 


9-i 



> ■ 


1 


du dv 


ne s'annulent pas simultanément; 3° à deux points (m, v) 
distincts correspondent deux points j/, i| distincts. 

Le point p) décrivant un domaine E, borné et 
intérieur à E, le point (x, y 1 z) décrira une surface. 




156. Soient 


(u } v) un point de E, ; 


(u + du, p 


et 




(U, V) un autre point infiniment voisin; 






Mm) 


(X, Y, Z) leurs 


correspondants. 



aura 


Mœ 



A; 


do x 

^92 


du 



du 


'■ du 



- dv 



dv 
dv 




du 


dv 



Kl du 


Rtdv, 


*-dv -h R 2 ^ + Ra 



R* <r/p. 


I 



Posons 



d'or 


As 2 - 



1 K ïj< 
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2 


1 




As 2 




ds~ 


M 




«y 




2 






-»2 

4.1 - 


N 



du dv 




] 




• On verra, comme au n° 146, que le 
stamment compris entre deux nombres 



Si nous 



que 


du et 




sain ment pétit, 
s qu'une quantité arbitrairement 


tance des points 



Y,Z)et 


{m 



clx, y + dy, 



da 






d 


et a fortiori la différence As 


Ù sera au plus ég 




+ ïifdv I + . . . 








Je da. 


Le 


As 




O 


n en 







o 


corres 


sera également 


liffne < 
recti fiable. 




a 



restera donc compris entre M + 6s et m — 




par 




Si le 



point (U, V), partant de la position initi 

vil* 1 « 



dans le plan des u, (>, le point 

■ 



ào 1 




«te I 


do 


i 


dv 


fi 



du 


du -\ 



2 


dv 


d<>, 



;3 



• du 


do 



3 



7 
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^ira un plan, dont l'équation 


A ( £ — x ) 


B(y] 


r) 


z) — o 


s'obtient en éliminant flfo et dv entre les trois équations ci- 


dessus. 



osons que du et r/r varient de o à p, le point (U, V) 
décrira un carré O, et les projections dn point (ç, r u Ç). sur 
les plans coordonnés, des parallélogrammes, ayant respecti- 
vement pour aires |A|Q, |B|Q, |C|Q. Le point (f , % 
décrira donc dans l'espace un parallélogramme, d'aire 



V/A s ■% B 2 


C â Q. 


Mais, si p est infiniment petit, le point (X, Y, Z) décrira un 
élément de surface infiniment voisin de l'élément plan décrit 
ar (ç, % £); nous sommes donc conduits à lui attribuer une 
aire, ayant pour valeur principale 



et, par suite, à définir de la manière suivante l'aire 0] de 
portion de surface décrite par r, z) lorsque («, v) dé- 
crit E< : 

Nous décomposerons E,. en carrés infiniment petits; nous 
multiplierons chacun de ces carrés Qa par 



\ - 



B l 


/ 1 tp 


A/ f , B/r, étant les valeurs de A, B, C en un de ses som- 
mets. La limite de la somme 


f « 

qui n'est autre chose que l'intégrale double 



E 4 




I i ^ 



représentera l'aire demandée 12 ( . 


•s 


I 
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Supposons maintenant que E, tende vers E; Q, tendra 
vers une limite Q, égale à 





G 2 de. 


158. Lorsque la surface décrite par le point y 
un plan, l'aire Q est susceptible d'une mesure directe, 
donc établir que notre définition nouvelle n' 
cordance avec cette notion déjà acquise. En ( 
[3, v les cosinus directeurs de la normale au pL 



t 






r a 


A 


a 


B 


G 

y 



2 



B 2 + C 2 ; 


notre formule devient donc 



A f de. 


0 



A | de est bien, co 
Faire de la projection de Ù. 




l'avo 



é(l 



159. Nous devons encore montrer que l'aire, dé 



e 


comme nous l'avons fait, ne dépend que de la nature d 



surface décrite par y, z) et non du choix 




des variables auxiliaires u, v. Posons, en 


u 


. osoi 



1 


V 



étant deux nouvelles variables qui parcoure^ un do- 


maine F lorsque (w, v) parcourt le domaine E. On aura 



y 


<p>( 



9 


) 


et, en 



it J le jacobien de f K , / 2 ? 


dy dz 

BJ, 
CJ. 


d v dz 



VARIABLES RÉELLUS. 


1 5 T 


L'expression de 1 aire en fonction des nouvelles variabl 


es 


U\* P| sera 



F 




i 



2 






G 2 de 


rise dans le champ E (152). 


G 2 1 J | de t 


Or cette intégrale est bien égale à l'intégrale 


XIII. 


t ♦ 

Formation des équations différentielles 


160. On nomme équation différentielle de V ordre n 
oute équation entre une variable indépendante x, une fonc- 
tion y de cette variable et ses n premières dérivées. 


■ 

161. Soit y une fonction quelconque, définie par l'équa- 


tion 


i) F(a?, /) = o. 

n prenant les dérivées de cette équation, il viendra 


dx 


.2 



2 


• * ■ * ■ 


m 

dx 

d*F . 
dx dy * 


* * * t # 



dy 


y 


o 


r 



à* F 

à.y 2 


y 


fi 



dF 

dy 


y 


o, 


■ * • 


de la comb 


différentielle à laq 


che 


y 



2. Il arrive souvent que des fonctions dont l'expression 
ontient des transcendantes ou des radicaux satisfont à des 


w 

i 



2 
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équations différentielles 
eaux ont disparu. 



Soit, par ex 



On en déduit 


d'où 


y 


y 


l 


0 


U 




arc §u\x 


i 



: > 


x^)y !t — i. 


ou ces radi- 





e 



ation eL su 


teur commun 2 y', on aura l'équation du s 


(2) 


0 




xy 


t 


o. 


ordre 


On peut déduire de cette é 



une 




commode pour le calcul des dérivées successives de y. Pre- 


nons en effet la dérivée m ieme de cette équation; il viendra, 
en appliquant la formule connue qui donne la dérivée m 


îeme 


d' 


un 



(i 


x 2 )y 


(/n+2) 


2 771 XJ 


m {m 


et, en réduisant, 


xy 


( m-h 1 ) 


i)7 

m y 


(m) 
( >" ) 


O 



( 2 tfl 


I 




o. 


si r 


Celte formule se simplifie pour la valeur particulière # = o. 


on 



par y^ y Q1 ...ce que deviennent alors 


y\ . . ., il viendra 


v (/«+2) _. 


On aura, par suite, 


J'o 



■ 

* « 

• * ■ ^ 

,,,(2/0 — 

. ./ 0 

-o, 

y 0 " 


2 

1 



/y/ ( b ) — 

0 J o — 

: j 2 .3% 



v <ï W + l) 
/ 0 

• 

dbi 2 .3 2 . . 

. ( 2 /ï — 

i) 2 . 



1 



VARIABLES KÉIÎLLES 


idérons en second lieu V 


i 



Y 


y 


JC 



J 



Prenons la 

■ 

c'est-à-dire la 



logarithmique 




membres, 


ée de leurs logarithmes; il viendra 


y 


X 


— n 



s/œ 1 - i)' 


4 * 


ii r 


±4s 



d' 


\/x* 


I 



V 


I 



^ JC 


i) r 


'2 


ou, en 



dérivée et 



le 



ur commun 


2J 

(3) 


(m 


i) y" --h xy 1 


y 


o 



renant la dérivée m ième de cette équation, on aura la for- 



( ) 


m xy 


Y- m {ni 


Am) 



xy 


( >;i-h 1 ) 


f- myv 


( m ) 


2 *,(m) 


o 


ou, en réduisant, 


(x 


Or 


(w+2) 


-+- ( 2 771 



(m* 


(m) 


O. ' 


1 • 

Pour x — o, cette formule se réduit à 


v (//l-h2) 

y 0 


(m* 



(m) 
0 


164. L'équation différentielle (3) subsisterait évidemment, 
si que la formule (4) qui en est la conséquence, si Ton 
hangeait le signe du radical dans l'expression de y. 



sistera encore si l'on pose 





sj X 1 



C f (x • 


1 



C et G étant deux constantes quelconques, car le résultat de 

1 1 ' 


la substitution de cette 



dans le premier membre 




ment égal à G fois le résultat de la sub- 


substitution 


^ X J ■ 

de (x 





— I 

— _ 



x- 


l 


n 


us G' fois le résultat de la 

1 ■ 

sera nul. 
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Soit, en particulier, C = C'~ j, et supposons n entier et 


positif. L'expression 


y 


I 

2 


X 


i 



1 

"2 



i 



étant développée suivant la formule du binôme, les puis- 
sances impaires du radical se détruiront, et l'on obtiendra 
évidemment Un polynôme entier de la forme 


y 


Asy*Tl 



A/y*ft 





A /yiTl 2» 

^11 — 19 



*' m m 


Le coefficient A n peut se calculer aisément. On a en effet, 
en divisant par x n et faisant tendre x vers oo, 


lim 


y 


X 


II 


lim 



i 



i 


n 


1 



2 



I 

2 



I 



I 


I 


2 



Pour calculer les autres c 



en général, 


, on remarqu era qu on a, 


y* * f, = l.2...(n~ ip)A n ^ p} 


yo 


2 2 


i , 2 . . . ( n 


d'où 


2 P 


2 ) A rt — g — 2 ' 


2/>— 2 


A„- 2 p(^ — 2/?) (n 2p — l) - ° 


»— 2 />— 2 


V 7l-2P 
./ 0 


ou, d'après la formule (4), 


A 


// — 2p— 2 


f/i 


2p) (/i 



_ 


0 



2) 


2 


Cette relation permettra de calculer successivement tous 
les coefficients, en partant du premier. 


Poso 


ns 


d ? où 


x 


COSCP, 


il viendra 


i sin <p ; 

i 1 


y 


{(coscp + i sin 9 )" 



1 
2 


(cosco 


i sincp) 11 
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ule que nous établirons plus loin, 


^(costtcp H- /sin/19) h- {(cos/icp — i sin 
cos/i<p = cosn(arc cosa?). 



c d'obtenir le dév 



puissances de coscp. 


ement de cos/i:p, 


165. Soit, comme dernier exemple, l'expression 


y 


d n {x* 


dx 11 


Posons, pour abréger, 


(x 


i) n 




la dérivée logarithmique de cette expression 


1 viendra 


2 71 x 


ce 


2 


I 


Ai 



i 


(x 9 - 


0 


2 ît X Z> 


O 


Prenons la dérivée (/i + i) ième de cette 



on ; on trou- 


era 


(x* 


\ 


-(«+2) 



(n 




2 


2 


2nxz'' lt ^~ i) — 2n(n -+- i)z (,l) = o 


ou, en remplaçant z (n) par y et réduisant, 



ix y 


1 



o. 


166. Considérons une équation 


O 


5 


contenant, outre les variables jf, ai constantes c h 


, • • • , C/j 


Cette équation représente une infinité de fonctions distinctes, 
ue l'on obtiendra en donnant successivement aux constantes 
ous les systèmes de valeurs possibles. Toutes ces fonctions 
satisferont à une même équation différentielle de l'ordre n, 
u'il est facile de former. Prenons, en effet, les n premières 


I 



PREMIÈKIi PÀUT1E. 

M 


dérivées de cette équation; on o 


lions 





2 


OF 




rï'F 



y 


! 





d'-F 



CHAPITRE I. 



ra 



o 





i 


nouvelles équa- 


ôy 


y 


ff 


O 


Entre ces 
stantes c t , . . 


dx n , 



■ ■ 



, c„; nous 


• * 




1 


, ( Il ) 


O. 



• ? 



) 


o. 


167. Consid 


erons, 


par exemple, l'équation 


x 



2 



A. 



B 



A 


I 


où A et B sont des constantes déterminées et \ un paramètre 
variable. Cette équation, considérée au point de vue géomé- 
trique, représente un système de coniques homofocafes. (Si 

, les loyers réels 


nous supposons, pour fixer les idées, 1 
seront sur l'axe des x, à la 




B 



l'origine.) 



Privée de cette é 


mant le 







commun 2 


x 


A 


A 


yy 


A 


o. 


Des équations précédentes, on déduit 


i 


A 



y 


ï 


A -+- ); 


x*y 

x 2 y ! 


i 


xy 


B 


À 


y 


xyy' 



y 


i 


B + >. 



■ 10 




tème de 


X, on aura l'équation différentielle de ce sys- 




A 


B 


x-y 


xy 


1 


y 



.t 
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J3 7 



9 




*r y 


o. 


168. Considérons l'équation 





2 ax 



o 


7 


• - 


qui, 
l'éq 



1 T I W 


* 1 / P 

idere 


ée au point de vue géométrique, représente 



ion gene 



des 


cerc 


les. 




équation contenant 


s constantes, l'équation différentielle qui s'en déduit sera 
u troisième ordre. Pour l'obtenir, nous formerons les déri- 


vees successives 




a ~\ 



t 


o 


"K tH 



us avons supprimé le facteur 2 pour plus de simplicité), 


1 


'2 



// 


by 


tt 


o 


O. 


Eliminant b entre ces deux dernières équations, nous 


obtiendrons 1 


(1 



on différentielle des cercles 



y 


(2 



yy")y"'-y"^y'y 



y y 1 " ) 


O 


ou, en réduisant 


5 


(1 



y H ) y'" 




par 



L'équation différentielle des coniques a été 
Halphen de la manière suivante : 




L'ordonnée y d'une conique est définie par l'équation 


y 


et 00 


+~ b ±z {px 


1 


iqx 


1 

On en déduit, par des dérivations successives, 



a 


y 




{px 


p{px< 

p{px 



q)(px*- 



2 qx 


r) 


1 

2 


1 


2 


iqx -f- /' ) 


{px 


qf{px 


iqx 



1 
2 


{px 


4) 


{pas 


9 



%qx "H- 


3 
2 




5 


— 


(/ ?,z? 


2 f/cT + / 


2 
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TRÉ 1 


d'où 


(5) 


y 


tf 






4- r 



r 


2 

l 



5 




* 

trois nouvelles dérivations 


(6) 


y 


v 


2 

3 



o. 


Si la conique est une 



p sera nul. Le second 


membre de l'équation (5) ne contenant pas 




en x 



Privations suffiront pour fai 


deux 


constantes. L'équation différen 



e disparaître les 



des 



oies sera donc 


(7) 


y 


_ 2_\ ïï 
H 3 


O 


Il est aisé d'obtenir les é 


développée. On a, en 





sous forme 


y 


if 


2 
3 


y 


2 
3 


H 


3.7 ,/ > 


8 

9 / J 


2 
3 



__ 5_ 
// 3 v iv 
/ 9 


2 \ /// 


y 



8_0 v ff 
27 J 


1 1 

i 

à yW ylS 


2 0 


3 / 


3 „,v 


y 


■ 

Portant ces valeurs dans les équations 





t 


les dénominateurs et supprimant le facteur c 
viendra, pour l'équation générale des coniques, 



2, il 



ir/3 



4 



V yffl yl\ 


9y 



O 


et, pour celle des paraboles 


5 J 


3y ff y lv 



170. Che 

y** y^ • • 

équation 


r 


même 



pour que des fonct 
x soient liées par 



îaire a c 





. . . H- CL y n 


o. 


_ _ * 

Prenant les dérivées successives de cette équation, il 


• 


f 


viendra 



Ci/; 


* .* 


en éliminant les 


VARIABLES RÉELLES • 



) 




5 



0» 


* ■ 



C r (w 


• • f 


1) 


o 


o 


i5 9 


ri 

7i 


■ ■ 


1 . 


J 2 

/2 


• • • 


? 9 


* * 


* « 


» ■ « 

v («-i ) 


o 


On verra dans le Calcul intégral que cette co 
suffisante. 



on est 



_ 

171. On donne le nom d'équation aux dérivées partielles 
ordre n à toute équation entre des variables indépendantes 
x 2l . . x p , une fonction z de ces variables et ses dérivées 
ârtielles des n premiers ordres. 


172. Soit 


F(x u 


p 


1 c n ) 


o 


une équation contenant n constantes arbitraires et définis- 
nt une fonction m des p variables indépendantes x K , x p . 
n pourra joindre à cette équation ses p dérivées partielles 


dF 


dF êm 




1 


dz àx t 


o 


dF 


àF dz 


dx 


p 


dz dx 


o 


p 


par rapport à chacune des variables indé 
puis ses P - dérivées partielles du 


■ 

SLIllCS OC [ j • * • j OC p * 

second ordre 


d 2 F 



2 



2 r 



t 03 ÔX X 



dz* 



ô¥ d 


z 


dz dx\ 


o, 


m * * * 


i6o 
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et ainsi 


si de suite jusqu'à ce que le 


CHAPITRE I. 


F 

mbre 




k 



2 




■ 

P(P 



i). . .{p -h p 


0 


J . 2 


P 


itraires 



tenues surpasse le nombr 


minant ces n c 


tème 




antes entre les k 
n équations aux 


d'ordre p, à chacune desqu 


quelles que soient les valeur 



173. Exemples. 

partielles des plans 


i 


0 


Cherchons les équations aux dérivées 


(8) 


4* 


(X? oc 



by 



c. 


Suivant un usage généralement adopté dans la théorie des 


surfaces, nous représenterons pour abréger les dérivées 
tielles 


par- 


dz 



dz 


d 


5 


dx 



â 2 z 


2 


dx dy 


d % z 

àyï 


par les lettres 


P 


5 


S 


D'après cette définition, on aura 


dp 




r dx 



s 




s dx H- t 



Cela posé, les dérivées premières de l'équation (8) seront 


P 


a 


9 


et une seconde dérivation donnera les équations cherchées 


(9) 


;* — o 


s — o 


t — o. 


Réciproquement, cherchons à ïm 
c est-a-dire à déterminer les fonctions 


quations 


q 



VARIABLES RÉELLES 


On en déduit 


161 


o 


o 


^ a 

r dx -+- s dy 
s dx + t dy 


dz 


M 


dp, 

dq, 


et drOc 


Ct 00 


d'où 

d'où 

+- b y -j- 


P 


c 


F 

const. ==: a, 


const. 


H. 


c 



■ / 



une 



Les plans sont donc les seules surfaces dont le z satisfasse 


aux équations 



k * 





2° Cherchons les équations aux dérivées 



ielles 


res 


(x 


a) 



(7 


c) 


/ 


.2 


On déduit de cette équation les dérivées suivantes : 


a 



y 


b 4 


o 



c) = 
c) = o 


7 


puis 


I 



p 



r\z 


pq ~hs(z 


i 



2 


«(s 


o 


o 


1 » 
• t* 


0 


Eliminant z — c, on aura les équations cher 



i 



P 


r 


El 


M 


i -+- q 


2 



peuvent s'écrire 


i 



P 


} cherchons à intégrer ces équations. Elles 


pq 


i 




■ 

étant un facteur de proportionnalité 
Des deux premières on déduit 


(i 



p 2 ) dx 


pqdy 


OU 


doc 



\(v doc 


p dz ,— \dp 





! 


il 


J. 


I. 


j î 


ï6 2 PREMIÈRE PARTIE. 



ou 


d(x -\- pz) m (z -h A) dp. 


x-\- pz est donc une fonction de p, dont z + À est la dérivée. 


Soit 


J 



/>* = F(/>), J n-X = F'(/>). 


On déduit de même des deux dernières équations 



Donc 



A = F'(/>) = *'(?). 


Si cette expression n'est pas une constante, p et 9 seront 
liés par une relation, et leur jacobien rt — s 2 sera nul. Mais 


on a 


X* (rt — 5») "= (1 + p 2 ) (14- q*) — />V = 1 + + 



■ 


Donc si rt — s 2 est nul, X doit être infini et, par suite, 


r — s =■ t = o. 


La surface sera donc un plan» 

Reste à considérer le cas où z -h X = F 7 /? = &q est une 
constante c. On aura alors . 


«r 


p z — cp a y y qz = cq -\- b, 


mr W W 

a et 6 étant des constantes, 

■ * 

On déduit de là 


■ 


(x — a) dx -+- (z — c)p dx — o 


{y — b)dy -+- (z-c)qdy — o, 


et, en ajoutant, 


0 = (x — a)dx (y — à) dy + (z — c)dz 


Donc 


\d[{œ- a)t+ (y - by+ (*- c) 2 ]. 


(a? — <z) 2 -+- (j— &) 2 -h — c) 2 =const. 


La surface est une sphère. 


■ 


I 
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ns maintenant la 


i63 



ne 



z 




înie 


l'équation plus générale 


par 


[ 


x 


1? 


o 


u a<, 




i, pi, . .., ..♦ désignent des fonctions 


onnues de .*.,x p * z, et <p<, cp 2 , ... des fonctions arbi- 
traires. Joignons à cette équation ses dérivées partielles suc- 




o 



s i, 2, , , p. Nous obtiendrons ainsi 



P 



P(P 



0 


2 



■ « 



p(p 



i). . .(p 



P 


0 


I . 2 . . .p 


équations dans lesquelles figureront les quantités suivantes : 

, ... ., x p , z et ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre p; 


i° x 


a° la fonction 


% m 

<p 4 et ses dérivées partielles 



i 



a 


dot 


p-ï 



t 


- • jusqu'à l'ordre p, la fonction <p 2 et ses 



rivées par- 




j A 


àô 


m m 


1 


jusqu'à l'ordre p, etc. Le nombre / de ces 


dernières quantités sera évidemment égal à 


n i 



P 


i 



■ • 


i)p. . .(p 



i 


1.2. . . p 



n désignant le nombre des fonctions <p<, cp 2 , 


Donnons successivement à p 



valeurs i , 2, 3, . . Il 


arrivera nécessairement un moment où le nombre k des équa- 
tions surpassera le nombre /. En effet, en changeant p en 

p + 1 , on accroît le nombre des équations de 


p(p + i). ..(/> + p) 



que le nombre / s'accroît 



n 


(p 


, I . 2 . . . ( p -t 
l)p. . .{p + p 


i) 


O 


1.2. . . (p 



quantité inférieure à la précédente, si p + p > n {p 



Donc, dès que p surpassera n(p 



p, k croîtra plus 


rapidement que / et finira par le surpasser. À ce moment, on 
pourra éliminer entre les k équations obtenues les fonctions 
f*i ---7 et leurs dérivées partielles; on obtiendra ainsi 
k — l équations enlre x \ , .'. ., x pi z et ses dérivées partielles 


s 


PREMIÈRE PARTIE. 


CHAPITRE I. 





e soient choisies les 


jusqu'à l'ordre p, et la fonction z satisfera à ce système 
d'équations, de quelque mani 
fonctions arbitraires o i , . . . <p„. 

* 

Nous allons 




quelques applicati 




îe. 


t * 


l« 


176. Supposons d'abord que l'équation 




me z 


soit de la f< 


(10) 


P ( U% ? . . . 5 



) 


o 


Up désignant des fonctions 


et de 


■ 

V ' • ï I. 

indépendantes X\ } . x p 
été remplacé par sa valeur en x { , 
dront des fonctions de x ]1 . 

- 

dérivées partielles 


connues 



s varia 




î 


r 




conçoit que z ait 


• y & p j ^ 


5 £fp devien- 




nent 



pour 


^^1 


dz 


dz 

dx 


^^^^ 

• » • 

^1 

dz 

^3? 


dz 



+ 


^ (te/ 



dx 


p 


Pour que ces fonctions soient liées par une relation telle 
que (io), il faut et il suffit que leur jacobien soit nul : on 

onc écrire immédiatement L équation aux dérivée 

• ■ ■ 


partielles 


D 



• * 


à laquelle s doit satisfaire. 
Voici quelques exemples : 


D 


.r 


U 


1 



4. 


il 


177. L'équation 


X 


az 


9(7 


bz) 


représente un cylindre parallèle à la droite (x 


az,y 


bz) 


En eflet, cette surface a une infinité de génératrices recti 


VARIABLES 



lignes 



èles à cette 



te et données par les équations 


OC 



az 


bz 


?0), 


a 


5 


a étant un paramètre constant pour une 
mais variable d'une génératrice à l'autre. 


même 


rme 


d 


la fonction ©, on aura une 


équation aux dérivées partielles, qu'on peut écrire immédia- 


ement. 


bl 


deux fonctions x — az, y — bz des deux variables indépen- 


4 


quation 


o 


i 


a 


a 


dz 
doc 

dz 
dy 


b 


d 


+2 


i 


b 


doc 
dz 



i 


a 


dz 
dx 


b 


d 


dy 


178. L'équation 


OC 


a 


4o 


c 



r ■ 

I • 

> t 

où cp est une fonction arbitraire, représente un système de 

* 

cônes ayant pour sommet le point («, b, c) et pour généra- 


■ 

TIC 


a 


z 


c 


■» 

cp(a) 


y 


b 


1 


C 


a. 



aux dérivées partielles de ces cônes s'obtiendra 


en égalant à zéro le jacobien 


j 


a) 


dz 
doc 


y 



z 


c 


{z 


c) 


2 


dz 


c) 2 dx 


(x 

■ 

( 


a) 


dz 

ir 


i 


(7 


2 


C 


r 


> 


1 



t 


! 
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ce qui donne, en effectuant les calculs et chassant les déno- 


minateurs, 


■ 


a) 


dz 

dx 


179. L'équation 


x- 




.2 





cp (ax 


dz 




représente un système de surfaces de révol 


parallèles 


x 


2 



CL OC 



2 


.7 


by 



_2 



c 



a 



n dont les 


sont per 



■ 

iculaires à l'axe 



a 



z 

C 


Ces surfaces satisferont à l'équation 


o 


OC 



z 


dz 

dx 


ôz 


a 



c 




f- z 



ày 


b 



c 


dz 



on 


b x 


a 


y 


dz 

bz) -r h (a 



ex) 


dz 

ày 


180, Une fonction u de plusieurs variables y, z est 
dite homogène et d'ordre n si elle peut se mettre sous la 


forme 


u 


: Z 7l (D 


X 



Il résulte de cette équation que z~ n a est fonction de 


de 


y 

z 


o 


o 


z 


z 


z 


I 



11 


du 


i 



* * 


n 


n 


du 

du 
dz 


o 


nz 


x 


u 


z 


2 


o 


1 


z 


y 

2 


Z 



t 


YARIABLES 



ou, en effectuant les calculs et 




167 

dénominateur z n +*, 



du 
âx 



y 



u 





du 



181. Comme seconde application de la théorie générale de 
l'élimination des fonctions arbitraires, considérons un 



tème de p fonctions c/L i} . . H a /J _ 1 des p variables indépen- 
dantes x K ^ .... x p , déterminées par le système des é 
imultanées 



P| ( X^ , . . . , Xpj Z, OCi 7 *.-/■*. > <%p—\ y cp i ? • . . ? cp ;i ) 


o 


Fp (^1, . . . , x 


, ai 


où <p l7 <p /z désignent des fonctions arbitraires de a l7 


a„ , . Nous allons montrer que z satisfait à une équation aux 
dérivées partielles d'ordre n, indépendante de ces fonctions. 

Formons, en effet, la dérivée partielle de F, par rapport 
à x K ; elle se composera : 


i° Des termes 


dF 1 

dx x 


il a 

dz 



y dus à la variation de x K et 


de m nous les désignerons, pour abréger, par D X F { ; 


2 0 Des termes 



à(9 t doti 




y dus à la varia- 


àoc 1 


tion de a i ; nous les désignerons par D ai F 4 


doc 


3° Des termes analogues D Û(2 F < ^7 


5 . • - , dus à la variation 



es autres paramètres a 2 , 


Réunissant tous ces termes, on aura léquation 



JL 1 



D a , F ! 


dcc t 
dx x 



Da 2 F! 


àx t 



o. 


Les dérivées partielles par rapport à # 2 , 


donneront de 



D x ,F t D ai Fi 



D«.F 


doc 



O 



PART 




I 


Éli 


mimant entre ces p e 

il viendra 


1 1 


« • 


« 


D T . F* 








2 


s » 


0 •* ■ 




Ce déterminant, développé, sera de la 


o- 



* y 




AD^+BD^F, 



6 


• ♦ 


A, B ? • . • étant des fonctions de -r—^> 


Les écruations F 


2 



F 2 



BD X F 



* • 



O 


3 



2 




O 



Eliminons entre les équations qui viennent d'ê 
s rapports des coefficients À, 




• • • 




D,. F 



Le premier membre de cette équation sera une 




m 


* * 



P7 Z l 


dz 

— m 

$00 1 




5 a 


•5 , a J»-0 


que nous désignerons par Fp+j. 

Désignons par D jr .F p+< la portion de la dérivée partielle 
de F p+{ par rapport à X( qui provient de la 




dz 
dx 


velle équation 


dz ii 
■ y j — 5 on trouvera de la même manière une no 


F 


J>-t-2 


D F 


F 


r> f 


* f 


O, 




quelle fi g 
dérivées secondes 




5 



5. 


Continuant ainsi, on 



outre 
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précédentes, les 



ra une suite d'équations 


Fi 


o 


• * 


1 


F 


p 


o, 


F 


: O 


F 


O 


entre lesquelles on pourra éliminer les p 


\ 5 



cp /0 ce qui d 


1 



onnera une e 


ivées partielles d'ordre tt. 




on aux 


- * î » * 

182. Exemple. — Cherchons l'équation aux. dérivées par- 
tielles des surlaces réglées. On nomme ainsi celles qui sont 
engendrées par le mouvement d'une droite. Les génératrices 
d'une telle surface auront des équations de la forme 


F* 


00 


F 


2 



a 


b 


o 


o. 


T 


rois con 



s sont d'ailleurs nécessaires pour déterminer 
le mouvement de la droite. Ces conditions permettront d'ex- 

trois des coefficients, par exemple a, b, (3, en fonc- 





la méthode précédente. Nous formerons l'équa- 


tion 


r 


o 


L'é 


\ 


F 


D-vFi DyF] 


X 


D.F 2 


y 



on suivante sera 


1 


1 



a 


b 


dx 
dz 



a 


d 


dx 


1 


b 


dz 


a 



b 


dz 
dy 




o 



dz 
dx 


D r F 3 

. ■ 1 

d 


1 






D x F à 




b ^ D r F3 
dx J 


ou, en remplaçant 1 


, dz d 
b — par a 


dy 


i .1 


dx 


et 



t le fac- 


leur commun 


dx 


5 


o 



#DjF 3 


d-z 


a\ a 




b 


dx dy 



b 


a 



a 


dx 2 



2ab 


d 


dx dy 




; â 2 z 

2 



F 


4 


On trouvera de même l'é 



n s 




o 


F 



6D y F 4 


d 


3 


3 


,3 



3a*b 


d*z 


dx 2 dy 



3ab 


2 



Z 


b 


s, 

d 2 s 




6 



On n'aura plus, pour obtenir l'équation aux dérivées par- 


. . b 
tielles, qu à éliminer le rapport — entre 

et F*. 




ux équations r 4 



183. Consi 
les paramètres a l9 
la forme suivante 


■ 

ns enfin une fonction 


, 0Cp_| ? par un s 



e d'é 




que 

de 


(12) 


\ 1W 


P 


1> ?1> • • * 5 Ç/ï) 



O 


1 


/ 


O 


/ 


o. 


/ 




leurs 


O 


7> 


/ 


o. 


Désignons ces équations par 


o, 


F 


P 


O. 


comme 


à c 



cane 


des variables indépendantes x { , . . œ p . En vertu des équa- 



suite de nouvelles équations 


F 


p-hl 


o 


F 


p-\-n — l 



le problème précédent, une 


VARIABLES RÉELLES. 



i 

m 

îles et à la primitive 
o, iourniront un système de p n équations, entre les- 


quat 


jointes 



quelles on éliminera a,, a^, <p n o n . L'équation 
' ultante sera encore de l'ordre n. En effet, F,, F p 


contiennent z et ses dérivées partielles du premier ordre; 
F, + , contiendra, en outre, eelles do second ordre, etc. ; 
enfin F p+n _ i contiendra celles du n lème ordre. 


* 

184. Exemple. — Cherchons l'équation aux dérivées par- 
oles des surfaces développab/es. On nomme ainsi celles 
qui sont définies par le système des deux équations 


/ 


z 


ax 


y 


!>«/ 


o 


P et y étant des fondions de a. 


On en déduira, d'après la méthode précédente 


F 
F 


P 


a 


(3 


o 


o 


5 


puis 


F 


r s 


s t 


o 


1 


rt 


s 2 


o 


I $ # I 

Ce sera l'équation cherchée. 

Proposons-nous réciproquement d'intégrer cette équation 
onsidérons, à cet effet, les inconnues auxiliaires 


P 


7 


9 



V 


px 


on rt 



1 


— s 2 =o exprime que le jacohien de p et 
q est nul; mais elle exprime aussi que celui de p et de V, 




u 




eg 



a 


r r x -+- s y 


s SX 


{rt 


s 1 ) y, 


est nul. On aura donc 


9 


/(/>), 


03) 


z 


px^-f{p)y 
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I. 


II reste encore à exprimer que p 
tielles de z, c'est-à-dire que 




1 


dz 


p dx 



9 



P 








- 


Mais, en différentiant la valeur ci-dessus trouvée 

7 


il vient 



* 


dz 


p dx +f.(p) dy 4- [x -hyf'(p) 



?'(/>)] 



1 


Si dp 



sente un 



o ? p est une constante et l'équan 
an. 



Dans le cas contraire, la surface 
étant définis par les deux é 



* 1' 


z 


px 



X 


f(p)y 
yf'(p) 




1 



0. 

(i3) repré- 



1 


y * 
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I 


tr 


I 


Fonctions synectiques. 


I 

185. L'introduction des nombres irrationnels ne suffit pas 


encore po 


ur rendre résolubles toutes le 



ons 


algé- 


briques. Il est nécessaire pour cela de faire intervenir une 


dernière notion, 



e des nombres complexes. 


Soit P 


Ai 


m 



m— \ 




K un polynôme entier, à 


coefficients réels, contenant une indéterminée L En le divi- 


sant par i~ -f- 1 , on obtiendra un résultat de la forme 


P 


Q(i 



1 ) H- a 


bi. 


Nous conviendrons de négliger les multiples de £ 2 +i ? et 
e considérer comme équivalents, et représentant un seul 

nombre complexe (ou imaginaire), tous les polynômes qui 


^ * *i 


même 



est le reste a •+- bi lui-même, qui sera la forme normale du 


nombre com 


1, 1 


par 


rem 
» p 


1, 1 


P 


ar 


b 


ir.-h 1 , i 5 par etc. 

o, ce nombre sera réel;, si a = o, on dira qu il est 


ima 


b 


o, il sera nul. 

1 


u 



bi peut être représenté géomé- 


triquement par un segment de droite, dont les p 


Soient p 


Ox et O y soient respectivement 


i 7 4 



PARTIE. 



S H. 



it avec OX; on aura 


p coscp 


a 



P 



a 




s 


9 


a 


sinco 


6 

P 


La quantité p, qui doit être prise 
la valeur absolue ou le module de a -\- bi; on la r 



tivement, se 



la notation | a -h bi j ou mod (a 



bi). 




L'angle <p est V argument de a -\- bi: 
qu'aux multiples près de 

Le module, au contraire, est entièrement déterminé" 


2 71, lo 


rsque a et b sont 



s'annule que si l'on a simultanément a 



o, b 


o, d'où 


a 



bi 



o. 


nombres com 



bi et a 


fèrent que par le signe de la partie imag 



q 


5 



a U 1 1 



Ce 


que les nomb 


a 


ont 


a 






qui 



opp 


S 



de dép 


bi a son point 


de 



point 
bi. 


a 


y 


Ce point se nomme 




186. Soient a 



bi, a ! 



Le 


b 1 i, . • . des quantités complexes, 


ur somme 


(a 



a 


t 



• • » ) 



(b + b' + ...)i 


sera évidemment représentée par la résultante des droites 
représentent séparément les nombres a + bi, a' 


D'après les propriétés connues de la résultante 
rons énoncer la propriété fondamentale suiv 


5 



Le module d'une somme de quantités ce 
surpasser la somme de leurs modules; ma 
il est au moins égal au plus grand de ces 
nué de la somme des autres. 



On peut remarquer encore que, si les directions des droites 
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17D 


■ 

composantes sont toutes comprises dans l'intérieur d'un 
angle d'ouverture inférieur à tt, la résultante y sera égale- 


ment 


Donc, si les terme 

1 

mt les différences ; 



irguments 
m % Uargu- 



somme sera intermédiaire entre Les arsrume 




e ses termes. 

La différence de deux nombres complexes a H- bi, b } i 
era définie par l'expression 

(a — a 1 ) H- (b — b')i, 

. ■ • 

dont le module sera compris enlre la somme et la différence 
es modules des deux nombres a bi, a 1 



187. Le produit des deux nombres a-\-bi^ a f ~\-b f i sera 


0 donné par la formule 


1 


(a + bi) {a* -+- b ! i) = aa f -+- (ba* + ab')i + bV P 


ou, en divisant par i' 2 -\- 1 et ne gardant que le reste, 
*** (aa f — bb')-¥-(ba'+ab')i. ■ 


Ce 


module et l'argument 


idérés; on aura alors 


a 


I 

a 




bi =:p(cos© -htsincp), 
b 1 i— p'(coscp' + i sin<p')> 


■ 

t, pour le produit, 


pp'[cos<p cos<p'— sincp sincp'H- î'(sin 9 coscp'-h sincp' coscp)] 


; . = pp' [cos(a> -+- a/) H- / sin ( cp -h <p')]. 

s facteurs, et son argument la somme 


mo 



Le rapport des de 


# _j_ fo* et a'+ 


■ I 
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sera le nombre x % yi q 
duit h dividende. On devr 


CHAPITRE 




r 



a 



bî 



ô'ï) (a? 



CL OC 


A* 


Cette équation se décomp 



I 

■ 

;s d( 



i( V x 



î 



j 


6, 


d'où l'on tire 



bb 


r 


X 


a 


1-1 



b'- 


y 





a 



b l * 


Le problème comporte donc une solution unique et tou- 
îours admissible, si le diviseur a'+ b'i est différ 


qu 



s e 


dent aux nombres complexes. 

i 


189. On dit qu'un nombre complexe va 


x 




vers une limite fixe c 


dL si 4 

y 


r i f * 


i 


X 



iy 



di) 



c) 2 +(j 


«0 


tend vers zéro. 


* * » 


a 


Cette expression est au moins égale 
Elle ne peut donc tendre vers zéro que si x 


c et à 



d 



1 

vers c et 



vers 



Cette condition est suffisante, car on a 


x 



c 


di 


< 


x 


c 



y 




et les deux termes du second membre ten 

■ 

tend vers c et y vers d. 


Les propriétés des modules d'une somme algé 


vers zéro, si x 


V î \ 


ue ou 



d'un produit démontrées aux n os 186 et 187 sont 
ment les mêmes qui ont été signalées au n° 6 dans le c 
particulier des nombres réels et qui ont servi de fonde 


dans le paragraphe II pour l'étude des ensembles. Les pro- 


priétés trouvées dans ce paragraphe 



sistent donc dans le 


cas où les variables x, y, . . . parcourraient non plus la suite 


des nombres réels, mais celle des nombres com 
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190. Soient m t jfi ... des variables indépendantes réelles, 
P et Q des fonctions réelles de ces variables, définies dans 

et admettant des dérivées par- 
tielles continues. La fonction complexe u 

tra des dérivées partielles — 

dx 





dQ dP 

dx ày 



dQ 

l -T ? • • 

ày 


égale- 


accroissement 


point (x, j, . . .) au point (x 


| ■> 


forme 



* • 


sera de la 


Aw 


£?P 





(R 



ox 


Si) Ax 



dP 



Jù 



Ay 




(Ri 



Sj « ) A/ + . . . , 


R, S, R,, S,, ... tendant vers zéro avec Aa?, Ay, ... (et cela 
uniformément dans tout ensemble E f borné et parfait inté- 
rieur à E). 

Supposons les variables x r y, ... en nombre pair; repré- 
sentons-les par x, y, x K , y { , ... et formons les combinaisons 
complexes 


•00 



z 


1 


X 


1 



On aura 


Az 


Aoc 



i 



Az 


L'expression 

(R 



Si) Ax 


Az 



Az A 



i 



> 


Aœ x 



S x i)Ay 



urra donc se mettre sous la forme 


les 


pAz 



Pi àZi 



quan 



(R-hS0t? 

La4* 



(Ri 



A y 

S\ t) -r— 7 

Az 


> 



Pl 


■ I 


I 


■ t * 


• # 


tendant encore vers zéro en même temps que A#, 



a 7m 


• 

(et cela uniformément 



ns 


j. 


i. 


12 


in 


8 


dP 

dx 


r » 


(0 
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Si, d'autre part, nous supp 




dérivées 






dy dy 


-y 


liées par 



ations 


dP __dQ 

dP 

dx dy ' 

dy 

dP _ dQ 

dP 

dm x dy x 1 

àyx 


dQ 




dQ 



1 


i 

les termes de la première ligne de l'expression d 



s écrire ainsi : 




u 



dP 




i ^2. ) ( Aa? 




ity) 



dx 



Az 




dP 

H- L 

1 ■_ £ 

<?p 







On aura donc 



ement 


(2) 


Au 




dP 

dx 


p As 




Pl 


) 


Lo- 


rsque 



dP 





. dQ . A , 



■ v 


s conditions ci-dess 


us seront satisfaites, no 

■m 



dirons que u est dans l'intérieur de E une fonction synec- 



tique des variables complexes 


Les termes de la 


première ligne du développement (2) seront sa différentielle 



totale du. 

Posons, en particulier, kz K 


o 


Az 



nous 


aurons 


Aw 
kz 


dP 

dx 



1 





? 


Si kz tend vers zéro, -r— tendra vers une limite , 

As dx 



indépendante du 
y. Cette limite 


infiniment petits 


dx 
Lx et 


se nomme 



rapport à z et se représentera par la notation usu 



du 
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Si u ne dépendait q 



exe, on 


l'appellerait simplement la dérivée de u et on la 


du 



ait par -7- ou u . 

r dz 

La fonction u admettra de même, par rapport aux autres 


variables 


des dérivées partielles 


du 

- 



l — } 

ax x 


u 

outes ces dérivées — y - — , . 
tions continues de y, x i1 y^ 


seront d'ailleurs des fonc- 


191. Réciproquement, pour que l'expression P 



Qz, où 


P, Q sont des fonctions de m % j, x { , y i7 ... définies dans 

-1 

l'ensemble E, admette des dérivées partielles continues 


du 


du 



MM 

— > • • • indépendantes, la première du rapport de kx à Ay, 

1 


1 


admettent des dérivées partielles continues ~ 9 ^> 

ox ox 


Q 


que P et Q 



-y • • • liées par les relations (1). 
En effet, changeante en^ + Ax, sans altérer^, x Kl y K 


1 


« m 


7 


- 


on aura 


Au 
Az 


Au 
Ax 


AP 



AQ 


A .a? 


q 


que 


AP AQ , A v h 

■3 — 5 -r^ tendent vers des limites. 


A a? A«r 


Donc P et Q doivent admettre des dérivées partielles 





y et l'on aura 
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Changeons de même y en y -f- Aj, sans altérer les autres 
variables. On aura 



A« _ Aw _ AP + rAQ _ AQ — ? AI 


As i Ay « Ay • A/ 

■ 

F 

\ 

Pour que cette expression tende vers la limite —, le 





Ay tend vers zéro, il faut que -^-> ^— tendent vers des limites 



ày dy 


dP „ 

> et 1 on aura 


s • 


du _ dQ _ .dP 

dz dy dy 


* du 

Pour que cette expression de — coïncide avec la précé- 


dente, il faut qu'on ait 

dP dQ 


d 




dx dy 3 dv 




du 


pour que — soit continue, il faut que sa 



îe 


■> v, ' t . . . . . . - dP dQ d? dQ 

réelle et sa partie imaginaire le soient. Donc -r-, -r-^> 3-5 

r & dx dx dy dy 

doivent être continues. 


»* ■ 



On obtient des résultats analogues pour les autres dérivées 

> i, dP dQ 
partielles - — , . . - , x 



y * m m 

i 



192. Remarques. — i° Si l'on veut que P + Qi soit une 


Q ne pourra être choisie arbitrairement 

■ 



x fonctions 


premières équations (i), dérivées respectivement par rapport 


sembl 



d*-P d*P _ 

dx* dy* 


Dérivées par rapport à y et x, puis retranchées 
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donnent 



2 



dx % 


d 2 Q 

dy 2 


o. 


On trouvera de même 


d 2 P 
dx 


d 2 P 


2 
1 




2 
1 


O 


d*Q 



2 
1 



d*Q 


o 


2° Si l'on admet (ce qui a toujours lieu, comme on le 


verra plus loin) que les dérivées secondes 


d % V 


d*P 


dx 


.2 



ày 


existent et sont continues dans l'intérieur de E, 

* * ÔZ ÔZi 

seront encore des fonctions synectiques de W« z xi . . 


En effet, 


du 

dz 


àP 

dx 



dx 


par exemple, admet des dérivées partielles continues 


d 

du 


dx 

dz 


d 

du 


dy 

dz 

dx dy 

d 

du 

d*P 

dx x 

dz 

dx dx x 


-h l 


. d*Q 

dx 2 

, <? 2 Q 


dx dy 



dx dx { 


Il reste à montrer que ces dérivées 
relations 



ielles satisfont aux 



d*Q ^ 

d 2 P 

dx 2 

dx dy 

dx dy 

d*P 

d a -Q 

d 2 P 


dx x dyi ' 

dxi dy t 


<? 2 Q 

dx* 

t 

dx\ ' 


• 


Or celles-ci s'obtiennent immédiatement en dérivant les 



(i) par rapport à 


i 1 


3° Si nous représentons par 



w 


les 



r 
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du 


de — par rapport à z 


, on aura 


d 2 u 


d*P 


dz dz x 




. d*Q 


dx d 


Ô 00 1 ô oc 



l 


d*Q 




u 


dx \ dx 



î 



4° Si nous supposons u indépendant de 


Aï 


on aura 


du 


dz 


o 


SI u 


z 


du 



i. Si donc, dans l'équation 


du 



&z 



du 

i 

dz t 


Az 


i 



qui définit du, nous posons u 


z, il 



dra dz = kz. De 


même dz s — t±z K , . . et, par suite, 


du 


du 
dz 


dz 




5° Les théorèmes du n° 75 et la règle plus génér 
n° 88 pour la dérivation des fonctions composées s'appli 



sans changement aux fonctions 



ues 


de 


van 


iables 


complexes. 


193. Th EOREME. 

nec tique de 


Soit F(Z)Zi) . . .) une /< 




z 


X 




z 


1 




nie aux environs du point 


5 


I + if\ 


î 


£1 ~+~ ifii 


et s annulant en ce point sans que sa d 

s'y annule. 


érivée 



se 



On 





iaue de 


pourra déterminer une 
z n • • - j définie aux environs du point (Ç { , . . .) éprenant ence 
point la valeur % et qui, substituée pour z dans V équation 
F (3, = o, /a rende identiquement satisfaite. Cette 
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fonction sera unique et admettra aux environs du point 

. . .) les dérivées partielles 



(3) 


dz t 
dz 


m 

dz 


ê * 


Soit, en effet, 


F (z, z x , . . . ) 


p 



Qi, 


4 

P et Q étant des fonctions de gç, y 1 x K , y 4 
On a, par définition, 


? * 


* * 



[ âp _ 

_ â Q 


dq 

dx J 

' dx 
\ dP 

ày 

ày ~ 

ày t ' 

* • * * » } 

d? _ 

dq 

• * * m « 




Le jacobien 


J 



dP dP 

ày 

dq dq 

dx dv 


de P et Q par rapport à x, y se réduira, en vertu de ces 


e 



ons, a 





ce qui est le carré du module de la dérivée 


dz 


dx 



é à_q 

dx 


C 


i i %\ i • • 


lulera pas. On pourra donc détei 
manière, aux environs du point (ç 


fonctions réelles x, y des variables indépendantes x K , y 
satisfaisant identiquement aux équation 
ce qui revient au même, à l'équation F 


• • t 



o (ou, 

o) et se réduisant 


m 
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respectivement à y\ au point , f , ...). Les 
totales de ces fonctions seront données par les équations 



àl 


. 


dx 

dQ 


doc 




dx 



dP 

w, 

dQ 


dy 




dv 



dP 

$ OC j 

dQ 
dx x 


doc j 




i 


dy 


1 





1 





dy 




ou, en vertu des équations (4)> 


dx 

dQ 

dx 


doc_. ■ 


dy 




dy 



dP_ 

ô oc ^ 

dQ 

dxi 


doc | 



* » * 


o 


dP 



dy 



O, 


Ajoutons ces é 
par i\ il viendra 

/dP 

\dx 
dP 



après avoir m 







i ^ ) ( dx 
dx 1 


Mué*, 


l 



1 




) 




1 


ou 


-f î 



i * 


d¥ 
dzi 


d.s i 



O- 


Cette relation montre que la quantité complexe z est bien 
une fonction synectique de s,, ... et a pour dérivées par- 


tielles les expressions (3). Elle satisfait d'ailleurs à l'équa- 


tion 



o et se réduit à 


2 


iable 


(91) 


tièrement 


< réelles. Les conséquences déduites de ce dernier (92 
à 95) subsistent évidemment aussi pour les fonctions synec- 
tiques de variables complexes. 


194. 

une fo 


pre 



de z 


priment 


P 



Q 


X 




métrique remarquabl 
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M 



ligne décrite par une ligne décrite par u. 


jr s ■ s 

correspond un point u ; à chaque 



^ons trois points 


+ A*, z + A 4 z formant un 


triangle infiniment petit, dont les côtés auront respectivement 
pour longueurs | Èiz |, | A,£ |, | A^ 


Les points correspondants u 


Az 


Aw, i 


A 1 u formeront 


un autre triangle, dont les côtés auront pour longueurs 

► ■■ 


Au 


A 


A t u 


Au 


[/ 

[/ 

1/ 



R]A 


/ 1 _ 


-h 



As) 


R, R n p tendant vers zéro avec As, A<s. 

Les rapports des côtés correspondants sont donc respec- 


tivement |/ / (5)H-R 


RJ, l/'ï* 



Az) 


P 


et 



tendent vers la limite commune f'{z) lorsque Az et A t z ten- 

* ■ 

nt vers zéro. Les deux triangles tendent donc à devenir 
semblables. 

Ce raisonnement serait toutefois en défaut pour les valeurs 
dé S qui annuleraient f f (z). 


IL 


Intégrales des fonctions synectiques. 



Soit toujours 


p 



une fonction de *, synectique à l'intérieur d'un domaine 





x 



6 


menée 



L 


entre deux points s 0 et Z. 

Q 


/, qui, sur la ligne L, sont eux-mêmes des fonctions conti- 

_ :*m l m * 


nues 
nues 


Q 


J 
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ui corres 



Entre les valeurs t 0l T 
extrémités de L, intercalons une suite de vale 
diaires t { , . . • • 






mtermé- 


.... Entre deux 
prenons arbitrairement une valeur 




• * 


■ 

îaire % t 


Désignons par %k+\ ? ^* les valeurs de M qui correspo 



Cela posé, formons la somme 


s 


^ /( Zk ) ( 


•Sa) 


2[P(T A )H-«Q(T*)](s jb+1 -« 4 ) 


aSY /'oti ^séô décroître indéfiniment V étendue de tous t 



intervalles Mè 


tfri la somme ci- dessus tendra vers 


une limite fixe, que nous appellerons f i 



r 





f(z) dz 


suivant la ligne L, et que nous représenterons par 


/ f(z)dz. 


Pour établir ce théorème fondamental, il suffit de m 
que, quelle que soit la quantité s, on pourra déterminer une 
quantité y\ telle que la différence entre deux sommes 



conques S et S' dans chacune desquelles les intervalles Aï* 
sont << rj ait son module nécessairement < e. 

m » 

Soient S, S' deux de ces sommes correspondant re 
vement à deux systèmes de valeurs i 





lédiaires , , U 


tk 


H-\-\ 5 • • • 



J L ki c 


k+i ? 


. . . ; S" une troisième somme corres- 


pondant à un nouveau mode de division où figurent toutes 


les valeurs intermédiaires t et t f . On aura 


S 


! 


S 


< 


S" 


s 



S" 


S' 


il suffit donc de montrer que, si % est assez petit, le module 


de la différence S" 


S 


sera 



2 


la même 



s'appliquant à la différence analogue S" 



Considérons un terme 


P.(t*) 



*Q(**)](*Ah-1 


/ 


VARIABLES COMPLEXES 


l8 7 


de la 


termes 




. Il est remplacé dans S" par une somme de 


2[P(tV) + *'Q(tV)](4 


'4-1 


m* 


ou 


le) 


La différence entre cette somme de termes et le terme pri- 


mitif sera donc 


(0 ï.lPttO 



-hl 



Gela posé, %k et x k < étant comp 


le 


ur 


dif- 



sera 



Q 


rmément. O 


v) assez petit, rendre toutes les quantités P(%) 



Q( 


Q(t*) mo 



Gela posé, le module de la somme (1) sera moindre que 


2 


D'ailleurs | z r k ^ 


n'est autre chose que la distance rec- 

z ! k j représente 

• * * et 


tiligne des points et Donc S 
le périmètre du polygone formé avec les points 

* 

sera au plus égal à l'arc de courbe compris entre zu et Zk+ { * 
Opérant de même sur chacun des termes de la somme S et 
sur les termes correspondants de S", on aura 


S" 


S 



(fi 1, 


l désignant la long 


i 


£ 



, on pourra rendre cette différence moindre que - 



196. Supposons, en outre, que les fonctions \{t) 
mettent une dérivée continue. Le calcul de l'intégrale dont 
existence vient d'être établie se ramènera à celui d'inté- 
raies réelles. 


git, en effet, d 


2(P 



Q / ) ( 



1 



y. 


(PAx 



il(Q Ax 



PA/). 
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Or on a, d'après les hypothèses 




sur les 




km 





■ 9 

R et R' convergeant uniformément vers zéro 



c 




l'intervalle de t 0 à T. 


On aura donc 


QAr) 


2[P? / (0-Q^(0]^+2(PR-QR')Af, 


Le second terme de cette expression tend vers zéro avec les 
intervalles À£. En effet, soient M une limite supérieure des 

* 

modules des fonctions P et Q sur la ligne L ; r\ le maximu 
des modules des quantités R, R' ; on aura 


mod2(PR — QR') A* = 2Myj2 Af^2Mt](T 


*o). 


Or, lorsque les At décroissent indéfiniment, les 
tendent uniformément vers zéro; donc-Y) tend vers zéro. 
On aura donc 



/ 


li ml ( P Ax — Q A y ) = Hm I [ P <p' ( 0 — Q f ( t)] Af 


De même 


-♦T 

j [P<p' 


(0 


lini2(Q Aa? -f- P 


T 


[Q<p'(0 + p +'(0] dt - 


197. De la définition de l'intégrale / f(z)dz par une 

limite de somme résultent évidemment les Drooriétés sui- 
vantes : 



i° Si la ligne 


L est formée de plusieurs parties succes- 


sives Lj, L 2 , on aura 


dz 


f Az) 





f(z) dz 



• i * 


2° Si L et L -1 représentent la même ligne, décrite dans 
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eux sens opposes, on aura 


) dz 



f{z)dz 


3° Si/(z) = c l /,(*)4-c a / a (*) + ..., c 


1 ? ^2? 


• . • étant 


es constantes, on aura 


f(z)dz 


c 


1 Cm 


z) dz 



c 


)dz 



m 

4° Enfin, soient M le maximum de | f{z) | sur la ligne L, 
et / la longueur de cette ligne ; on aura 


2/(Ç*)(s* 


1 


< 


Ml 


< 


Mp, 


p désignant le périmètre du polygone z 0 z { . . .Z&. . d'où, 
en passant à la limite 


f(z)dz 


< 


Ml 


198. On remarquera que, dans les raisonnements qui pré- 

- 

cèdent, nous nous sommes appuyé uniquement sur la conti- 
nuité des fonctions P et Q, sans faire aucun usage des équa- 


tions aux dérivées partielles qui expriment que P + Q / a une 
dérivée déterminée. Mais ces nouvelles conditions vont 
intervenir dans la démonstration du théorème suivant : 

Théorème. — Soit C un contour fermé continu et sans 
oint multiple, et tel que tous les points non extérieurs 
à C soient intérieurs au domaine E. & intégrale ff(z) dz 
prise suivant une ligne reclifiable fermée quelconque K 
intérieure à G sera identiquement nulle. 


La fonction f(z) 


P 



Qi, étant continue pour tous les 



oints non extérieurs à G, qui forment un ensemble parfait 
sera uniformément dans cet ensemble. 
Soient 


5 


x 


?(0» 


y 


Mi) 



uations de la courbe K, Donnons à t une série de 


V 



urs successives t 0 , . . . . . ; 



us o 


courbe une série de points correspondants z 

-1- «L 


Supposons que les 







s 



la 


faire en sorte : 


■ - 


i° Que les distances z k %k+\ (qui tendent uni 

■ 

vers zéro avec 8) soient moindres que la plus courte 



de K à G, et, par suite, que le polygone inscri 
sommets z 0 , z i} . . • , z^ • • • , soit intérieur à G ; 
2° Que la différence entre la somme 



* • • • 

8. 



faisant décroître suffisamment cette quantité 8, on pour 




ui a pour 


*k) 


et sa limite 



) dz ait son mo 





tité £ choisie à volonté ; 

3° Enfin, que la différence entre cette 


grale 



m 

) dZ) prise sur le contour 


aussi son module 


s. 


Po 



qu 'une q 



mme 




polygone 



] 



ur e 



ir ce 



tration, considérons le terme 



nier point, qui seul a besoin de démons- 


correspondant à l'élément z h z k + { . Il est remplacé, 



tégr 




f(z) dz 



suivante, 


^^f{z ! £k ){z ! i+uk —z ! ik ), 


où z ! m • . . sont des 
sur la droite ZkZk +i . 
Gomme on a 



s 


l'in- 


de division infiniment voisins pris 


z k-hl 


k 


y, 


la différence entre ces deux exp 


(^'+l,Ar z ik)> 


ressions 



ra la limi 


somme 


z 


! 



h 



de la 
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dont le module est au plus égal à 


l 9 l 


M k I 


Z 


! 

ik 


-f-i 


z k 


h désignant la longueur du côté 
modules des quantités /( d m 
nsonnant de même sur cha, 


fc+i 


M k le maximum 


k 



M le maximum des quantités M 


ongueur de Ja courbe K, on aur; 
module de la différence cherchée 


2M k l k = Mll 


k < 


ML 


D'ailleurs, le point z r ik étant situé sur la droite z h 


A+i, on 


aura 


Z 'ik 


z k 


< 


k-hi 


*k 



onc les différences d- 


ik 



Zk et, par suite, les quantités 


f{zk) tendent uniformément vers zéro avec S. On 



3 


moin 



ce qui démontre notre proposition. 


£ 

V 


SA 


mo 


dule de l'intégrale 


/ f(z) dz étant << 2 e, quelque petit que 


oit e, sera rigoureusement nuL 


199. 


Le contour polygonal P peut se traverser lui-même 
en certains points; le nombre de ces traversées sera limité et 

au plus égal à — — : n étant le nombre des côtés du po- 


2 


gone. Partons, dans ce cas, d'un point quelconque du con- 
tour pour le décrire dans le sens de l'intégration, jusqu'à ce 


qu on traverse pour la première fois les parties déjà décrites. 
La portion de contour comprise entre ces deux passages au 
ême point formera un contour partiel qui ne se traverse pas 


PREMIÈRE PARTIE, 


CHAPITRE II. 


lui-même. Si l'on suppose le théorème é 



r uns 


em- 


blable contour, on pourra négliger cette portion de la ligne 


d'intégration, et il ne restera plus qu'à faire la démonstration 

— _ - 


pour 


le contour restant, où 




traversées est 


diminué. 

On voit donc qu'il suffit d'établir notre 

averse pas 



tion 


pour 


un contour polygonal qui ne se traverse pas lui-même. Or 
l'intérieur d'un semblable contour peut se décomposer en 
triangles. Supposons le théorc 



e 




po 



-r 

chacun de ces 

triangles; la somme des intégrales obtenues en faisant le 
tour de chacun de ces triangles, dans le sens direct, par 
exemple, sera nulle. Mais, les côtés de ces triangles qui m 
font pas partie du contour P étant décrits 
contraire, les intégrales correspondantes se détruisent deux 
à deux; et l'intégrale restante sera précisément 
obtient en décrivant le contour P. 





e 



Nous avons ainsi ramené la démonstration du théorème a 

L ' i 

cas où le contour K, au lieu d'être une courbe rectifiable 
quelconque, dont la notion est un peu confuse, se r 




un triangle. 

On peut même admettre que le triangle a un de ses côtés 
parallèle à l'axe des car tout triangle peut être décomposé 
en deux triangles de cette nature. 



200. Considérons un semblable triangle AJBC 



Soient 


A 

B 
C 


a -4 


b 


f * 

ai 



[a' -h m 0 (b 


b 



[a* 



m ( b 


a )] i y 
«)] i 


les affixes de ses sommets (de telle sorte que m 0 , m repré- 
sentent respectivement les coefficients angulaires des côtés 

AB, AC). 

Nous allons montrer que l'intégrale ff{z) dz, prise sur le 
contour du triangle, a une valeur indépendante de m. 
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Elle se coi 



en 



5 




intégr 



f f(z)dz, f f(z)dz, 

«^AB ^BC 


La première ne 



z ) dz 



pas de m. 



Cherchons la dérivée de la deuxième. Soit 


» ■ 


/<*) 


0 

P(^i y) rjr iQ(x, y) 


* f 


La ligne BC a pour équations 


OC * 


à, 


y 


a), 


t étant réel et variant de m 0 à m. Donc l'intégrale 


sera égale à 


^BC 


z) dz 




t(b 


a)] 



iQ[b, a' 




a)] i(b 


a) de 


et sa dérivée, par rapport à sa limite supérieure m, sera 


P[b,a' 




a)] 

* 

a). 




a)] i(b 


a) 


Cherchons, d'autre part, la dérivée de la troisième inté- 


J. 


I. 


i3 


J 


I 


PREM 
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grale prise suivant le côté GA. On a, sur cette ligne, 


x 


y 


a'-h.m( 


4é 
■ 


t étant réel et variant de b à a. Substituant ces valeurs dan 



f(z), on obtiendra un résultât 



la 




s 


(2) /(*) m W%m, y) -h y) = Pt(*, m) + iQ x (t, m), 


et, comme 


dx #* z 



i 



mt) dt, 


l'intégrale cherchée deviendra 



et 


[Pi(£, m) -+- iQi (^m)](i + mi) dt. 


* m ■ 

expression où l'on séparerait sans peine la partie réelle de la 



e imaginaire. 
Sa dérivée par rapport à m sera 


y 


(3) 



a 


\ dm 





mi) 



(P 



Qi 0 i 



in 


Or on a, par hypothèse, 


.- 


I 



dx 






àQ 

1 "5 — ' 


et, d'autre part, en dérivant l'équation (2) par rapport aux 
variables indépendantes £, m dont x et y sont des fonctions, 


dx 



1 


.dQ 


dx 



fdP 



i d S\ 



dt 



1 





o-P, 

dm 



1 


ràQ 


dm 


La combinaison de ces équations donne 


dm dm J v 



mi) 


i{t 


a) 


dt 



■ àt 


V 
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Substituant cette valeur dans l'intégrale (3), elle devient 



a 


b 




dt 



P. 



dt 


1 


a 


l 


b 


d 


dt 


«)(p t 



i[(t 


a)(P t 



Qi 0]Z 


1(6 


a)/(C). 


' * 

Cette dérivée étant égale et contraire à Celle de l'intégrale 


uivant 



, on voit que l'intégrale ff(z)dz, prise autour 


du triangle, est une constante indépendante de m. 


Or, si m 


m„, l'intégrale suivant BG disparaît, et les inté- 
grales suivant AB et GA sont égales et contraires. Donc la 


constante est nulle et le théorème est éta 



î. 




ROLLAIRE. 


♦ 

Soient L, L 1 deux lignes arbitrai- 
rement tracées dans l'intérieur de C entre deux points 
fixes z 0 et Z. On aura * 


/ f{*)dz 


j ( z ) dz . 


L, 


Car, la ligne L^L" 1 étant fermée, on aura, d'après ce qui 


précède, 


o 



L 




L'intégrale ne dépend donc pas du tracé de la ligne L, mais 
seulement de la position de ses extrémités. On peut mettre 

■ * 

ce fait en évidence en la représentant par la notation 


202. Dans l'intérieur de G, cette expression représente 
une fonction synectique de Z, ayant pour dérivée f(z). 

Cherchons, en effet, son accroissement lorsqu'on change Z 
en Z H- dZ. 

Soit L la ligne d'intégration suivie de z 0 à Z. On peut 


1 V 


I 



PREM 
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adopter comme ligne d'intégration de « 8 àZ + dZ la ligne L, 

_ • • #1. ' • . . • . • • • rr « r» 


suivie de la droite infiniment petite qui joint Z à Z + rfZ. 


On aura alors 



Ni 


z) dz 


A 



-h dZ 


■ ■ 




premier terme est évidemment égal à /(Z) dZ. Le se- 


imite supérieure de son mo 




M 



maximum 
Z est 


< 


/(Z) | sur la ligne d'intégration. Or 
f(z) est continue. S 




rfZ 


même de M : on 





dZ 



z 



R]o?Z, 


R étant un infiniment petit. 

On voit par là qu'il existe des fonctions synectiques ayant 
pour dérivée et définies dans le même do 
celle-ci; elles auront pour formule générale 





z 


f(z)dz 



c 


c désignant une constante 


L'une de ces fonctions §ÇL) étant donnée, on obtiendra 


la valeur correspondante de c en faisant 


0 . Il vient 



c. 


On aura, par suite, comme au n° 82, 


(4) 


' /( 


z ) rfs 


|P(Z) 


Gomme on a évidemment 



f{z)dz 



f(z)dz, 
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I 


l'intégrale, considérée comme fonction de 3 0 , aura pour dé- 
rivée — /(^o)- 

■ 

. Les règles pour la dérivation des intégrales définies 
et pour l'intégration par parties (n os 83 et 84) s'appliquent 




nt aux intégrales que nous considérons en ce mo- 


ment. 



* 

. Le changement de la variable indépendante peut s'o- 


comme 



z 


cp (t) une fonction de t, synectique à l'intérieur 


meut 


se mouvra dans un domaine correspondant E. 

Supposons en particulier que t décrive un arc de ligne 
rectifïable ; z décrira une ligne correspondante L, et ses va- 
riations seront liées à celles de t par la relation 


As 



R)A;, 


o f t restant continue, et R tendant uniformément vers zéro 
avec A£ ; car les points de L| forment un ensemble borné et 


rfait; on pourra donc assigner une quantité tj telle que, 



A* 



*1 


R devienne moindre qu'une quantité £ arbi- 
rairement choisie, quelle que soit la position du point / 
sur L,. D'autre part, le long de cette ligne, | té (t) | admettra 


un maximum 


Soit £ 0 , tk, T une suite de points pris sur L t , 

aient leurs 

, ... ? Z le 


de telle sorte que les différences Az*= tk 
modules moindres que r\ ; et soient z Ql 
points correspondants de L ; on aura 


[9'(^) + R/,]A^, 


d'où 


àz 


k 


< 



s) I àtu 


donc les &Zk tendront uniformément vers zéro avec les Af*. 



în la ligne L sera rectifïable et aura une longueur 


i f 


lim 2 | A** 


< 


lim ([J. 



U désignant la longueur de L,. 


i I 


ï 9 8 
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II 


* 


Cela posé, soit f(z) une fonction de s) sjnectique d 



s 



I) 


on aura 


2f(z k ) kz k = 2f{yt k ) (<p'f*+ R k ) àt 



Faisons tendre rj et e vers zéro. Les kt k et 
vers zéro, le premier membre aura pour limi 



s A z h te 



t 



et le second 


f/ iZ) 


f f( 


<pt) tftdt 



lim2/(cp^)R* Ht k . 


Or, si Ton désigne par M le maximum de |/| sur 
d'intégration, le second terme aura son module 





que 



Ms/|. 11 tend donc vers zéro, et l'on aura 


(5) 


M. m, * 

J f(z)dz = j /.(<p 
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REME. 


Soient C 



fermés rectifiables et sans points 


rieurs les uns aux autres, et tous intérieurs à 
contour G 



o 


même 


Fig. 2. 



Il » M « » 


■ I 


» f 


£o/f, d'autre part, fz une fonction de 


sy 





dans un domaine E contenant 
la région R du plan bornée par les 


ns son 
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r 



y compris ces contours eux-mêmes ; on aura 



fz ClZ 


c 






fzdz, 


c» 


les intégrales étant prises dans le même sens, par exemple 
dans le sens direct, autour de ces divers contours. 

Nous supposerons n — 2 dans la démonstration. 
Joignons les contours C 0 , C 4 , G 2 par des lignes rectifîables 
L, L i? L 2 sans points multiples et ne se rencontrant pas mu- 
tuellement (Jïg- 2). La région R se trouvera divisée en deux 
régions partielles R ( , R 2 , limitées chacune par un seul 
contour fermé dans tout l'intérieur duquel fz est synectique. 

L'intégrale J fzdz prise dans le sens direct le long de 

un de ces contours frontières sera donc nulle (198). 

1 ,7 ! L i 1 ■ 1 * 

Ajoutant les résultats obtenus pour les deux régions, on re- 




i° Que, chacune des lignes L, L< , L 2 ayant été décrite une 
fois dans chaque sens, les intégrales correspondantes se 



truisent : 

* 

2 0 Que les deux moitiés du contour C 0 ont été décrites 
chacune dans le sens direct ; la somme des intégrales obtenues 

*' 

sera donc 

'z dz : 


■ 

3° Que les deux moitiés de chacun des contours G,, G 2 
été décrites dans le sens rétrograde. Si donc nous dé- 


signons par 



dz les valeurs des intégrales prises 


en décrivant C, et C 2 dans le sens direct, les intégrales ob- 


tenues seront 




zdz. Nous avons donc 


comme résultat final 


<r *i m f* <* '* <* 


*. -» 7 u 


1* • 


Il 4' 


dz 



/ fzdz 


o 


• 
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206. Théorème. — Soit fz une fonction 
l'intérieur d'un domaineE; soit R uncon 



fermé et sans point multiple) situé dans l'intérieui 
on aura, pour tout point a intérieur à 




i 


■ mm * t 


«4 


(6) 


fa 



* * 


■ 

Soit, en effet, c un cercle de rayon infi 
crit du point a comme centre ; on aura, d' 

% * * 

précédent, 



a 



dz 


/a f. 


dz 


z 


a 



Le dernier terme tend vers zéro avec r. S 



maximum de \ fz — ft 


z 


a 




e 


même cercle, le module de l'intégrale ne 





/ 


M • 

surpasser nzr 

m - 

f (s), M tend ver 
D'autre part, < 


M. O 




a 



dz 


r (coscp 


sm<p 



f- i sincp), 
i cos <p ) dy 



* § 

de o à 2tc. On 



dz 


a 



2 7TÎ. 
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ar ra 



P 




do 


i 

2Ttl 



dz, . 


(7) 


f n a 


1 • 3 • - * 


2 7T* 
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qu 


1 fi 


memb 


terminées 


fonction f 




ne synectiques, comme / 
eL 


s 


r la plus courte distance du point a au contour K 
le maximum de | fz | sur ce contour ; 
sa longueur. 


On aura, sur tout ce contour, 


et, par suite, 


* r 


a 


< 


r 


\f n * 


< 


2 7T 


r 


a -h l 


et, en particulier, si K est un cercle ayant a pour centre 


d'où / 


2izr 



\f a *\ 


i . 2 . . . n. M 


< 


r 


8. Les résultats précédents s'étendent immédiatement 
ux fonctions de plusieurs variables. 

Soit, par exemple, f(z, z^ ) une fonction des deux variables 
complexes z, z K , qui reste synectique tant que z 1 z K restent 
dans l'intérieur de domaines E, E,. Soient K, K 1 deux con- 
tours fermés (rectifiables et sans point multiple), intérieurs 
respectivement à 'E et à E, ; a, a K désignant deux points 
quelconques pris dans l'intérieur de ces contours, on aura 


d'où 



i 


2MÏ) 


2i:iJ K z — a 

_L f£l 

2 7T/J Ki z \ 



f {z,z x ) dz x 


a) (z 


dz 
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II. 


et, en 


dérivant m fois par rapport à a et m» fois par rapport 


a d\ 


(27T/) 2 J k 



m-\-\ 


Les dérivées partielles seront donc synectiques, et, si Ton 
désigne par M le maximum de \f(z, $4 ) | pour tous les sys- 
tèmes de valeurs de z, z K respectivement situées sur 1 
tours K, K,, par r, 
points a, a, , par l, h leurs longueurs, on a 



les distances 



ces contours aux 



(11) 


r - — ' 

da m da'f* 


< 


m\m^\ 

r 

(27T) 2 



1 


En particulier, si K et K, sont des cercles de même rayon r, 


ayant leurs centres en a et a K , il viendra 


à 


1 


< 


m ! m, ! - 


M 


III. 


Fonctions rationn 



209. Polynômes entiers. 


Considérons 



P(*) 


As 




* • 




où z est une variable complexe, A, B, . .., 


• 1 


complexes 
Cette ex 


leur de 



ues. 




es 




a une valeur déterminée pour toute va- 


M m 


D'ailleurs, si nous posons, pour abréger 


F (a) 


m Kz m 
m (m 



(m 


1) As 


1) 

+- {m 


m—ï 



i)(m 


•a)Bs 


m— 3 



• * 


... 


nous aurons 



h) 


P(z) 



hP'(z) 


h 



I .2 


P"(*) 



• • • > 


■ 


c % 
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d'où 


P (z 


h) 


P(«) 


I • 

lim 

h = 0 



h 


P'(«) 


h 



I .2 


P'(s) 



P(*) 


va 


F(«). 


Donc P (z) est une fonction synectique 
véeP'(s). 



t pour déri 


Si 


i \z 



4 i i i ' ^ 

nd vers oo, il en sera de même de I P( 


z 


O 


n a 


en 



<= 


P(*) 


z 


m 



B 




K 


P00 


> 


Z ] 



Bl 


K 


I Z 


m 


et, si l'on suppose | (z) 



i 



B 





A 


(|B 




K. I ) . 


Donc, e désignant une quantité positive quelconque, |P(^) 

^ S, S désignant une constante 




1 

£ des 


que 


z sera 


plus grande que i et que 


BU 



K 



A 


210. H équation P {z) 


o 



toujours au moins une 


racine. 



4 

onnons en effet à z une valeur quelconque c ; soit £ la 
valeur correspondante de [P(*)|. La constante S étant dé- 
terminée comme ci-dessus, considérons l'ensemble des va- 
eurs de z dont les affîxes ne sortent pas d'un cercle G de 




rayon 8 ; ayant pour centre l'origine des coordonnées. 

Cet ensemble étant borné et parfait, j P (z) | , qui varie d'une 
manière continue avec y admettra un minimum jji au plus 
égal à £, qu'il atteindra effectivement pour une valeur déter- 
minée a de z. Cette valeur sera intérieure au cercle C, car 
sur le cercle I z I = S et 1 P (z) 



Nous allons démontrer que ce minimum est nécessaire- 
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CHAPITRE II, 



nu 


1. Supposons, en effet, qu'on 


eût 


P(a) 




Donnons à z une valeur a-\- h, h étant une 
plexe assez petite pour que le point a -h h 
le cercle G; nous allons voir qu'on ~~ 
telle sorte que |P(<2 





lté com- 


ncore dans 
terminer h de 




soit 



|P(a)|, ce qui implique 


contradiction. 


O 


n si 


P(a 



h) 


P(a) 



hP'(a) 




i .2. . . m 


Le terme en h m dans ce développement a 



ur co 




P m (a) 


1.2. 


* * 


m 


A, quantité différente de zéro. 



les coeffi- 



cients des autres puissances de h peuvent être 

Supposons, pour fixer les idées, que le premier 
le coefficient ne soit nas nul soit le terme e 



veloppement prendra la forme 




h) 


Pla) 



B 0 h^ 1 




On en déduit 


P(a 



à) 


< 


P(a) 




Bil|AJ x+1 




i m 


Prenons le module de h assez petit pour qu'on ait 


il <i, 


B 


0 


\h 




et déterminons son argument par la 


Xarg/n- argB 0 = argP(a) 


* a 




7T. 


1 1 ; 

Les deux quantités P (a) et B 0 A* ayant des arguments qui 
diffèrent de % et | P (a) | étant > | B 0 A x |, on aura 


P(a) 



P(a) 


0 



X 


et, par suite, 


P(a 
P(a 




h) 
h)\ 


P(a)[ 


B 


0 


l*l X 




p («)l<|Ap[-|B 0 |+.|.B 1 | |A 



• ■ • > 


* * *J 


\ 


f 
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Le facteur entre parenthèses tend, 



zéro, vers la quantité négative 


h I suffi 


h I tend vers 


Donc, en prenant 



petit, on aura 



h) 


P(a) 



o. 


Il est donc établi qu'on peut donner à z une valeur a. telle 



l'on ait 


P(a) 


o 


d'où 


P(«) 


o. 


211. Divis ons P(^) par le binôme z — a; il viendra 


P(z) 


«)P1(*) 



R, 


le quotient P< (z) étant un polynôme de degré m 
une constante. Posant d'ailleurs dans cette identité z 


et R 


a 


e 



devient 


o 


R. 


On au 



ne, plus simplement 


7 


P(«) 


(z 


a)P t (z) 


En opérant sur P< (z) comme sur le polynôme primitif, 
on le mettra de même sous la forme du produit d'un bi- 


nôme z 


b par un polynôme P 2 (^) de degré m 


2. et 


5 


ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à une simple constante C. 


On aura finalement 

P(z) 


G (z 


a) (z 


^) ^ • m m m 


> 


D'ailleurs, en divisant les deux membres de cette égalité par 
z m , puis faisant croître z indéfiniment, il viendra à la limite 


A 


C, 


et, par suite 


p<*) 


A (z 


a) (z 


b) . . • • 


Nous obtenons donc ce théorème fondamental : 

■ w 

Tout polynôme P (z) de degré m peut être mis sous la 
forme du produit de son premier coefficient A par m bi- 
nômes du premier degré z 


\ 


«, z 


• • • 


Sous cette forme, on voit immédiatement que les racines 


so6 


r 

de l'équation P 


o sont 



de 



ntites a, b, . ... Elles 

— 6, ... sont 


a, z 


différents. S 


b 


a, on dira q 


dont Vordrt 


est a. D'après cette convention, le nombre des racines 


ordre de mult; 


m 


212. S 


les racines distinctes de l'équation 



. . leurs degrés 



iplic 



On 


aur 


a 


p(«) 


A 


et, en dérivant, 


P'(z) 


- a A (s 
Pi 


49 


b 



a) 




6 


6)P 



1 


4 * 



Tous les termes de cette expression sont divisibles pa 


a) a saut le premier, qui ne 1 est que 
Donc la dérivée P' (z) admet la racine a ave 



1, 




1 

rd 


tiplicité a — i. De même, elle admettra b ave 


mul- 
ordre de 


i 


Q 


:c l'ordr 

I \ ïï ■ 



corres 


^lles ne seront plus racines de P' (z). 

Soient donc P { le produit des binômes z — a 

''"il 

pondent aux racines simples de l'équation P = o; P 2 le pro- 
duit des binômes correspondant aux racines doubles 
de telle sorte qu'on ait, à un facteur numérique près, 



P 


P D2 OS 
r 1 r 2 1 3 


Le plus grand commun diviseur de P et de sa 
sera (à un facteur numérique près) 


ivée P' 


Q 


P P 2 

L 2 L 3 


Celui de Q et de sa dérivée Q' sera, de même, 


R 


P 


3 " 


* 
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JS1 


« 


p.PjP 


3 • 


p 

Q 


p p 

1 2 1 3 


Q 


I * ■ r 1 I 



* • 


et 


7 


l d 


ui vante, on obtiendra enfin P, , P 2 P 3 . . . 


A 


peuvent s'obtenir par de simples 


ns. 
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gebriques 


ONS RATIONNELLES. 


qui 


On nomme M 



par une équation de la forme II z) = o, où II est un poly- 
nôme entier; fonctions transcendantes celles qui ne jouis- 
sent pas de cette propriété. 

Les fonctions algébriques les plus simples, après les poly- 


nômes entiers 


une équation du premier degré en m, 


Qu 


P 


o 


Q et P étant des polynômes en z, qu'on peut supposer sans 
acteur commun. 

En résolvant cette équation, on obtiendra u sous la forme 
explicite 


P 


1 * 



Cette expression a une valeur bien définie pour toute va- 
eur de sauf lorsque z est racine de l'équation Q 

■ 

Soient a l'une de ces racines ; a son ordre de multiplicité- 


1 l'on fait tendre z vers a, 

M 


P 


P 

Q 


sera infinie d'ordre a. 


a fraction ^ a une dérivée 

Q 


P'Q 


Q'P 


Q 


*2 


également bien 


mie pour toute valeur de z qui n'est pas racine de Q. 
-ci a une dérivée de même nature; elle est donc con- 

P . 

e. Ainsi ^ est une fonction synectique de z dans tout 

plan, à l'exception des racines de Q 


o. 


F 
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Si a est une racine de Q 


divisible pa 


Q 




9 * 


Q 


et 



ra premier 


a x 


a. 


d 


Q 


Q 


4 



duite à sa pl 


expression, contiendra donc x - 
puissance a + i, et deviendra i 




en dénominateur à la 
inie d'ordre a + i pou 

■ 


x 


a. 


Q ait été décomp 


d'une manié 



quelconque en un produit de deux facteurs Q< et Q 2 pre- 


miers entre eux. On pourra déterminer 
M 2ï tels que l'on ait 



M,Q 



M 2 Q 


i 


et, par suite, 

P P 


P(M,Q 



M 2 Q 2 ) 


Q 


p 



QiQ 


PM t 




La fraction ^ est donc la somme de deux autres 

V 

respectivement pour dénominateurs Q, et Q 2 . 

Si l'un des facteurs Q l5 Q 2 était lai-mêm 
deux facteurs premiers entre eux, on pourrait 
de nouveau la fraction partielle corres 
somme de deux autres fractions, et ainsi de suite. 





oser 





215. On donne le nom de fraction simple à une 
dont le numérateur est une constante et le déno 
une puissance d'un binôme x 



ction 



a. 


On déduit aisément des remarques qui 




proposition fondamentale : 

p 

Toute fraction ^peut être 
de fractions simples, augmentée d'un polynôme entier 



mposee en 



so 



e 


puissance de z dans Q 


qti 



d 


on n'altère pas la valeur de la fraction en divisant simultané- 
ment P et Q par ce coefficient. 
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Gela posé, 
degré ; soit 



nposons Q en ses facteurs du premier 


Q 


(z — a)«(z 


6)P. 


Les facteurs (z 


a)*, (z 


b)$ y . • . étant 



entre 


eux, on aura, d'après les propositions précédentes, 


p 


Q 


F(*) 


G (s) 



7 


F, G, ... étant des polynômes entiers. 

* Sa '■ 

Considérons Tune des fractions partielles, telle que 

F(s) . ' , " ' '• ' • 

r 

/ 


a)* 
Posons 



e sui 





puissances de h prendra la forme 

- : 


4» (h) étant un polynôme entier 
On aura, par suite, 


■* 


F(z) 


a 


a 



A a 


1 




A 
1 



»: ' ■ * ' '' , * V I 

t, en remettant pour h sa valeur z 


a 


F (z) 


Aa 


A 


(i 


5 


a 



#4 


À9 


a), 


;.'est-à-dire une somme de fractions simples, plus un polj 


nome entier. 


Opérant de même sur chacune des fractions partielles, il 


viendra finalement 


P 
Q 


A 


a 



( 


(0 




B, 


B 


a)* 



5 


b 


( ^ 


6)P 



^ (5) étant un 



nome entier 



1. 


14 
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É 

Le degré de ce po 
Supposons, en effet, que Q 





ir. 


a priori 



m 



S 


1 





P 

Q 




aussi vers <x> et sera in- 

i * H. * I I 

ne du second membre. 

É 

tendent vers zéro. Donc W 



fini d'ordre ja. Il doit en être de m 
Mais les fractions qu'il contient 
doit être un infini d'ordre (a. Donc (/. est le degré d 

nome. 

On verrait de même que *F doit se réduire à m 



de même degré que Q 


moindre degré que Q 


Go 



de déterminer ses coefficients, ain 





A 


ominateurs 


ts des mêmes puis- 


membres. O 




déterminer les coefficie 


inconnus. 


216. Il est souvent préférable d'employer le procédé sui- 


vant, qui a l'avantage de montrer que la décomposition ne 
peut se faire que d'une seule manière. 


Posons z 


a 



ï>(a 



h) 


-Q(a 



h) 


h dans l'éiquation (i) ; il viendra 


P (a) H- hP'(a) 4- . . . , 


Q?(a) 


I • 2 i » » OC 



h 


I .-2 ... (a -h 


0 


Effectuons la division de ces deux polynômes ainsi ordonnés 
suivant les puissances croissantes de A, et arrêtons-nous au 


moment où nous aurions à écrire au quotient des termes ne 


contenant plus h en dénominateur. Nous aurons ai 



P (a -h h) 



a 



h) 


h* 



• * 


h 


4< 


1 


a 



*i * + - - r - . t. n 


Q ( a -+- h ) 


? • • • 


&> { , étant des constantes et R un polynôme 



r 


I 
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■ 

Le second membre de l'équation (i) devient, par la même 


substitution, 


A 


h* 



* • * \ 


Ai 
A 



6 



A 




■ 

us avons donc identiquement 





i 


RA a 


A 



Q (« 





B 



è-% A 




A) 


m • 




A). 



ions les deux membres par A a , puis faisons A 

* 


o. 


Il viendra c)U a 


A a . 


Supprimons les deux termes égaux 


et 


par /i a 1 et faisons ^ = o ; il viendra ûH> a 


Ag 


multiplions 


* 5 


Les coefficients A a , , sont donc déterminés sans 

_ 

ambiguïté par les relations 


On calculera de même les coefficients B )7 . # . , Bp relatifs 
à une seconde racine 6, el ainsi de suite. 

Reste à calculer le polynôme entier W dont on connaît 
éjà le degré 


Soient 


P 

Q 



N 


m 



m—i 


m m m * 


* 

On trouve par la division 


P 

Q 



Pi 


1 



• • • 



Pi* 



R, 



i, . . . étant des constantes et R s'annulant pour z 
Soit d'autre part 


00, 


W(z) 


szV- 




1 
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1 u 


II* 


On aura 1'idenlité 


11 


P 



# • » 


A 





R 


i 



z 


a 



6 






P 



P 


i visant 


faisant 5 


P 


5 




LUI 


m 


que Q 

z) é 


q 



s 




< 


Soit a l'une des racines de Q 


n 


P (a 



h) 


P. (a) -h 


Q 


A) 


Q 




^7 (z\ n'exisl 


mule de décomposition sera donc 


PI*) 


Q 


) 



P(<0 

Q' c«; 


I 


* * 


la sommation s' étendant aux div 
Multinlions cette ê 


Q 




z et 



ons 1 


oo ; 


i 


a 


i 


ayant pour limite l'unité, il viendra 


ri 



P(a) 

QV3 


lirn 


00 



Si P (^) est de degré m 


\ 




m 



çe a pour 



? M et N étant les premiers coefficients de P (z) et de 


• a 


M 

N 

Si, au contraire, le. degré de P (z) est 
sera nulle, et Ton aura 




1 


la limite 


1 



> 


If 


t 


(1 


IV. 


Fonctions 



nques 


» » 


218. Pas 



à l'étude des fonctions algébriques, défi- 


nies par une équation de la forme 


(o 



M<u n 


i 



o 


-l 


où M 1? . . . , M n sont des polynômes entiers en z. 

Nous pouvons supposer le polynôme f(u, z) irréduc- 
ible, c'est-à-dire non décomposable en un produit de fac- 
teurs de même nature; car, s'il était réductible, on n'aurait 
qu'à étudier séparément les équations obtenues en égalant 

û ■ , - 

chaque facteur à zéro. ? 

Pour chaque valeur particulière de % l'équation (i) don- 
era en général, pour n valeurs distinctes u Sl . . . , u n . Ce 



' I*- É" » * 

souffre toutefois deux exceptions : 
i° Si z est racine de l'équation M= o, le degré de l'équa- 
tion en u s'abaisse au-dessous de /?, et une ou plusieurs 
racines disparaissent. 

2° L'équation (i) peut avoir des racines égales. Dans ce 

cas, le produit 


N 


UUHm 


u k ) 


X 



est égal à zéro. Or ce produit, étant symétrique par r 
aux quantités Mw,, Mu 2 , . . est un polynôme entier en z. 

L'équation f=o admettra donc n racines distinctes, sauf 
pour les valeurs de z qui satisfont à l'une des équations 


M 


o 


N 


o. 



valeurs exceptionnelles, en nombre limité, ont reçu le 
nom de points critiques. Les autres valeurs de z sont des- 
nts ordinales. 


219. Soit C un contour continu, fermé, sans point mul- 
tiple, et laissant à son extérieur tous les points critiques. Les 
points non extérieurs à C forment un domaine E, d'un seul 


/ 
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II. 


2l4 

tenant; et si z est assujetti à rester dans ce 

m 

cune de ses valeurs correspondront 



5 à ch a- 
9 • de 


l'équation / 


o. 


Nous allons montrer tout d'abord que, 



tions 
un n 


ne 


grand 




i 


0 les modules \ 


u 


•y 





re 


fi 




2° les modules I u x 



* m 


U; 





dz 


). àf(u h z) 

dut 


î- 



être inférieurs à un autre nombre fixe v,"plus 

• • m J «T. - V f 4 

zéro ; 3° les modules des rapports 


Soit, en effet, 


nomb 


maxim 


z 


dans le do 


« 


ne E. 


maine £ 

i i 


Tout polynôme entier en z, tel que 2As a , aura son module 


au plus égal à la quantité fixe 


1 1 A \a 


M. M 


nomes de ce genre; donc 


dM l 


dM 

. dz 

dU, 

dz 

7 

i 

. . sont des 

poly- 




dM 

|N|, 

|M|, | 

M,|, ! 

m î 

dz 


dz 


admettent des bornes 



assigner; soit b la plus grande d'entre elles. 
D'autre part, M est de la forme 


(s 


*p)> 


5 


neures qu o 



ou z { , 


9 # * ? 


des modules I z 


des points critiques. Si 6 désigne 

■ 

G au point critique le plus voisin 



z 


z 


p 


moins 


en chaque point de E; donc | M | ne peut s'abaisser au-des- 
sous du nombre fixe j A| que nous désignerons par c. 


On trouvera de même 


N 1 une borne inférieure c . 


C 


\k la plus grande des deux quantité 


nb 


ï 


' c 1 


on aura, pour toutes les valeurs considérées de z et pour 
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toute valeur v de la variable u dont le module surpasse [/. 



z) = I M | 

V 

ri 

M 4 ||p 

1- 

-1 

• * 


-1 


> c 

1*1 


b{\v 

n- 




-2 t 

t " » « 

> c 


n 

nb | v | 

n- 

1 = c 

M 

ri- 

-'(M 



I 

I) 



o. 



v ne 



satisfaire à l'équation /= o. Donc les 
modules des racines | u K |, . . ., | u n \ ont p. pour borne supé- 


rieure commune 
Les quantités 
borne supérieure 


u 


\ 


u 


2 JJL 


L" 


• * 


M; 


I auront donc pour 


N 


équalion (2) donne d'ailleurs 


n 1 m 1 2 1 u 



d'où, en remplaçant 


N| par sa borne inférieure 


les facteurs du second membre, sauf l'un d'eux 
r leurs bornes supérieures, 


c' ? et 


tous 


Ui 


Uk 


1 



u 


2 


Donc j in — ujç | a pour borne inférieure la quantité 


v 


2uyc 



n (re— 1) 


(2^6) 


Quant à la dérivée partielle 


dfjuj, z) 
dz 


dM n 
— u * 



/i— 1 



♦ 

a pour borne supérieure de son module la quantité 


'n a enfin 




* • • 


f(u, z) 


M(u 


U t ). . .{u 


Prenant la dérivée partielle par rapport à u et posant ensuite 


u 


1 * 1 

uu il viendra 


df(Uj, z) 
dut 


M ( ui 


«h) 


2l6 
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HAPI 



expression dont le module a poui 



cv 


n — 1 


Le module du 



Ô /( «« *) . df(u h Z) 


d 


Ji9 



a donc pour borne supérieure la 



^fJt/'-f- b[M n ~ l -+- 



i 


1 


'V 


• ■ 


». 


220. Ces 



■ » ■ 'i » i 

oisissons, à volonté, pour 


chacune des valeurs de la quantité complexe z = x + yi 



/ = o. L'ensemble des racines ainsi c 



sera une fonction U des variables x, y. 

Cherchons à diriger notre choix de t< 
fonction soit continue. 

Nous démontrerons le lemme suivant : 




Si deux fi 


sont continues 




dé terni 
domaine 


tiques, elles ne seront égales en aucun point de 
En effet, d'après nos hypothèses, |U 4 — U 2 



sera 




tion continue de x, y. D'ailleurs, en chaque point z 
U, et U 2 sont des racines de l'équation /(«, z) = o. Si ces 
deux racines sont identiques, on aura 


U 


2 


O. 


Si elles sont différentes, on aura au contraire 


■ ■* 


U 2 1 > v. 


que U, et U 2 ne sont pas identiq 


ins 


une valeur de s pour laquelle le second cas se présentera 


D'ailleurs, les valeurs de | U 
sembl 

prendre les valeurs interméd 
s'annuler. 


U 


2 


doivent former un en- 




onc U 


U 
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e nombre des fonctions continues distinctes qu'on peut 
former ne saurait donc surpasser le nombre n des racines de 
l'équation y = o, et, s'il existe n semblables fonctions Uj , • 
U/,, les valeurs de ces fonctions, étant constamment diffé— 
rentes entre elles, reproduiront, pour chaque valeur de 5, 
la suite complète des racines de cette équation. 


221. Nous allons montrer réciproquement qu'on peut 

É 

grouper ensemble les valeurs de u correspondant aux divers 
points de E de manière à constituer n fonctions continues 

distinctes U<, . . . , U„. 

Dans la démonstration de cette proposition, il nous sera 



de supposer que G est un contour polygonal. En 
elFet, nous savons qu'on peut déterminer un contour poly- 
gonal sans point multiple, contenant G dans son intérieur 
et dont tous les points soient à une distance de G moindre 
que S. Tous les points critiques seront encore extérieurs à ce 
contour 9?. Or, si le théorème est vrai pour le contour <£, il 
sera évidemment pour le contour intérieur G. 
Si le théorème est vrai pour deux contours polygonaux 




0 z * 


z 0 az { z 0J = z Q z { bz 0 ayant un côté commun z 
g. 3), il le sera pour le contour polygonal $ = z 0 aZibz Q 


résultant de la réunion de leurs autres parties. 


1 / 


Fis:. 3. 



"X/ 



1 -i 



oient, en effet, U;, % les n fonctions U relatives 


au contour <£'; 
P. 


u';, ...,u; les 




z 


0 


#0 



n fonctions relatives à 


z 


1 


X 


1 




désignant le rapport des distances zz 0 et z { z 0 


S 


+7 


T t 



0 


Les valeurs des diverses 



U 


sont les diverses racines wj, . . ., u\ de l'éq 




10 



o. 


Il en est de même pour les fonctions U,, . . XJ" r On pourra 


associer une à une ces fonctions aux précé 



s, en 


joignant ensemble 



qui prennent 


même 



en z 0 . 


■ ci 

Soient, par exemple, et les deux fonctions qui pren- 
nent la valeur u { ï. Ces deux fonctions seront 






de la ligne z$z { . 

En effet, est continu par rapport à y qui, sur la ligne 
z 0 z { , sont des fonctions continues de t. Donc, le long de 
cette ligne, U'- est une fonction continue de t. Il e 




même pour U; et, par suite, pour | U'^ 


La quantité t, variant de o à i, parcourt un domaine d'un 
seul tenant. Donc | UJ — UJ| jouit de la même propriété. Or 
U/, IIJ sont, en chaque point z, des racines de l'équation 


/(m, z) = o. On a donc, ou | UJ — UJ| = o si ces racines sont 
identiques, ou | UJ ^_ | = y si elles sont différentes. 

Ce dernier cas ne peut se présenler, car, |UJ 
nul au point z 0 et ne pouvant prendre les valeurs intermé- 
diaires entre o et v, l'ensemble de ses valeurs ne serait pas 
d'un seul tenant. 



Ce] 


a 


pose, considérons une fonction U, égale à UJ 



evi 



ent con- 


4'intérieur de W et sur sa frontière, à U, dans l'intérieur de 
L r et sur sa frontière. Cette fonction sera 
tinue dans l'intérieur de ^. 

En faisant successivement i 
lions demandées. 


i , n. on aura les n 
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On peut, au moyen de ce lemme, ramener la démonstration 
du théorème au cas où le contour est contenu en enlier 


clans un cercle de rayon < e décrit autour d'un de ses points 
comme centre, e étant une quantité que nous pourrons choisir 
aussi petite que nous vou 

On peut, en effet, au moyen de diagonales, décomposer 
l'intérieur de en une suite de triangles T\, T 2 , . . . , ayant 



chacun un côté commun avec le suivant. Si le théorème est 
vrai pour chaque triangle, il le sera pour le quadrilatère formé 
par T< et T 2 , puis pour le pentagone formé parT,, T 2 , ï 3 , et 
ainsi de suite. 

Considérons donc un de ces triangles T. On peut le décom- 
poser par une série de parallèles à la base, distantes les unes 

des autres de moins de en une série de tranches; il suffira 

■ 

d'établir le théorème pour chacune d'elles. 

Subdivisons enfin la tranche considérée par des perpendi- 

culaires à s la base, distantes de moins de on la partagera 

2 

ainsi en éléments, dont chacun sera un carré de côté - ou une 

partie d'un semblable carré; et il suffira d'établir la propriété 
pour chacun de ces éléments et, a fortiori, de l'établir pour 
un cercle de rayon e ayant son centre en un point de cet élé- 
ment, car l'élément tout entier lui sera intérieur. 



. Or on sait, par la démonstration que nous avons 
donnée pour l'existence des fonctions implicites (193), que, 


pour tout point z 0 du domaine $ et pour toute racine pf de 
l'équation f(u y s 0 ) = o, on peut déterminer un nombre p/ tel 


que, dans un cercle de rayon p/ décrit autour de z 0 comme 


centre, il existe une fonction U/ de la variable complexe i, 
satisfaisant à l'équation f(u, z) = o et se réduisant à pour 


n pourra donc déterminer une quantité p telle que, dans 
un cercle K de rayon p décrit de z 0 comme centre, il existe 
# fonctions U n . . . , XJ n de la variable complexe satisfai- 
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quation/( 


o. Il 




ur c 



a égal à la plus petite des n quantités p 


• * 


q 



ar 



P 


K 


cercle. 


Si donc il existe un point z 0 , tel que c 
partienne à tout cercle décri 




ap- 



qu 





e ce poi 

que soit son rayon, on n'aura qu'à prendre 
grand pour en conclure que cette propriété appartien 
domaine E, ce qu'il s'agit de démontrer. 

Dans le cas contraire, les rayons des cercles décrits autour 
de z-o et jouissant de la propriété demandée admettront un 



maximum 


mais 


r 



ayon 
cercle de rayon r 


- 

* 

/* ne jouira de la propriété demandée; mais tout 



À 


A c 



ue point z 



iy de E correspond ainsi un 
miné, lequel sera une fonction de 


Cette fonction est continue. Soient, en 


z 



valeurs pour deux points voisins M et z + 

h comme centre un cercle de rayon /*- 
cercle sera contenu dans le cercle de rayon / 
tour de z. On pourra donc y déterminer les n 
lit) ♦ ? U/j ; donc son rayon ne pourra sur 




h\. Ce 
au- 




7 



on 


aura 


IH 


et, en faisant tendre À vers zéro 


i 


r'--r 


h 


On trouvera de même 


f 


AI. 


D 


onc / 


r sera 


< 



(C 

h et tendra vers zéro avec A. 
La fonction r étant continue, toujours positive, 
dans E un minimum e qu'elle atteint, et qui sera nécessaire- 
ment > o. La détermination des fonctions U,, U„ pourra 


» 




'I 1 
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ne s 


faire dans lout cercle de rayon < e, quel que soit 
le point de E qui sert de centre; ce que nous voulions dé- 
montrer* 

On voit, en outre, par cette analyse, que les fonctions 
♦ > •••> U " sont des fonctions synecliques de z et que leur 
dérivée en chaque point est donnée par la formule 


j 


dVii 

~dz~ 


àf(V„z) 



àf{V t ,z ) 


< 
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n fonctions dont l'exis- 


tence vient d'être établie est entièrement définie dans E par 
i connaissance de sa valeur initiale uf. Proposons-nous de 


Nous savons déjà que m, est une des n racines de l'équation 

y» â Ij0 V m m -m A 


mais 


/(«, o 

mette de la distinguer des autres. ^ 

s 

A cet effet, traçons dans E une ligne rectifiable 
conque L joignant les points z 0 et ti soit / la longu 


q 


ne. Ei 

(202) 


-le long de cette ligne, 



et, comme 


d\J £ 

dz . 


il 


est au plus égal à tu, on en déduit 


0 ! = 

< 


Si / 



V 

> cette inégalité suffira pour distinguer la ra- 

i ' ■ * 1 i > r , * 

e P| des autres racines de /( u- y Q = o. Car soit ^ une de 


i 


celles-ci, on aura 


- 


i t 


V 


> 


V 



2ml 



sui 



t* r 


0 


> 



r r 



ml. 
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PART 




11. 


.1 


Si l 


> 


— , on partagera L par des points de division in- 


2 3? 


termédiaires 


en arcs 



t 



acun soit < - — > et 

25T 


l'on calculera successivement les valeurs que 
chacun des points z^ z 2l , . . 7 s* 



U/ en 


4 4 


* ■ 


y* 1 


224<; Soit maintenant 



<p(-0. 


une ligne continue quelconque L ne pass 



aucun 




ue 





£ H- iy\ les extrémités 

de £. On 



de cette ligne, t 0 et % les valeurs corresponda 
pourra déterminer pour chaque valeur de 1 indice i, et d une 


seule manière, une fonction continue m de la variable sa- 
tisfaisant tout le long de L à l'équation 


o — f(u,z) .=/[«, opC 



et se réduisant à pour £ — 

En effet, supposons d'abord que L soit contenu en entier 


omaine E formé par les points no 


G 


tiques. O 


ce domaine, comme on l'a vu, une fonction U/, continue par 


/( 


o et s 


duisant à il* pour z = z 0 . Le long de 
des fonctions continues de t. Les valeurs successives 





variable t satisfaisant à l'énoncé. 
Cette fonction est uniciue. En effet 


foncti 



e 


la 



autre 


continue de i. 


une foni 



comp 

J 


for- 


mm 

mant un ensemble d'un seul tenant, il en est de 


valeurs correspondantes de 
des racines de l'équation f(u 
suivant que ces racines ser 

, cette expression est 


Ui 



Pi |. D'ailleurs, ®î et m étant 

Vi | sera nul ou >v 

(219). 


o, \ U; 



non 



pour 


z 



dortc 
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devra V être tout Je long de L, pour que l'ensemble de ses 
aleurs soit d'un seul tenant. 
Remarquons d'ailleurs que la valeur finale de ui au point % 
ne sera autre chose que la valeur que prend en ce point la 

valeur finale resterait donc la même si l'on 




fonction 

remplaçait la ligne L par toute autre ligne continue L'ayant 
es mêmes extrémités, et également contenue dans E. 

Supposons au contraire qu'il n'existe aucun contour de 
'espèce G dans l'intérieur duquel la ligne L soit contenue 
tout entière. On pourra tout au moins décomposer cette 
ligne en arcs partiels dont chacun soit renfermé dans un 

e contour. 

ient en effet t? y l !f deux des valeurs de t; é % z f/ les va- 

ondantes de z. On sot qu'on peut, quelle que 
soit la quantité e, déterminer une autre quantité 8 telle que 





on ait toujours 



SI 


t 


t 



8. 


renons pour e une quantité moindre que la plus courte 
distance de L au point critique le plus voisin. Si nous sub- 
divisons l'intervalle t Q x par des points intercalaires l n £ 2 > 


en 



7 


m 


-H ? 


m • 


d'étendue 



S, tous les 


points de l'arc ZkZ>k+\ï par exemple, auront des distances 

elles <C e. Ils seront donc contenus en entier dans un 
î C#de rayon e décrit autour de l'un d'eux, lequel cercle 
issera à son extérieur tous les points critiques. 
Cela nosé. il existe le lon^ de l'arc ut* une fonctio 




ir initiale af ; on p 


o et prenant pour t 


t 0 la 


pour t 


même 


pour i^ i v h valeur initiale 


u 


ï ? 



déterminer 


t 


2 


et l'on 
Conti- 


t ainsi et réunissant ces fonctions successivement obte- 

une fonction Ui définie tout le long 


on 



de L; sa valeur finale Vi sera une racine déterminée de 
équation /(«, Ç) = 0 . 
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On voit par cette analyse que, lorsque 
les racines de l'équation/( u, z) 
manière continue, et passent 



une d'une 




îni 



s u 


o 


U 


0 

n 


aux valeurs 



es v [ , • • • , v n 


Il est clair que si z décrivait L en sens contraire, de Ç à 
,! ces racines repasseraient chacune par la même série de 


valeurs et reviendraient res 



de 


v» a 


U 


0 


I 


I- 


225. Supposons que z, 




u 





e L, 


es ra- 







suive une autre ligne U, joignant égalem 
* cines de l'équation f(u 1 z) m o, variant d'une manière con- 
tinue, passeront des valeurs initiales à des valeurs 
finales p' 4 , Ces nouvelles valeurs ser 
v n , les racines de l'équation /(w, Ç) 
identiques à ces dernières, <z V ordre près* Si cet ordre est 
le même, nous dirons que les deux chemins 
équivalents ; mais on conçoit que cet ordre puisse au cou- 
traire être changé, et nous verrons plus tard qu'en prenan 

p 

pour valeur initiale une racine donnée u\ de /(w, z {) 




o 



la ligne IV, on peut ob- 


et choisissant conv 

rit 

tenir comme valeur finale, l'une quelconque des racines 
/(«, l) = o. 


■ 



rame 



l 11 


équivalent. 


Ç à un chemin type q 



signons par L un chemin 



oisi a 



de z 


même 


q 





0 


min 


ffet, lorsq 


la va 



nu- 


tiale z/^ à une valeur finale lorsque z parcourt ensuite L" 1 , 
Ui passera de la valeur v à une valeur u° ; il repassera de u° 
à v lorsque z parcourra L. La valeur finale sera donc la même 


borné à faire le premier 
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tiale Zq. 


est un contour fermé ramenant* à sa valeur ini^ 



ermé U L 


min tracé de z 0 àZ> 


G 


— — 7 

u à étudier la réduction des contours fermés. 




cet 




ues a, a 


À < ^ j 11 b j I i ' # i * ' I " 

t, traçons, à partir de chacun des points 
. . ., une ligne continue, sans points multi- 
es, s'étendant jusqu'à l'infini. Nous donnerons à ces lignes 
afi, a, p,, ... le nom de coupures. Nous les supposons menées 
de manière à ne pas se rencontrer; à cela près, leur tracé 



est 



îtraire . 


Il est permis d'admettre que le contour C à étudier ne 
rencontre ces coupures qu'en un nombre limité de points. 

ir pour coupures 


ffet, on peut, si cela est utile, 





nés droites. D'autre part> si nous décomposons, 
omme au n° 224, la ligne G en arcs z 0 z H . . . , z k z k+ ^ # , . 


t 




ssez petits pour que chacun d'eux, tel que z k z k+i1 soit con- 

s un cercle G& ne contenant aucun point critique, 
de p| aux points successifs z 0j z K , . . . et enfin sa 
aie seront évidemment les mêmes, qu'on suive la 





be G ou le 




ne inscrit P 


Zq z x 



contour 


onal est donc équivalent à G et peut lui être substitué 


. Or ce nouveau contour ne peut rencontrer 
oupures qu'en un nombre limité de points. 



s 



8. Cela posé, si G ne traverse aucune coupure, on 

. 4) l'envelopper par un contour fermé G sans 



point multiple dont la distance à G soit partout moindre que 


celle de G à la coupure la plus voisine, et ce contour © 
ne contiendra évidemment aucun point critique. Soit U/ la 


nction de z déterminée dans G par 1 équation /(//, z) 


o 



valeur initiale 



u 


o 


p 


our z 


A3 


0 j 


m étant é 



tout le 



ng 



G à U/, qui n'a qu'une valeur en chaque point de 


l'intérieur de G, revi 



à sa valeur initi 



en 




que z. Le contour G est donc équivalent à zéro. 


J. 



5 


■ 


22Ô 


PREMIÈRE PARTIE. 


CHAPITRE II. 



Si G traverse m fois les coupures, il équivaut à m contours 


successifs, dont chacun les traverse une fois seulement. En 


* ■ * 


Fig. 4 



■ t 


effet, soient p \fig. 5) le premier point d'inte 



u'on 


rencontre en suivant le contour C; p' le second; q un point 


Fig. 5 



de G intermédiaire entre p et p f . Joignons q kz 0 par une ligne 
qui ne traverse aucune coupure. Le contour 


C 


z 0 pqp z 0 


équivaut évidemment au suivant, 


z 0 pq.qz 0 q.qp'z 0 , 


lequel se compose : 


i 


o 


Du contour fermé C, = z 0 pqz 0 qui ne traverse les cou 


pures qu'au seul point p; 
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2° Du contour fermé C 


A9 



ue m 


1 


S 



fois. 

2, on a 


qp 


1 


1 


qui ne les traverse 



G 


montrer crue C 


C 


C 


m 


c 


C m ne traversant chacun 


coup 


1 


229. Considérons un de ces derniers contours G,, traver- 
nt en un point p la coupure correspondant au point 
critique a. Traçons autour du point a un cercle d'un rayon 

raire assez petit pour laisser à son extérieur tous les. 
autres points critiques. 



éternu 


0 


\ 


Fie. 6 


r 



qui ne traverse aucune coupure, mais qui peut être choisie, 
d'ailleurs y arbitrairement. 

Supposons le contour C { décrit dans le sens de la flèche. 
La portion z 0 yp de ce contour est évidemment équivalente 
a z 0 qnmp* car on peut envelopper le système de ces deux 
lignes par un contour ne contenant aucun point critique. 
Par la même raison, p Bz Q est équivalent kpm lqz 0 . Donc, le 



tour total C { équivaut au contour z 0 qnmpmlqz 


0 


ou, en 
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pprimant dans ce dernier la ligne mp 


m 


Ce dernier contour, formé de la ligne z 0 q, du cercle qnmlq 


et delà ligne de retour qz 0 , est entièrement déterminé. No 

_ m y té 1 v 


6 


pondant au point critique oc. 


G 


même 


décrit en sens inverse. 


oreme 


Soit L une ligne déterminée joignant z 0 à Ç ; 



d'autre part I\ T 4 , ... /es Zaceta correspondant aux di- 
vers points critiques a, a,, ces Zaceta étant décrits dans 


le sens direct, c'est-à-dire de manière que dans le mou- 


vement on laisse à sa gauche V intérieur du petit cercle; 
T~K T~\ ... les mêmes lacets, décrits dans le sens rétro- 

7 i 7 

grade. Tout chemin U, joignant z 0 à Ç, sera équivalent 
à une combinaison des lacets F, T M r~ 4 , T~ , ... suivie 
du chemin L. 


230. Lorsque m % partant de la valeur initiale %, parcourt 
un lacet T (ou tout autre contour équivalent), la fonction a/, 
qui correspond à la valeur initiale prendra une suite de 


valeurs que nous pouvons calculer de proche en proche; 



nous trouverons comme valeur finale une quantité u k1 

m 

sera, comme la valeur initiale iâ n une racine de 1 équation 
u i 5 o) — °- En faisant un calcul analogue pour chacune 

des racines u*} prise comme valeur initiale, on retrouvera, 

comme valeurs finales, la même série de quantités, dans le 

même ordre ou dans un ordre différent. 

. Le même contour, décrit dans le sens rétrograde, conduira 

réciproquement de la valeur initiale u\ à la valeur finale 
Supposons qu'on ait fait tous les calculs nécessaires pour 

établir la correspondance entre les valeurs initiales et les va- 

■m 

leurs finales des m pour chaque valeur de i et pour chacun 
des lacets T, T,, 
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Supposons qu'on ait fait également les calculs nécessaires 



our 



ner la valeur finale ç.j que chaque fonction gj 


prend au point Ç lorsque z parcourt la ligne L. 

On pourra dès lors, sans nouveau calcul, déterminer la va- 
leur finale de ut, lorsqu'on se rend de z 0 à Ç suivant une 
ligne quelconque L'. En effet, on voit immédiatement, à la 
seule inspection de la figure, quelle est la combinaison de 
lacets qui, suivie du chemin L, équivaut à L'. 

Supposons, par exemple, que L' soit équivalent à IT^L. 

On sait, par les calculs précédents, que, lorsque z parcourt 


r, la fonction à étudier passe de la valeur initiale à une 
valeur finale connue u\. On sait de même que, lorsque z par- 
court ensuite la fonction définie parla valeur initiale u\ 
uiert une valeur finale connue u]. Enfin, lorsque z par- 
urra L, la fonction passera de la valeur initiale à la va- 
ur finale V[. 





231. Désignons par E l'ensemble de tous les points du 
plan à l'exclusion des coupures. Soient z 0 un point fixe et 


q 


c 



K 
/( 


■ 

o, dont la valeur 


l'équation f(u, V) = o, et indépendante du chemin suivi par z. 
Il résulte d'ailleurs de l'analyse précédente que vi est une 
fonction synectique de Ç. On voit donc qu'il existe, dans le 
domaine E, n fonctions synectiques U 1? . . XJ n de satis- 
faisant à l'équation /(«/, z) = o et caractérisées chacune par 
la valeur qu'elle prend pour 

Mais ces fonctions, nettement séparées dans le domaine E, 
cessent de l'être si z devient libre de traverser les coupures 


z 


0 


* ■ 


tiq 




dant 


et, qu'en décrivant le contour élémentaire correspon- 
t la coupure a (3, par exemple, u passe de la valeur 
3 lâ à la valeur finale ul. Si z se rend de z 0 à % par 


un chemin 


(3, u passera 


de la 


s3o 
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valeur miti 



a 




leur finale qui ne sera plus v i7 


mais Vk. 


Si donc z n'est assujetti dans sa varia 



n a au 



e res 



tion (sauf celle de ne pas passer par les points critiques), 

devrons considérer les fonctions U 4 , .... U„ comme 


nous 


a 



à un même système analytique, que nous 




Délierons la fonction algébrique u définie par l'équation 
f(u, z) = o; à chaque valeur de z correspondron 
différentes de u. 

Nous dirons que U<, . . *, U n sont les branches ou les dé- 
terminations de cette fonction dans le domaine de E. 

Cette répartition des valeurs de la fonction algébrique u 



sur des branches distinctes U*, U n synectiques d 
domaine E a l'avantage de permettre F 
rèmes établis précédemment pour les fo 
Mais cette distinction est artificielle ; car elle dépend du trac ' 
des coupures, qui est arbitraire. 


V. 


Transcendantes 



* ' ; . 

232. Les transcendantes les plus simples sont celles aux- 


quelles on se trouve conduit en cherchant à intégrer les frac- 
tions rationnelles. 

Une semblable fraction est une somme de t( 


er 





tel 


s que Az m et de fractions simples telles que — 


A. 


Or Kz m est la dérivée de — . La forme 


( 



intégrales sera donc 


m 



i 


Az m + l 
m -+- i 



const. 


C'est un polynôme entier 


D'autre part, si n 



i 


A 


de 


A 


49 


a) n 


est évidemment la dérivée 


e t la forme générale de ses intégrales 
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ii * 


2ÔI 


sera 


# 1 


A 


(1 


n) (z 


a)' 1 



consL 


1 


expression rationnelle. 

Il reste à trouver les fonctions primitives des fractions 

simples de la forme — 


« A 


233. Logarithme. 


Supposons qu'on ait trouvé une 


1 


• • • ■ 

onction primitive /(z) de la fonction Les fonctions pri- 


itives de 


A 


z 


a 


seront évidemment 



a 



const 


On n'a donc qu'à chercher une fonction f{z) ayant pour 


if 
I 

erivée - et satisfaisant par suite à l'équation 


df: 


dz 


La fonction - étant synectique dans tout le plan, à l'excep- 

, z 




u point critique z = o ? nous savons d'avance 




dans l'intérieur de tout contour fermé G qui n'enveloppe pas 
e point, on pourra déterminer des fonctions synec tiques f 
satisfaisant à cette équation. 
Pour obtenir l'expression de ces fonctions, désignons par p 
odule de z, par m l'un de ses arguments, de telle sorte 



S 


qu on ai t 


z 


p (coscp -+- i sincp). 



ngeant p et o en p 4- do, cp + rfcp, il viendra 

jé 

dp (coscp -+- i sin <p) H- p t/<p ( — sin© -4- ^coscp), 



d' 


où 


dz ' 



z 


P 


#+- i do 


d Lo 


H- i d<p 



r suite 


/ 


hogp 



i cp -h const. 
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Supposons la constante nulle ; nous aurons 


(0 





l CD. 


La quantité z a une infinité d'arguments ; <p' désignant l'un 
d'eux, leur formule générale sera 


! 



2 kit, 



étant un en 



P 




ou ne 



trouvée ci- 



L'expression Logp-j- 
pour chaque valeur de z une infinité de vale 



donc 


Logp 



t 



On les nomme les logarithmes de z r et on 

par logz. 

En donnant successivement 
est susceptible, on obtiendra une 



resente 



îverses 




fonctions dis- 


tinctes 


/o 


Logp 



• m 


fk 


Lo 


G 


Cela posé, par le point critique z 


o 



ns une cou- 


une demi-droite fai 

■ M 1 '■ i i 

s le 



pure arbitraire (par exemple, 
angle donné X avec Taxe des x 

formé par tous les points du plan, à l'exclusi 
coupure. 

I 




I L - 





cette 


oit z un point de ce domaine, et prenons pour cp celui 

i 



qui est compris entre X et \ 


est 


Chac 


une 


fi 


éterminés en chaque 



une valeur unique et 


rminee 


i 


; elle a d'ail 


dérivée -, qui est continue : elle est do 

z 7 



s pour 



s 



ue 


Mais 



ein 



z a ne 


pas traverser la coupure. Supposons, en effet, \ 




z décrive 


rme 


point m 



e 
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entourant le point critique z = o. Lorsqu'il reviendra à sa 
valeur initiale s 0 , son argument se sera accru de m et, au 


Jieu de la valeur initiale 


f k z= Lngp 0 H- «(<po+ aArir), 


on aura comme valeur finale 


- 

//<•+!= Logp 0 +/[(p' 0 + 2 (£-hl)7T]. 

Donc/o, . . . r /a, . . . considérées dans toutle plan (à l'exclu- 
sion du point critique z = o) ne sont pas des fonctions dis^ 
tinctes, mais des branches d'une même fonction, qu'on repré- 
sente par logz. , 

Ces branches se permutent circulairement par une rotation 

■ 

autour du point z = 


234. Soient 


p(coscp 4- /sincp), ~i = piCcoscp, H- «sin^j), 


d'où 


log^ == Logp -h i% log^ = Logp, H- 


On en déduit 



* + 1og*i = Logp4-Logp 1 H-*(<ï> + ?i) = Logpp 1 + «(9H- cpj). 


Or pp< est le module, et <p + <p, l'un des arguments de ZZ\. 



le second membre de cette équation est l'un des loga- 
rithmes de zz i . Les autres ne diffèrent de celui-là que de 
multiples entiers de 2 tu. On aura donc 

- - 

(s) logs -h log^! = logzz i H- 2 kiz i } 

l'entier £ dépendant du logarithme choisi. 



235. Exponentielle. — Nous désignerons par e z la fonc- 
inverse de logz, définie par l'équation 

I « 

Soit ^ = ^ + ^y ? & = p(coscp + « sincp). On aura, pour 
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déterminer p et <p, les équati 





5 


y 



.1 -V 


La première équation donne p = e 37 , désignant la fonc- 


tion de x inverse de Log#, et définie au n° 116. On 

par suite, 

i 

* ■ », 

(3) e 2 = u = e x (cosy -h i sioy). 

• "... j 

Cette fonction est synectique dans tout le plan. Elle 



toutes les valeurs possibles, zéro excepté. Quand x 
vers — oo, elle tend vers o. Quand x tend vers +oo ? 

-m •» 

tend vers oo, mais de telle sorte que son argument y : 





indéterminé. Enfin , si x restant fini y tend vers oo, elle ne 

* \ """" * 11 \ M S^Ey 

tend nécessairement vers aucune limite déterminée. 


_ 


Elle a d'ailleurs pour dérivée 


i 


donc 


(4) (e z ) f —e z \ 


Soi 



on aura 


(5) e z e z * = e x ^ x ^[cos(y -+- y x ) -h / sin( y y x )] = 


Remarquons enfin qu'on a 


(6) 


e* ni = COS27T H- « Slll 27T = I, 


Donc e z ne change pas quand on accroît z d'un multiple 
de 2iti ; on énonce cette propriété en disant que la fonction 
Apériodique et que sa période est 2iw\ 


236. Puissances. — Nous définirons l'expression | M , * et 
m désignant deux nombres complexes quelconques, dont le 



COMPLEXES. 


2 



n 


5 



pas nul, par l'équation 


z 


m 


S. 
oient m 


a 



fil', z = p(cos<p -+- l'sino) ; il viendra 


4s 


■ », 


Le module M et l'argument $ de s m seront donc donnés 


P 


ar les formules 


(8) 



M 


e <x Los p— P(Ç+2Â?7U) 

(3 Logp 4- a(cp H- 2 A:7r) H- 2 A'tc 



i [3 n'est pas nul, à chaque valeur de k correspondra une 
valeur différente de M, et z m aura une infinité de valeurs 
distinctes. 

ê 

Si p = o, M n'a plus qu'une seule valeur; toutefois, si a 
est irrationnel, aux diverses valeurs de k correspondront au- 
tant de valeurs de <ï>, ne différant pas les unes des autres de 
multiples de 2 té, et fournissant par suite autant de valeurs 
stinctes pour z 


m 


p 



1, au contraire, a est un nombre rationnel — > deux va- 

Q 

M 

urs de k qui diffèrent de multiples de q donneront la même 

pour z m . Cette expression n'aura donc que ^ valeurs 
inctes, correspondant à k 
ans ce cas, l'expression z 



_ 

: 0 

m _ 



1 l , 


1 . 


u sera racine de l'équation 


algébrique 


10 


àP 


4* 


5 


*»■ ' * ■ - :A 

car, en élevant les deux membres de l'équation 


u 


z 


p 


4 

4 i 


à ïa puissance q, il viendra 



5 


si p est positif, le second membre de cette équation est 


236 


a 


i 
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de 



négatif 


P 





m 


itif, l'un 


réel, et l'une des 


il. 


ou à z ; si p est un 


de p 



urs égaux 



», e mLosz , est 



237. On a, o étant le module et ep 



(10) 



log* 


gp 



J 



Z 


m 


gimkni çtn (Log p-K"ç). 



i° Soit z f une autre 
fiument o ! ; on aura de même 



mo 



d' 


m) 


e 2;/î/^7C/ e m[Logpp/+ï(ÇH-cpO] • 


OU 


e p 



un ar 


(») 


( 


e 



7 


K étant un entier, égal à k -f- A" 
2° On aura, d'autre part, 





d' 


ou 


•I 


(1*1 


3° Enfin aura, pour l'un de ses 


Donc 


2 mkjti H- m (Logo + /cp) 


* m' z>2îci [ m ( /c— kl! )+rn f ( kf—kU ) \ 



( 


) 


m 


gïmtkt'JZi gïmmf k*KÎ-hmmf (Log p~R*ç) 


D'ailleurs, 



çtmmt ktfizi gmm' (Log p-l-iç) 


Donc, enfin, 


(i3) 


( 


z mmf e [(k 


kH)m-\-kf\^mf%i 
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z variable; l'expression 


23 


1 


II 


z 


m 


sera une fonction de fonction de z qu'il est aisé d'étudier. 
Traçons, à partir de l'origine des coordonnées, une cou- 
ure rectiligne, faisant l'angle \ avec l'axe des x. Dans tout 
le reste du plan, les diverses valeurs de logz peuvent être 
réparties en branches synectiques : «/, étant déterminé sans 
ambiguïté en fonction de log£, jouira de la même propriété. 
Si l'on adopte, pour celui des arguments de z qui est 




X, mais 



27Z 



A, ces diverses branches correspondront 



ns 


aux diverses valeurs qu'on peut donner à l'entier k 
la formule (10). 

1 est aisé de voir comment ces diverses branches se per- 
lent entre elles lorsque z décrit un contour fermé entou- 
rant le point critique o. Supposant ce contour suivi dans le 
ens direct, le module de z reviendra à sa valeur initiale ; 
ais son argument se sera accru de 2 7t. On aura donc passé 
de la valeur initiale 


Il le 


g2 mk%i *>m (Log p-H'cp) 


a 



ur finale 


e* mlz£ u k 


239. La dérivée de z m se trouvera en dérivant l'équation 




init cette fonction. On trouve ainsi 




i. 


do 


ne 



04) 


i 


>4J 


e 


m logz 


m 


e 


expression peut s'écrire 


(z m y 


log Z 


me (m—l)\o%z 


mz 


m — 1 


y 


238 
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K II. 



la condition d'à 



ter 



valeur de logs que pour celui de z m . 



z m-\ 


, la même 







Cherchons enfin si z m tend vers une limite 



uez 


tend vers zéro ou vers 


Posons 


p(cos<p 4- i sin <p), 



- a -+- pi; 


le module M et l'argument <ï> de z m seront donnés par les 
formules (8) et (9). 

Si (3 n'est pas nul, il est clair que, de qu 
0 varie, on peut faire varier 



1ère q 



t cp de 



rte 


ue 



prenne une suite 




eurs entièr 


donc z m ne tendra vers aucune limite déterminée. 





ent arbitraire : 


* 1 


Supposons, au contraire, que jâ soit nul, ou 
astreint à rester compris entre deux nombres fixes. 



so 


Soit d'abord a 


o. Si M (et, par suite, p) tend vers zéro, 


— 

Logp tendra vers — oc, M (et, par suite, z m ) vers zéro. Si z 


tend vers 00, Logp et M tendront vers 



00 


AS 


vers 00, mais sans que son argument <ï> tende né 
vers une limite. 



Si 


z 


m 


1 a 


tend 



/ 

o, le contraire aura lieu. Lorsque z tendra vers 0, 


ra vers 00, sans que son argume 



cessaire- 



ment vers une limite ; mais, si z tend vers 00, z m 

* , > * 

zéro. 

în, si a est nul ainsi que (3, ori aura constamment 



M 


1 


2 


d'où 



I 


241. Fonctions trigonométriques. — Si, dans l'équa- 
tion (3), qui définit e z , nous posons x = o, il viendra 


(.5) 


cosy 



et, en changeant le signe de f . 


1 sin 


(16) 


■ 


cosy 


1 siuy 


» 
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On en déduit 


m 

(17) 


cosy 



2 


sin 


y 


€ iy 


21 


Ces formules, é 



ies 



le cas où y est réel, pourront 


servir de définition à cosjk et siny, lorsque cette variable est 


omplexe. 


Quant à tang^ et coty 





a 





par les formules 


os) 


tangj 


sin y 

1 

cos y 


■ 


I 


coi y 


Ces 





10ns n ont qu une seule valeur pour chaque va- 
de la variable. Les deux premières seront synectiques 

plan; mais tangy et coty deviendront respecti- 
s pour les valeurs de y qui annulent cos y ou 


ans tout 




nr 



outes les formules de la Trigonométrie subsistent pour 
es valeurs complexes de la variable, car elles se déduisent 
s suivantes : 



sin (o) 


: O 


cos(o) 


I 


sin 


7T 

2 


I 


1 


cos 


7T 

2 


sin(— a), — — sina, cos(— a) = cosa 

s 

sin (a + 6) = sin a cos b -+- cos a sin b, 

m 

cos (a H- b) ~ cos a cos b — sin a sin b, 


1 


1 t 


nt on peut vérifier immédiatement l'exactitude en substi- 
ant aux lignes trigonom étriqués leurs expressions en ex- 
onentielles. 

n vérifie de même les formules 


(sin*)' 


cos 


(cos z) 


sinz, 


24o 
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CH 



RE II. 


242. On a, d'après les formules d'addition, 


sin(x 



cos(x 



SI 



sin x 


o s h 


e-y 



cosa? sir 




2 


f- l 



2 


cosx cos iy — sin x sin iy 



cos^r 


e-y 



ey 



ey 



sin a? 


2 


G 



partie 


ima 


leurs 



2 


est toujours positif et différent de zéro; en 


P 


euvent s'annuler à 




c 


sin(^ 


que 


e-y 


smx 


o 


o 


2 


d' 


ou 


X 



O, 


et cos(# + iy) ne s'annulera que si l'on 


L 


ey 


e-y 


cos .2? 


o 


o 


2 


d'où 



(k 



■ 


y 


o. 


Si y tend vers oo, tendra vers 



2 



et 


vers 



oo ou vers 


ey— e-y 

2 


oo, suivant que jasera positil ou negatii. 


Donc sin(j7 -+- iy) et cos (^r + iy) tendront vers oo; mais 



argument dépend de x et ne tendra pas nécessairement vers 
une limite. 

v 

Si y restant fini, # tend vers oo, sin(# + iy) etcos(.z + iy) 
resteront, au contraire, finis, sans tendre nécessairement vers 
une limite. 

• ' KTf ff mm 

243. Tout produit de sinus et de cosinus peut être trans- 
formé en une somme de sinus et cosinus. Il suffit, pour cela, 


* 



1 
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lacer les sinus et cosinus par leur valeur en exponen- 
effectuer les multiplications et de revenir ensuite 


aux lignes tri gonomé triques* 

Proposons-nous, par exemple, d'exprimer sin m z en fonc- 
lion des sinus et des cosinus de z et de ses multiples (m étant 


(20 


m 


%\r\ m z 


o 


r 


«4 


- 1 


me (ni-î)iz 



m {m 


2 


■ 

£ ( m — 4 ) iz 


• • • * 


Associons ensemble les termes à égale distance des ex- 


trêmes ; il viendra : 


S 


î m 



impair., 


r 



2Î \ sinm£ — m sin (m — a)s 



■ 

m (m 


2 


— sin (m 


4)5 


- <i 


i 4 •« '{ 



si m est pair 


(2 i) m sin w j5 = 2cosm5 — 2mcos(m 



On aura, de même 


2 


m ( m — i ) 



(-o 


2 

2 


cos( m 



2) S 

4)* 


I # 2 * * * /^l 


2 -Y 

2 / 


si 


■ I 


Ce 1 



e 


iz\m 


) 


e 


ïitiz 



r* . 


el, en associant les termes deux à deux, 


2 m COS 


ÏTt rf 
A* 


2 cos m * H- 2 m cos ( m 



Cette série se terminera, si m est impair, par un terme en 


cos* j/ si m est pair, par un, terme constant 


i 



V J* 


1 i 2 • i » 


2 


■ Y 1 



* On peut récipro 




cos m 



J. 


I. 


sin m 


6 
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en fonction de sin 3 et de cos s. 



a 




cos m ^ 



i sin mz 


e 


mi 


m 


(cosz -h i sinz) w , 


développant par la formule du b 


cos m 


COS m £ 


m 


lie 

I) 





Cl • A 


2 


» * « * 




2.) (m - 





4 



t « 


sinmz 


mcos m ~ !, ^sin.5f* 


■0( m 



1*2.3 


I » T 



s s i n 



• • • » 


Remplaçant dans ces form 


cos 2 s, ou ré- 


P 


quement, on voit : 
Que côs mz s'exprime 



nome de degré 



en! cos.s ; 

2° Que sin m s est un polynôme de degré m en sin z si 


P 


m 


A* 


sera égal au produit 


de cos z par un polynôme de degré m — i en sinz. 

• I 

245. Soit m ,tm entier impair quelconque ; on aura, c 
nous venons de le voir, 

4 % ¥ 


/(sin^), 


h ■ 




y* désignant un polynôme dé d'egré m. Il est aisé 
ce polynôme sous forme d'un produit de facteurs. r 
En effet, sinm^ s'annule pour les m valeurs suivante^ de z y 

ê 4 J X 


o 



7T 

m 


5 




1 TT 


2 


m 


4 

r ' 


auxquelles corres 



ent alitant de valeurs distinctes po 


sui 


3T9 

— * 


V 


On aura donc 


* 


! 1 


SlIï/ttZ 


v 


- r 


A, - *. 
sin 


z 


i 



2 « 


m m 


sin 


71 


I 




A désignant un facteur numérique. u 


* » .* 


J 


* 4 
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Pour le déterminer, donnons k z une valeur infiniment pe- 
tite. Le premier membre de l'équation précédente aura pour 



t principale mz et le second As. Donc A 


71 


Changeons z en — : l'équation deviendra 

m x 


m. 


■ t 


m sin 


7T 


sin 


2 


TCZ 


sin 



sin 


7T 


I 


7T£ 

■ 


sin 


2 


m 


2 


m 


i « 


246. Arc ïajngente. 


La fonction u 


' 1 * ! 

de la tangente, sera définie par l'équation 


arc tangs, inverse 


ou 


■ 

On en déduit 


■ ■ 


09) u 


— .log- 

21 l 


tang w 


1 e 


lu 


1 e 


lu 


l 


e 


i 


e Uu^ 


e 


Mil 


I 



l 


l 


I 


IZ 


4» 


î 


21 


;.[log(ï 


e 


— lit 


l u 



log(z— h s) H- 2 kizi]. 


Pour chaque valeur de z r les logarithmes ont chacun une 
infinité de valeurs, différant de multiples de 2izî] u aura 
donc une infinité de valeurs différant entre elles de mul- 

. .* * 

tiples de 7v. 

# 

i font exception. Pour chacune d'elles, 


Les valeurs z 



l'un des logarithmes devient infini, et il en est de même 



u. 


Par chacun de ces deux points critiques traçons une cou- 
pure. Dans le reste du plan, les diverses valeurs de chaque 
ogarithme et, par suite, celles de .u forment des branches 



1 


ques 


Il reste à voir comment ces branches se permutent entre 
elles à la traversée des coupures. Pour cela, supposons que 
I décrive, dans le sens direct^ un contour fermé entourant le 


'A 


44 





PITR 



point 



ment 


de i — z en variant d'une manière continue, se sera accru 



+ z reprendra sa valeur îmti 
mier logarithme se sera donc accru de 2tzî, sans que le 
second ait changé. La valeur initiale de u- étant u 0 , sa valeur 

finale sera donc u 0 + tc. 

Dn voit de même que, si ; z tournait autour du point — /, 


u passerait de la valeur initiale u Q à la valeur finale u 0 — -iz. 
En dérivant l'équation (19), on voit, d'ailleurs, que la 
fonction u a pour dérivée 


u 


i / ■ — i i \ 1 

1 



^2 


2l\l — Z l Z ^ "t- I 


1 i/ 


247. Ane sous. — Considérons encore la fonctio 



u =2 arc sin z, 


inverse du sinus et définie par l'équation 


z ss si n u 


0 l il _ 1 IV 

i i 


d'où, en résolvant par rapport à e' w , 


e lu — iz ± i/ 1 — z 2 , 



(20) u = ~\og(iz±\/i — z 2 ), 

' i 


yfi — z 2 désignant l'un des deux nombres réels ou com- 
plexes dont le carré est i — z 2 . 




Soit iu 0 [l'un des logarithmes de ïz 
auront pour forme générale iu 0 H- ikiti) d'autre part 


iz — y/ 1 — z 2 étant égal à - — — f admettra, pour u 

i z H- sJ i — z 2 




de ses logarithmes, tir — îtfoi et la forme générale de ses lo 


garithmes sera î(tz — u 0 ) + ikiti. Les diverses valeurs de u 

f 

seront donc données par le système des deux formules 


¥ * 


U 


I 4 


7T — U ù + lk%. 
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Ces valeurs sont toutes distinctes, à moins que u 0 ne soit un 


71 


multiple impair de —, auquel cas la seconde formule donne 

-■ 

■ 

■ 

les mêmes valeurs que la première. Si cela a lieu, on aura 




i 


m 2 


2 k 


f 



I 


2 


2rt' + l 


IZ 




I 


e 


< 


1 


) h 


ri 

d'où 


( 


i) 



I • 


On a d'ailleurs, en dérivant l'équation (20), 


u 


r 


1 


l 


l 




I 


* 2 



1 

2 


\ 


1 



2 >3 


1 




*2 


érivée finie et continue, sauf pour les valeurs critiques 


248. Considérons la région du plan non extérieure à un 
contour fermé sans point multiple qui laisse à son extérieur 
les deux points critiques. Dans cette région, z/ 0 , admettant 
une dérivée constamment finie, varie d'une manière continue 

et n'est jamais multiple impair de — . Le module de la diffé- 

rence entre u 0 et celui de ces multiples qui en est le plus 
voisin restera supérieur à un nombre positif fixe. Les diffé- 
rences mutuelles des racines w, étant de l'une des deux 
formes 2k^z 1 2« 0 + (2^+ O 1 ^ resteront aussi supérieures 
à un nombre fixe. 

En raisonnant comme pour lesfonctions algébriques, on en 



ut que, si l'on trace, à partir des deux points critiques, 
des coupures quelconques, les valeurs de u pourront, dans 
tout le reste du plan, se répartir en branches svnectiques. 


1 

249. Supposons, pour plus de simplicité, les coupures 
tracées de manière à ne pas rencontrer la portion de l'axe 
des x située entre — i et + i. Chacune des branches de la 


7 ' 


46 
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4 


fonction u sera caractérisée p 




o 



nomb 


Désignons par u k la branche qui corres 

Lorsque u varie de (k — -j)^ à (£ 
continu et réel et varie de 




prend pour 
t un entier. 


a valeur kn. 


nus z reste 


i a + i ou de + i a 



i, sui- 


que 



P 



, en passant pa 


u 


ement 


k 


( 


tz a 


restant réel, Uk variera de 

Donc, en chacun de ces deux points, les branc 
deux à deux des valeurs égales, de telle sorte qu'au point 

» - *- 



î 


on ait 


4 

u 2k 


u 2k 



I 

2 


7T 


au point 



i 


u 2/r-hi 


2 >t— î— 


I 

2 



Les deux branches qui deviennent ainsi éga 
critique se permutent entre elles si z décrit un contour fe 
sans point multiple G entourant ce p< 


r 

e 


■ 

int. 




t 


et soit décrit autour du point -f- i , par exemple. Tout le long 

i ■ \. ' f. f 

de ce contour, chacune des branches de la fonction u con- 
servera une valeur infii 


îmen 


L ' ' ' \ , * 

qu'elle atteint au point critique ; car, i — z 2 étant infini- 


t 


eût, il en est de même de J i — z 2 ; donc i z 
^a infiniment peu de sa valeur limite ï; sor 

* " ■ ' 

ument, et, par suite, son logarithme, diffère 


S/' 


Z 


2 



ment peu de leurs valeurs limites. 

Parmi les diverses branches de la fonction, il en exis 

7 



5 


G 


■ 

fîniment voisines de 


i 


+ - ) 7i : ce sont les d 

2 


branc 



Uik et u^k-hi , dont la valeur limite est 


Cela 


posé, soit 


point 


C 



» 




* / 

• 9 /Y 


exemple, au point z 0 sera l'une des valeurs que l'expression 


(21) 


prend pour z = s 0 , e étant égal à 



i . 


c 


infiniment voisine de 


avec la 




i » 


I 

2 


7T, sa valeur finale coïncidera 

* * *i 



* j - , - ; 

ur au point z 0 de l une des deux fonctions w 2 a, 


I 


2k+i 

Mais le nremier cas 


dantce mouvement, l'argument de i +z change infiniment 


peu et reprend au retour sa valeur primitive ; celui de î — z 
varie, au contraire, de 2iz ; celui du produit i — z 2 variera 

1 

donc de 2n et le radical \/ 1 — z* = (i — z 2 ) 2 se reproduira, 


multiplié par e % 


i. Donc, lorsque z reviendra â la 


valeur z Q , la valeur finale de la fonction sera l'une des valeurs 
de l'expression 


I y 

j\og{iz 0 



E V/ l 


Z 



1 


1 


esquelles sont toutes différentes des valeurs de l'expression 


I 


^IOg(^ 0 



z 



parmi lesquelles est comprise la valeur initiale. Donc, en dé- 
crivant le contour, on changera la valeur de u et l'on passera 



U 



La fonction arc cos^ inverse du cosinus, définie 


par l'équation 


cos u 


ne nécessite aucune étude nouvelle ; ,en effet, cos u étant 


5 
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à sin 
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% 

2 



U 



aura 


arc coss 



il. 


4 



Cette ex 
fini té de v 



j * 


arc cosz 


.2 


a 



71 
2 


2^71 



2 #71 


eur de z, une in- 



# rH 2 /ctt, 


en 



7T 
2 


6 


1 
« 


1 


« j 


/ 


*• . 


i 



2 
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Formule de Ta 



251. Soit f{x) une fonction réelle de la variable réelle 
qui resle continue, ainsi que ses n premières dérivées, dans 
un intervalle AA'. 

Désignant par a et a -h A deux points de cet in 
posons 




h) 


fia) 



hf'(a) 



(0 


h 

I . 2 


fia) 



h n 



i » 


in 


Le 


fo 



mer. 


En prenant les dérivées successives de (i) par rapport à h, 
voit : i° que la dérivée n ièm * de R„ est égale à f n (a+ h); 


h); 


premières 


o. 


Ces deux conditions suffisent à définir complètement R ra ; 


q 


7 


ayant sa dérivée n [ème nulle, sera un polynôme entier d'ordre 

il premières dérivées 


i, mais Ce polynôme et ses n 


s annulent pour h = o; il est donc idenliquement nul. 


/ 


Or on peut vérifier immédiatement que l'intég 



I 


( 


_i_ f 

a — i ) ! J 


a -h h 


(a 



h 


X 


f 


sa 


'ait aux conditions précédentes. 


Po„. ^montrer, posons d'abord x 


1 


i 


i 


0! 


i t 

rt h 

f (/<•■ 


x f n {x)dx 









£) dt* 




ra 


Cherchons la dérivée de cette intégrale. On voit que h 


figure dans I à la fois comme limite et comme 



être. 


faut donc appliquer la règle de dérivation des fonctions corn- 
posées. Mais la "fonction à intégrer s annule pour f 



donc la dérivée par rapport à la limite est nulle et 
simplement le terme provenant de la dérivation par rapport 


au 



di 

dh 


I 


w. 


2) 



A 


(A 


f ) n ^ 2 / rt ( a 



* ) dt . 


On trouvera de même 


+ » 


£ • A 


d'-ï 
dh 2 



h 


(h 


t)n-*f»(a-ht)dt 


I 


■ - 


! 


/A 



Toutes ces 
dernière 



ressions s'annulent pour A 
ion donnera 


o. 


En 


dh n 


=/'(« + *)• 


! 


1 


! I 


(0 




I * 


No 


us 


1 

trouvons ainsi pour R re l'expression suivante : 


R 


j 


à 


n 


(n 


(h 


t) n - l f»(a+t)dt. 


p 4 


ê I 


Posons t ==. uh ; u variera de o à I , et l'on aura 


(2) 



252. Soit /? un entier positif arbitraire non supérieur à 
la fonction à intégrer sera le produit des deux facteurs 


m y- 1 et (i — u)"-Pf' l (a 



uh ), 



le premier est positif et le second continu dans le champ 
d'intégration. On aura donc, en appliquant le théorème de 


a moyenne, 


R 


II 



(i 


u ) r>~ 1 du 


v désignant une quantité comprise entre o et i. D'ailleurs 




u)P~ i du 


R 


II 


kn 


(I 


(I 


ll)P 


P 


1 


J 0 


9 ) «—Pfn ( a 



(n 


i)lp 


) 


i 


P 


■ i 


t, en particulier, si nous prenons 



n 


R 


h 11 


n 


n i 



Bh ) . 


: 
i 


253. La formule (i) est connue sous le nom de formule 
Taylor. L'expression (3) du reste, donnée par Lagrange, 
t parfois commode; elle a toutefois l'inconvénient de con- 
tenir un nombre inconnu 9, dont on sait seulement qu'il est 

ris entre o et i. L'expression (2), qui ne contient rien 



indéterminé, est à cet égard préférable. 



n constant et h infiniment petit, les for- 

m 

mules (2) et (3) montrent que R re est infiniment petit, 
d'ordre n au moins. On aura donc, pour l'infiniment petit 


2D2 




PARTIE, 



Ë III. 





ht 


0 



I • 2 


i 



(n 


1 


approchée aux infiniment p 
Supposons, au contraire, 


de 1 



ou assujetti 

iment. S 


on 


peut démontrer que dans ces conditions R„ tend vers zéro, 


lim 


/( 



h) 


lirn 


/ 



h fa H- 




(n 



O 



le 


/( 



hf 




ï 9 





ou a 



pour somme 


254. Posons, dans la formule de Taylor, a 
nous obtiendrons la formule de 


o, /i 



(4) /(*) 


/(o) 


■a?/'(o) 


X 


n 



m * 


(/i 


0 


! 



1 (o) + K 


où R n peut être mis sous les formes suivantes 


( 


0 


u) n ~ l f n (ux) du, 



x 


n 


n 1 


). 



J 


Cette formule suppose que la fonction f et ses 
qu'à Tordre n soient continues dans un intervalle compre 
nant à son intérieur les points o et x. 


255. On peut aisément étendre la formule de Tay 
fonctions de plusieurs variables. 

Soit, en effet, /(#, y) une fonction des variables 
x, y, dont les dérivées partielles jusau'à l'ordre n restent 
continues tant que x est compris entre a. et A', et y entre B 
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et B'. Soient a, a + h deux nombres compris entre A. et A', 


b,b-*rk deux nombres compris entre B et B 


Posons a 


a 



ht, p 


b 



kt. L'expression 



kt) 


considérée comme fonction de t, aura des dérivées 





A- 



h 


d 





da 



?'(0 


h 


da 


k Tb) f ' 




ô__ 

db 


?'(') = 


h 


à_ 
da 



k 


d_ 
db 


é * 


Ces dérivées seron 
entre A et A', et b 
variera de o à i. 



ht sera compris 



fi 


iquant à cette fonction la formule de Macl 


sant t 


i 



dans l'équation obtenue, nous aurons 


f(a + h t b 




f(a,b) 



(5) 



d 

da 



k 


à 


db 


/(«> t>) 



• * 






être mis sous 1 une des formes suivantes : 


i 


(n 



) 



(i 


I 

n ! 


à_ 

da 


En posant /(«, 



da 



k 





0A, b 




A, 6 




prendra la forme plus simple 


Ay 



i 


J .2 



# ê • 



7 




■ 


y H- Ay, cette 


(n 


1)1 


i * 


aquelle subsisterait évidemment pour un nombre quelconque 


varia 




Si A et k sont des infiniment petits du premier ordre, 
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era un infiniment petit d'ordre n au moins, et pourra être 


supprimé de la formule, si l'on veut borner l'app 
à cet ordre de grandeur. 



imation 


* i 


256. Les considérations précédentes s'étendent sans peine 


_ 

aux fonctions de variables complexes. 
Soit f(z) une fonction de synecti 


# % 




riable reste dans l'intérieur d'un domaine 

1 v 

liane rectifiable située dans l'intérieur de ce domaine et ioi- 
gnant les points a 





• 


n verra 


identique à celui du n° 251, qu'on a 



♦ 1 4 « « 


* 




a 


hfa 


h n 




* 



* > 


le reste étant donné par l'intégrale 


s 


I 


(n 


f 

f [a 


t i 


'I. 


•1» 



h 


z]' l ~ l f n (z) dz 


Si la droite qui joint les points a ët aH- /i est tout entière 


comprise dans l'intérieur de E 7 on pourra la prendre pçu 


ligne d'intégration; sa longueur sera 


h 


D'autre 


a 



h 


de |/"(*) 


z \ variera de J h \ à o. Si donc jx est le ma 


sur cette ligne 


* ■ 



on aura 


la. 


V-\h\ n 


•i 



hypothèse se réalisera toujours si l'on admet qu'on 
puisse tracer du point a comme centre un cercle K contenant 
le point a -t- h dans son i 



et 

non extérieurs à ce cercle soient intérieurs à E. 







2o7 . On peut: aisément établir tpïé 
vers zéro lorsque n tend vers oo. 

• En effet, z ) étant i continue dans' l'intérieur de 
module le long du cercle K ne pourra surpasser un certain 


so. 


maximum 


soient; $ : le rayon' du; cercle» -8 ' là distance 



255 


û point z au point «, laquelle varie de p à | h\. Sa distance 


au cercle K sera p — 8, et, f"{z\ étant la dérivée (n 
de /'(a), on aura, d'après la formule du n° 207, 


!/"(*) 


: ( 7i 


i)TM' 


< 


D'autre part 


(p 


5 



h 


1*1 


1 > 


onc 


< t 


"TV 


î . » 




1 W4 



h 


n — 1 


< 



P 

h 


à 


(n 


i)l M' 


P 



n—l 


0.1 M'; 


car le maximum de 



I 



ie me 


P 


y- correspond évidemment à o 


On aura donc, | h | étant la longueur de la ligne L, 


ri 


1 
« 


i •■ 


< 



n 


M' I h 


* ■ 


o. 


t, comme I h 




p, cette 


r 



*" * • * * 't * v • ' ' «' 

. - * t- 

sion f tend vers zéro pour 


■ 


us pouvons donc énoncer ce théorème : 


La série infinie 


* i 


' ( r 


9 t 



a 



hf a 


r 



—fa 

I • 2 


f 


• ! 


« * I 


r 


* I 


' 1 


* r 


f(à^rh) tant que le 


est; convergente et a pour somme 
point çl 4- A restera intérieur à 1 u 
centre en a et qui soit entièrement intérieur à E. 

En posant,, en particulier, a '^.o\ y h ^. 

# ■ - * 


f 4 


fo 



aunn^ aui 


j ' t 


T t 


P 


our n 


ao, donnera une série 


les imêitres 


i i 


■ 


( £ 


c 


e théorème établi dans le numéro précédent peut 



4 i . I 


\ 


rdutre voie r qui donne une- nouvelle 


V 


f ' 


J * 


i 'M 


Jr * 


ï 


256 



I 




PARTIE* 


a et a + h étant contenus dans le cercle K, où 


CHAPI 



il 


I est s 



f a 


A* 


I 

2 7U 



h) 



f{z)dz 


é * » 


I 

2 


î 

2 TU 



a 



f{z)dz 


a 


h 



f(*)d 



hfa 


1 



4 


A 71 


(te 



aura 



ri-X 


a 




a) 


2 



n — 1 



1 


I 


A 


i 


y 



01 





R 



a) n 


A" 


a)" (s 



a 


ou 


R 


i 


n 


2711 



( 



a 


h) 


Soient p le rayon du c 



e R, M le maximum de/(z) sur 



ce cercle ; on. aura 


R 


n < 


I 

2TC 



h 



M 


P 


. 4 *A i 


00* 


* . 
■ 


259. L'extension aux fonctions de plusieurs 



souffre aucune difficulté. 


■. 


Soit, par exemple, une fonction /( 
qui reste synectique tant que z ne so 

m 

rayon p ayant son centre en a, ni u 
rayon r K ayant son centre en 6. Soie 


de deux varia 



K 


* 


cerc 



de 



h un pom 



R 



R 


tité 



* 


r 


i , mais qui ne surpasse m tt-, ni V-rî 



A 




CL 




■ 


■ ■ 


I I d 


sera une 
d'un cei 



On peut donc 


que / ne sortira pas 

er< pour 
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t = i , par la formule de Maclaurin. Le résultat sera iden- 
tique à celui du n° 255, et le reste R ra tendra vers zéro pour 


oo. 


4 l«U5J 

260. Appliquons la formule de Maclaurin à quelques 
fonctions simples. 

La fonction e z a toutes ses dérivées successives égales à e z . 


Pour z 


o, elles 


se réduisent à l'unité. On aura donc le 


développement 


(6) 


^2 


e 


i 


i 



I ,2 


t 


r n — i 


+ 


i) ! 




i sera toujours convergent, quel que soit s, car e z est sy- 
nectique dans tout le plan. 

Posant £ = i dans cette formule, nous trouverons la valeur 

• n m 

de la constante e 


e 


t 4 


i 
i 


i 



1*2 



ngeant z en iz, puis en iz et combinant les formules 
obtenues, il viendra 


(7) coss 


e 


IZ 



e 


— IZ 


,-2 


I 


Z 


^6 

-4J 


2 



sin 


e 


2Z 


I .2 


r 3 



1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 



2£ 


Z 


Z 


1.2.3 



J .2.3.4.5 


séries également convergentes dans tout le plan. 


261. Considérons la fonction u 






z) m j et, pour pré- 
s le cas où m n'est pas un entier réel, celle des 
es de cette fonction qui se réduit à i pour z = o. On 





u 


(1 



u 


f 



* ) ? 


u n = m ( m — j ) . . . ( m 


n 



00 



m—ti 


Po 


ur ^ 


o, ces 



*> m, m (m 


se réduiront à 


. 4 \ 

m (ni — 1). . .(m 



0» 


» 

Substituant ces valeurs dans le développement de Maclau- 


J. 


I 


17 
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formule du binom 



* 1 ^ 


m 


J 




m(m 


2 



r i ; 


(9) 


I * 2 # , « / 



fond 




ni 



ue £ 


i 


la série ci-dessus sera convergente tant que [ a | < i. C 

i 

cette condition est satisfaite, soit p une quantité co 

* - . * 




ise 


entre 


et T unité. La 



sera syneçûque dans un 

et le point z 


lui est intérieur. 
Àu contraire, si 



ne sera 
fût, qu 



ses n 






oo vers une limite 


S 


it pour n 

S w tendît vers zéro. O 

i ... . . • 

ne de la série. Ces tern 


différence est le (n - 
vraient donc tendre vers zéro pour n = oo, ce qui n'a pas 


lieu, car leu 





a 



1 ■ \ ; 


contraire avec 


que n est suffisamment grand. En effet, le rapport du 



généra] 


m {m 


i). . .(/n 


n 


0 


- n 


au pr^ce 



est 


m 


n 



i 


À9 


n 


et, quand n tend vers oo, le module de ce r 



td v 


tend vers 


z 


quantité 



i . 


• j - _ - • I 9 

26:2. Passons à la fonction u 

successives sont 


log 





s 



u 


n 


Pour s 


( 



Z ) 9 



ff 



-S ) 


2 


o, elles se réduisent respectivement à 


i 


r 


( 


i) n - 1 (n — i) ! 


1 ' ï 



'J 


On 


aura 




qu 



e pour m 


(fo) 


lo«r(i 



A* 


) 


4* 


ce dév 




j. 


En changeant z 


en 



o 


2 



4 ' 1 ' ' 

Par les mêmes raisons que 


ement sera 


e 


2 




es du logarithme 



1 g?l 


n 



• * 



la formule du binôme, 



si 


z 




gent si 


z y nous trouvons 


et en 


log(i 



z 


2 


lo£ 


I 



I 


2 



Z 3 



3 



2 

5 




i 


Z 


X 


2 a 



x 


a et x étant deux nombres réels et 



; il viendra 


log 


a 


x 


a 


\og(a 



x ) 


loga 


2 


4? 


2a 



X 




2a 



xy 




C'est 


sur cette formule et sur la suivante. 


ïogx 



fogy = log -ay, 


qu'est fondé le calcul des Tables de logarithmes. 



i . x 


i 


i, on auja 





g2- 


2 



J 




i 


Posant ensuite # 


125 


7 


OC 


log 128 


log 125 


3 ? il viendra 


2 (253 



• * 


et, comme log 128 


log2 7 



ation donnera Jog5. 


4 j 

7 log2, log I 25 



g a, cette 
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On trouvera de même log3 par l'équation 



RE 



41og3 


4l0g2 


log5 


log8i 



2 


I 


puis log7 par Té 



H- 




41og7 


51og2 


log3 


2 log5 


log7 


1 t 

Iog(7 




et ainsi de suite pour les autres nombres 
simple addition donnera ensuite les logarithr 

■ 

composés. 



. u 




es no 



Les logarithmes ainsi cale 



sont népériens. Pour obte- 


nir 


ir les logarithmes vulgaires, on devra les multiplier par le 


■ 

f ac teu r 


i 


lo 


gio 


263. Nous avons trouvé 




) la formule 


arc tangs 


1 


11 


? [ lo g(< 


log(ï 



z) + 2&7U] 


I 


2 l 


; [log(l 


iz) 


log(i 


iz) -h î.#:flj 



Développant les logarithmes parla formule précé 
aura pour celle des branches de l'arc tangente qui s'ann 
pour z 


arc tang£ 


z 


z* 


3 


+ 


4j 


5 


Ce développement sera encore convergent si 


z 



1 * 

1, diver- 


gent SI 1 m 



1 . 



Il donne un procédé commode pour le calcul numéri 

nombre tz. On calcule d'abord l'arc cp qui a pour tangente ^ 
La formule donnera 



1 

5 


1 


3.5 


# • 


On aura ensuite 


■ 


tan g 


d'où 


* 


quati 


tang2<p 


tang4q) 




4 


7T 

4 



era 



ï 


r 


289 


3.2 



2 tang<p 5 

ï — lang 2 tp 

J 2 

2 tang2 o 

Ï2G 

ï — tang 2 2 <p " 

— — ■> 

tan^49 — ï 

I 

i -4- tang4<p 

289 


I 


+ 


261 


264. Co 



n u 


Ch 


de ses branches sera synectique dans tout cercle qui laisse à 


son extérieur les 



points critiques 



1 et 


1 


O 


n 


Maclaurin 



ï 


une série convergente, si | z 

Choisissons en particulier celle de ses branches qui s'an- 
nule avec z. On aura pour z 


o 


u 


o 


u 


! 


I 


et, d'après le n° 162, 


u 


o 


J 


M (»»+i> = I «.3t. , 2n 


') 


2 



tituant ces valeurs des dérivées dans la formule de 


Maclaurin, il vient 


arc sxnz 



1 z 3 

2 3 



1 .3 


2 . 



5 



2.4.6 7 


Si 


z 



1, cette série sera divergente, car le rapport du 


erme général au précédent est égal à 


(2/1 


1) 


2/1(2/1 



0 


quantité 



le module tend, pour n = 00, vers | z J qui est 




1 


1 


ii 1 • .. * 
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CHAPITRE III 


* « 


1 . ' 


II. 


Procédés pour eff èctuer les développements en séries. 


> 


26o. Soient x un infiniment petit, jr=^= /(a?) une quantit 
qui en dépend. Proposons-nous d'en déterminer une val 
approchée, de la forme, 



* J f 



% m 



.i 


! ; 


et qui ne diffère de la véritable que d'un infiniment petit 
d'ordre n au moins. 

Si f"(x) est continue aux environs de .r = o, la formule 
de Maclaurin résoudra la question. Elle donne, en effet, 

■ * 


/(o) 



*/'(o) 




1 . 2 . . . ( 


0 



R 


ni 


R 
n étant d ordre ^/i et, par suite, négligeable. Mais cette 

méthode exige le calcul des dérivées successives def(x), qui 


peut être fort pénible. 



est d'ailleurs inapplicable si 


f n (x) n'est pas continue aux environs de x = o. Il convien 


donc d'indiquer d'autres procédés. 


266. Si y 


a 



v 



d 


partielles, u, v. 


chées d 


S 


1 


armi les fonctions «, i>, q 


celles 


mble 


ces valeurs principale 


q 


approximation est insu 


somme 


ffi 


santé; il faudrait donc recommencer le calcul en prenant un 

terme de plus dans le développement de chacune des quan- 
tités u, v 


S 


y 


2 %\nx 


sin 2 x 



'i 
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,es quantités 2 smx et — - sin2# sont du premier ordre; 


mais la somme de leurs valeurs principales est nulle. Pous- 
sant donc l'approximation plus loin, on posera 


2 sin x — ix 


2x 


™3 


sin ix — <xx 


1.2.3 

8x 3 



m ■ 


5 


d'où 


1.2.3 




267. Si y 

m 

on aura sa valeur approchée en 


mu 


valeurs approchées des quantités u et v et négligeant dans 
ce produit les termes d'ordre p n. Il suffira évidemment de 


q 


celle de t> jusqu'aux termes d'ordre n — a. 


p. 


terme 


valeur principale, est évidemment le produit des valeurs 

es de u et de v. 




268. Si y = soient 


Ua — Xx* -h A',r a 



t. 


des valeurs approchées de « et de et soient 


On 


= -f- R, p — 4- S. 


aura 


# w^ t — pw t — S// 


i> et étant d ordre [3, et u t d ordre a, cette expression sera 

^ /i si Tordre de R est >/i + p, et si celui de S est 



On aura alors, dans les limites d'approximation deman- 


dées, 
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Gela posé, on effectuera la 
moment où l'on introduirait 


degré > n. 





T le reste ; on aur 


C'xf+... le 


m 




y t jusqu'au 
es termes de 




• » 


ision 


Le 


y 


u 


1 



T 


G x*t 



terme du 


Gœr 




T 


T 






d'ordre > /i, — sera d'ordre > n et pourra 



pothèse, 




O 


n aura 





C'xT 



avec l'approximation demandée. 

Le premier terme de ce développement C#Y, qui est la 
valeur principale de y, sera évidemment le quotient des 
termes A.r a , B#P, valeurs principales de u et de v. 

■M- M. 


Si p 



a, les premiers termes de la suite y, y', . 


négatifs. Dans ce cas, la formule de Maclaurin n' 

été applicable à la fonction y, car cette fonction, 

infinie pour x = o, sera discontinue, et ses dérivées 
1 





Au lieu d'effectuer la division de 


II. 


ce qui est au 



la même chose, 


par 


v t , on 


poser 



C,c, 


Y> Y 


y 


CrY 



étant des indéterminées 


Cela posé, l'équation y 


u 



s'écrire 


u 


ou 


{Cxi 



Cxt 



. .) (B^P+ . . . ) = A^ a + k f x*'+ . • •> 


SÉKJES. 
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ou, en de 



nt les calculs dans le premier 




/y* 


p 



* * 


A# a 



A' ^«'h- 



* - " 1 * 

xprimant l'identité des termes du second membre d 


e 


cette équation avec les termes correspondants du premier 
membre, on obtiendra une série d'équations de condition 
qui détermineront G, y, 



insi, par exemple, les premiers termes 


BG^P+Y et 


evant être ide 



ues, on aura 



7 




y 

BG 


oc 


A, 


(3, 


C 


A 
B 


Gomme application de cette méthode, proposons 
calculer les premiers termes du dév 
l'expression 



ment en 




x e 


X 



I 


e 


X 


I 



2 e 


X 


I 


Cette fonction ne changeant pas quand œ change de signe,. 

e développement ne contiendra que des puissances paires. 
Posons donc 



x e 


X 



I 


2 e 


X 


I 


A 



00 


.2 


I .2 


B 


OC 


4 


I . 2,3.4 



I . 2 . . ,6 


il viendra, en chassant les dénominateurs et remplaçant e x 
par son développement, 


00 


I 


X 

I 


x 


•X 


I • 2 


2 


X 


n 



m m 


m » 



I .2 



X 


n 



I • 2 • • • /2 


# • 




,2? 


I .2 


B 



1.2.3.4 



266 


PREMIÈRE PARTIE. 




Égalant les coefficients des mêmes 
les deux membres, on trouvera 



de x 



I 


i 


A 


. . An 


A, 



0 


f t 2 i I • 2 


(n 


j) 


■ * 



13 <> 



. 2 . . . ( n 


3) 


r-f. 


équations qui détermineront successivement A, 
On aura même deux équations pour ca 
quantités B. On trouve ainsi 




• t 


chacune de 


H 


i 


Bl -6' 


i 


T 


3o 


B 


i 


3o 


5 


66 


B 


B 



2 



270. Les nombres B,, B.,, . . . portent le nom de 


de Bernoulli. Ils se rencontrent dans une foule de questions 


v r * -m 

j 

sommes de puissances des nombres entiers. 
Pour établir cette relation, posons 


y 


■+- 


o 


n aura 


X 


h e 



y 


(a 




et pour x 


o 


(7 (a) ) 


0 


Mais on a d'ailleurs 


a 



2 


a 



I 


) 


a 


y 


e 


fi JC 


e 


I 


e 


nx 


X 


J 


e 


i 


nx 



A 


■ — 

I .2 





* * 




2 


l' 

A a< a?* -+- 


B 



1 


I .2 


15 a 


4 


I .2.3-4 



• * 


V 


/ » 


f 



RIES 
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en posant 


A a 


n 


a-hi 


1 


n 


a 


a— 1 


1 .2. . .(a 



0 


2 I . 2 ... OC 



_ 

J .2 L .2. . .(a 


0 


• * • 


On aura 



j 


a 



2 


a 




(.« 


0 



0 


1 .2 


a A a 


n 


a+i 


a -+- 1 


1 


2 


a 



1 .2 


a Ai 


a— 1 


B 


» 


I .2.6.4 


a(a — i)(a— 2)/i a 


-_3 





d a et u 


a 


\ 



À# a 


• 



étant une valeur approchée de u. On aura 



u 


lit 


R 


r 


s/ 







a 


Le dénominateur de cette expression étant d'ordre -> elle 

1 2 


sera négligeable si Tordre de R est 



oc 
2 


ri 1 ' . 

Si donc «1 a été calculé a\ec cette approximation, on 


pourra poser 


\Ju\ 


1 * 

' et y pourra se calculer en extrayant la racine carrée de u { 

* 9 119 1 T"^ * 1 * * * 


sq 


On 



Ui 


9 


Ui 


<1 


2 


"t -+- q 



quantité négligeable, car \J 


2 


2 


d'ordre ~ n 


> 


2 




7 


1 



; en effet, le terme suivant de la racine car- 

s'obtiendrait, d'après la règle connue, en divisant 

g 2 par le double du premier terme 

I 

, serait d'ordre g /? par hypothèse. 


terme de 



2 



268 


PREMIÈRE PARTI 


E. 

On aura donc, avec l'approxim 


CHAP 



y 


On aurait pu également em 


cients indéterminés, en posant 



y 



C'xT 



et déterminant G, G', . 
identique l'équation 


b m. 


r» r 


• * 



00*^ ~\ • • • ) 


2 




coefl 


de manière à rendre 



272. Soit, plus généralement, 


' r* 


y 


u 


m étant fractionnaire ou incommensurable 


Posons u 



v, u K désignant sa 


aura, par la formule du binôme, 




«#4 


mu" 1 1 v 



m(m — i) 


I . 2 



• * » ! ï^. t 


Gonna 


i et de on 



rmes 


pour que El soit d'ordre n r et par suite né 


tfî 


e aonroxima 


aisément 


273. Proposons-nous, comme application, de 


le radical 


2<xx 




suivant les puissances croissantes de a. 


Cette expression peut s'écrire 


«)]' 


x 


I 



I 

2 


<x(%x 


oc) + 



1 3 

2 2 


2 m 


■ # • 


2 


( 2X 


I .2 



m 




• • • * 




Il ne restera plus qu à développer les puissances du binôme 


x 

A 

eme 


ble 



On 


fo 


I 



X A iX -H . . . 




y 



signe un 



me en x dont nous allons déter- 


miner la forme* 
Le terme 


i 3 


2 2 


■ 

2 m — i a m { ix 


«) 


m 


2 


ne fournira évi 



n 


mment de ternie en a" aue si m est ^ -, 

2 



mais S'il 


est compris entre ces limites, il donnera le 



j.3...(2 m — 'j) 


i .2 ... m 



.1.2... m i .2...(w — m). i.2. ..(2 m — /z) 


(2^) 


2 m 


i . 3 . . . ( 2 m 


1)2 


1.2. . .(n 


dœ Tl 


m ) . . i . 2 . . . 2 m 


oc 


71 


aïs on a 



i .3. . .(2m 


0 


1 


1 


1*2» * « 2 /7l 


2.4. • .2/n 


2 


1 . 2 . . . // x, 



terme précédent pourra donc s'écrire 


1 r x 

— ■ ( — 1 )»■ 


I * 2 • » * 1\ 


J » 2 » # # /?2 *I#2###^/Î 


m) 


(X 


et l'on aura, par suite, en ajoutant tous les termes en a", 




n /i 


1 



I .2 


/l dx n 



( 


T * 2 # mm 


1 ,2. •.m, i.2...(/e — m) 


2 /n 


On peut d'ailleurs sans inconvénient étendre la sommation 
aux valeurs de m qui sont moindres que — > les termes ainsi 



ajoutes ayant une dérivée n ième nulle. La somme entre paren- 
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thèses deviendra égale à (x 2 — On' aura l 



comme 


résultat final, 


* 



ï 


d n 


n 



Les expressions X w sont connues 




nomes de Le gendre. Elles jouissent de propriétés remar- 
quables, et nous aurons plusieurs 



l'occ 


asion de 



retrouver. 


274. L'expression y 


•V 


dx 


i)" satisfaisant, comme 


nous l'avons vu (16o), à l'équation différentielle 




2 



f 



0/ 


o 


et X„, n'en différant 
demment 




r un 




ura evi- 


* 

X' 


1 ) *n 



2xX' n 


n(n 



J)X« 


o. 


« ■ 


275. Trois polynômes successifs X^_ fî X^, X w+1 sont liés 
par une relation linéaire que nous allons établir. 


Prenons la dérivée par rapport à a de l'équation 


(i 

il viendra 


2ocx -h a 2 ) 


î 

2 


I 



oc 



m m 




J 


{a.- 


a)(i 



a 2 ) 


9 




n 



a 



* • 


« f 


r 

Multipliant par 


i 


iolx -f 


a 2 et remplaçant ensuite 


2 OC 


■ 


a-) 


i 

2 


V u 


par sa valeur, nous trouverons 


I f 


(m 



X, a 


a)(i 

(i — 2 aà .-+■ a 2 )( X! 



X fiCt^ ~\— . . « ) 





d'où, en égalant les coefficients de a", 


tl 


( ^ 



r)X 


/H-t 


■ v 




ou enfin 


(« +i)X /J4 ., 


I ♦ 


(2/1 



î) ^X,j 



/i — 1 


o. 



• I * 


2 7 I 


/b. D après 



y, dépendant d'un infiniment petit (ou infiniment 


grand) x, est d'ordre a si le rapport Z- tend vers une limite 

ce 

ïnie el différente de zéro lorsque x tend vers o (ou vers oo). 
Mais ce serait une erreur de croire que l'ordre d'infinitude 
d une fonction quelconque de x soit toujours susceptible 
''une semblable évaluation numérique, ainsi que cela avait 
lieu dans les exemples précédents. 


Co 


par exemple, la fonction y 


e 


X 


o 


n a 


comme 


i 



x 


m 

1 


4 


00 


m 



I ■ 2 • * • 


I • • 



et. 



suite, si x 



o 


■* 


y 


X 


m 



1 • 2 • • • 77% 


m étant un entier quelconque. On aura donc - 


r 


x 


m— ex. 


X 



T • 2 * m * T7 h 



ns m >> a et faisons tendre .rvers oo. On aura 


li 


m 


y 


a > 


lim 


m— a 


J * 2 • • » / / ■£ 


oc. 



it donc que, si 57 tend vers + oc, e x tendra également 


vers 



dent 


conque de x. 




. L'équation 


y 


: e 


X 


I t 

t ■ 

onne, en supposant x réel et prenant les logarithmes ari th- 


aï 



ues 


x 


ho s y 


onc, si Logj^ tend vers 4- oc, il en sera de même de y, qui 

us rapidement qu'une puissance quelconque de 
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Logy. Donc, réciproquement, si y tend vers +00, Logy 
tendra vers -+- ao, mais moins rapidement qu'u 




quelconque de y. 


Posons 


1 

y=-> 


d'où 


Los: y = — Loirz 



* « 


Si y tend vers + ao, z tendra vers o et Logz tendra vers — oo, 

mais moins rapidement qu'une puissance quelconque de -, 
prise avec le signe — • 


Donc, pour x infiniment petit (ou infiniment grand), Log.r 
sera un infiniment grand négatif (ou positif), mais 
l'ordre est inférieur à tout nombre positif fixe. Il ne saurait 
donc être question de lui assigner une valeur principale 



de la forme k.x*. C'est un infini d'une espèce particulière et 



irréductible à ceux que nous avons considérés jusqu'ici. 



278. Soit maintenant u — A# a + BxP -K . . + R 
fonction quelconque développable suivant les puissances 
de x. Proposons-nous de développer logw. 

On aura évidemment 


logM — a logx -h logA 



a 




Le dernier terme de cette expression sera développable au 


moyen de la formule qui donne log(i -+- x). Mais le terme 


alog.r par lequel commence le développement de logïf sera 
irréductible avec ceux qui le suivent. 


279. Les divers développements que nous avons 


bre de termes, donneront tou- 


r 

jours une valeur approchée de la fonction qu'on dé 



mment 


les puissances de x vont en décroissant). 

/ 



Cl s 


indéfiniment, on obtiendra d 
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aucun 



infinies. Si ces séries sont divergentes, elles n'ont 
sens. Mais Cauchy a signalé ce fait remarquable que, même 
en étant convergentes, elles peuvent ne pas être égales à la 
fonction qui leur donne naissance. 

1 

îrons-, en effet, la fonction f(x) = e*. Ses déri- 
vées successives sont des sommes de termes de la forme 

e x . Cela se voit immédiatement sur la dérivée première, 

et l'on vérifie non moins facilement que la dérivée d'un sem- 
blable terme se compose de deux termes de cette forme. 
Ces dérivées s'annulent toutes pour x — o 1 car, en posant 


z 1 on aura 


a 


1 


x 


a 


e 


az 


quantité dont la limite est nulle pour x = o , d'où z 

série de Maclaurin 


00. 


/(?) 


*/'(<>) 




indéfiniment, sera donc convergente, tous ses 
termes étant nuls. Mais elle est égale à zéro et non à f{oc). 
Il est donc nécessaire, pour reconnaître si une fonction est 
éveloppablé en série infinie par la formule de Maclaurin, 
d'étudier le reste R„ et de s'assurer qu'il tend vers zéro 

n augmente indéfiniment. C'est ainsi que nous avons 
procédé pour développer (1 + x) m , log(i -f- #.}, 



280. Soit f{x) une fonction qui devienne indéterminée 
pour une valeur particulière a de la variable. On nomme 
vraie valeur de cette fonction pour x 
aquelle tend f(a 


a la limite vers 


1 




lorsque h tend vers zéro. Cette 
vraie valeur peut être finie, infinie ou indéterminée. Si elle 
est déterminée, elle se trouvera en cherchant la valeur prin- 
cipale du développement de f(a -h h) suivant les puissances 
croissantes de A. 


J. 


I. 


S 


2^4 PREMIÈRE PARTIE 

Soit, par exemple, f(x) 





s'annu 



x — «, mais étant développables par la série de Taylor; on 




h) 


+ * 

cp ( a -+- h ) 

i 





-M<p'(«) + • ■ — + R„ + , 


<|/(a) -h A<|/(«) -K . .+ __«(,(»>(a) + p^ 

• • • 


Soient respectivement ® p (a) et les premiers termes 

qui ne s'annulent pas dans les deux suites 

cp(tf), cp'(a), ... et ^(a), V( a )* 


• • • • 


La vraie valeur sera la limite de 

■ 

1.2.../? ^(«) 


* ■ 




nu 









q, égale à 



(a) 




281. Si /Y#) devenait indéterminée pour # = oo, on 

\ / JL * 

pperait f(x) suivant les puissances déc 




ites de x ; et 


la vraie valeur serait nulle, finie ou 





serait 



nul ou positif. 


282. Exemples. — i° Soit à déterminer la vraie valeur de 



m 


pour m = oo. 


Cette expression est, par définition, 


eg 



C \ m / — g \ m 2 m 2 



— 1 f! 1 53 

çïmk'Ki gZ g 2 7« 3 m" 1 


m > * 


■ 

£ étant un entier qui dépend de la branche 



que 
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I 

Le dernier facteur tend évidemment vers e° = 1 . Si donc 


on choisit la branche pour laquelle k — o, d'où e- mhlli 
011 aura une vraie valeur, égale k e z . 


1 


Pour les autres branches du logarithme, la vraie valeur 
sera entièrement indéterminée, tant que m ne sera assujetti 

seule condition de tendre vers ». En effet, soit pi une 


qu'à 



quantité quelconque ; si l'on pose m 


2 IX 7T £ 



2 k 


71 1 


n e tant 


un entier qui tend vers 00, m tendra également vers 00, et 


e'* fM sera égal à e Loe ^ 


2 0 Cherchons la vraie valeur de 


* » * 


m 


I 


our m 


oc. 


Cette expression est, par définition, égale à 


m \ e 


m 


1 


m 



1 

\ogz 

m 

2 

m 1 

i 

Jog- 2 


2 

ni 




Sa vraie valeur est log^ 


3° Cherchons enfin la vraie valeur de z z pour z 


o. 


O 


n a 


La vraie valeur sera donc e% en désignant par v la vraie 


valeur de z logz. 


Or, soient p le module et m l'argument de z ; on aura 


logs 


-(Logp 




e premier terme z Logp a pour module p Logp. Lorsque p 
tend vers zéro, Logp tend vers — oc, mais moins rapidement; 
onc a Logp tend vers zéro. 
Le second terme zio a pour module p'f , qui peut prendre 
une suite de valeurs quelconques lorsque p tend vers zéro, à 
condition de choisir convenablement les valeurs correspon- 
dantes de (5. La vraie valeur est donc indéterminée, tant qu'on 
ne précisera rien sur la- manière dont <p varie. 


- 



PARTIE. 


CHAPITRE III, 



1S 


5 


5 


ument 



rester c 



mbres fixes (en partie 


ris entre 


p<p tendra 


D 


v 



lim z z 


e 



■ 

i. 


283. La vraie valeur d'une fonct 

■ 




déterminée 


Consid 


y) 


* 



sons 



pour x 


<*>,y 


dérivées partielles ne s'annulent pas. La vraie 


6, mais que leurs 



la limite du rapport 

■ 



da 


h 


4 


-h h, b 




h 



ou 



da 


h 




db 


k 


t ■ 




h 





k 


h 


On voit qu'elle dépend du rapport variable %t à 
l'on n'ait 






da 


db 



da 


db 


III 


Séries et produits infinis à termes numériques. 



tités. 


4. Soit u {1 u<>, . . u nj • . . une suite indéfinie 

■ 



î que nous l'avons 


successives 


s 


s 


il 


u 


1> 


1 




a î 





* # » 


■ 


i 



u 


2 




tend 



vers une 





ie s, on dit que la série 


S 


u 


i 



u 
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somme 


Dans le cas contraire, la série est 



ente. 


285. La divergence peut se manifester de plusieurs ma- 


nières 


1 0 Les sommes s K , . . . , $ 
mode de divergence est le s 
quantités u iy 



tend 


re vers oc 


. Ce 



qui puisse se présenter si 



• • • 9 5 


• . . sont réelles et positives, car alors 
les quantités s iy . .., . sont positives et forment une 


suite croissante (10). 


2 0 Les sommes s Ai 


»" "i j 


s n ne tendent vers aucune limite 


finie 



in 



Ce cas se présenterait, par exemple, pour la série 


1 





. L 



u'on peut trouver l'expression générale des 


sommes s n , on devra la discuter pour s'assurer si pour n 

m 

elle tend vers une limite finie et déterminer celle-ci. 

» * 

Considérons, par exemple, la progression géométrique 


00 


a 



ar -K 


• * 



ar n -\ 


2ar n . 


On a 


(0 


s 


r n ) 


n 


I 


Si 



1, \ r\ n et, par suite, r n tendra vers zéro. La série 


est donc convergente et a pour somme - 

1 


a 


r 


Si 


^1,5 est, au contraire, divergente; car, pour qu'elle 


convergeât, il faudrait qu'on eût 


o 


lim (s 


\mar n y 


n 


00 


ce 



qui n a pas 



; car on a 


ar 


11 


a 


r 


n 


> 


a 
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287. Considérons, comme sec 



,,la série 





n 


0 


1) (z H- n). . + + k) 


Le terme général peut se mettre sous la forme 


k 


+ 1 \{z 


I 


I 


1). . .{z 



n -h /r — i) 


(5 + ai) . , + 


1 ■ *» 

Sommant de 1 à m toutes ces expressions, il viendra 


1 


s 


m 


k 



1 


1 



1 ) . • . ( 5 



) 





les autres termes se détruisant deux à 
Passant à la limite, il viendra 



s 1 


k 


-r- 

+- 1 \_z 


1 


( 


4» 



] ) • • . ( Z -| 




I 

288. Dans le cas beaucoup plus fréquent où l'on n'est 
en mesure de déterminer les sommes s ni on sait (9) que la 
condition nécessaire et suffisante pour la convergence est que 
l'on ait, pour toute valeur de d, 



■ 


s 


n 


S 


Il 



u 




fit 


e n ne croissant pas 



n croît, et tendant ve 



zéro pour 


n 


00. 


On aura d'aille 


urs, en passant à la limite, pour/? 



s 


S 


La condition de convergence sera évidemm 


l'on a 



atisfaite si 


u 





Cette dernière relation, suffisante, mais non nécessaire 
pour que S converge, exprime que la série à termes réels et 


positifs 


T 


U 


I 



U 


71 



formée par les modules des termes de S, est elle-même con- 


SÉRIES. 


2 79 


S 


O 


S 


, au contraire, 


gente, sans que ï le soit. 

Les propositions suivantes mettront en évidence la diffé- 
rence profonde qui existe entre ces deux classes de séries. 

* 

■ 


289. Théo IlEME . 

série absolument 


On n'altère pas la valeur d'une 
convergente en changeant l'ordre de 


s termes. 


Soit s 


U ■> — f — • . . — (— u 


n 



ci 


geons l'ordre de ses termes; soient v,, %, ... les rangs res- 
ectivement occupés dans la nouvelle série 5' par les termes 

■ 1 1 

w 2 , Soit s m la somme des m premiers termes de s'. 

faut montrer qu'on peut assigner un nombre ji tel que, si 


m 



Y- 


3 


S 


m 


S 


fixée d'avance. 


devienne moindre que toute 


8 


■ 

Soit /i un entier à déterminer ultérieurement; désignons 


> 



somme s' m se composera : i° des termes a,, . . 2° d'un 
certain nombre d'autres termes z* a , u$, . . . d'indice > n ; soit 
n -\-p le plus grand de ces indices. 

1 égalité 



s 


m 


S 


s 


n 


S 



S 


t 

m 


S 


11 


S 


il 


S 



u 


CL 


u 


on 

j 




1 


t 


1 * 


\ 


S 


m 


S 


S 


u 


a 



< 


S 


n 


S 



n-ht 


U 




ttnH-p I J 



2£ 


m 




expression qui tend vers zéro quand n tend vers oo. Donc, 
en choisissant n assez grand, on peut la rendre 



5> 



■ 

. Remarque. — On peut, d'une infinité de manières, 
répartir les termes de s en une infinité de classes contenant 
cime une infinité de termes. (Nous pouvons, par exemple, 
mettre dans une première classe les termes dont l'indice est un 
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ibre premier; dans une seconde, ceux où il est 1 


nom 

de deux facteurs premiers, et ai 




9 

11 


e suite.) 


Soient •••• • les termes de la classe & % écrits dans un 

_ 


ordre déterminé : les séries 


v 



Vit 



m • 


I, 2y 


Y 



) 


seront absolument convergentes, et l'on aur 



t 


i 



t 9 + 


Soient, en effet, la somme des m premiers termes de 



s n celle des n premiers termes de s. 
que, si m tend vers oo, la somme 



faut montrer d abord 


■ 

tend vers zéro, quel que soit/?. * 

L'entier n étant choisi à volonté, prenons m 
pour que tous ceux des termes u K , u n 
dans 




jgurent 


ti figurent dans 


Les terme 


seront de la forme u ai wp, . où les 




n. Soit n -j- q le plus grand d'entre eux; on aura 


^1, W-Hl 




U 


a 


< 





u 


tl+q 


quantité qui tend vers zéro, pour n infini. 
Considérons, en second lieu, la somme 


si 


m 


- t 


m 


2/71 




t 


où /, m seront pris assez grands pour que S[ m contienne 
les termes de s n ; on aura 



a, P, ... étant 


m 


S 


u a Wj3 4 



/? ; et, par suite 


m 



E 


n 


/ 


Faisons tendre m vers oo; nous aurons à la limi 



-\-t 


l 



puis, 




l vers oo, 


t 


x 



t 


2 



S 


n 


Un- 


Faisant tendre enfin n vers oo, il viendra 


s 


t 


i-f 


t 


2 



291. Théorème. — La somme d'une série semi-conver- 
génie, à termes réels, dépend de Vordre de ces termes; 
en disposant ceux-ci convenablement, on peut lui donner 


la valeur que Von veut. 



Soit s 


u 


\ 


* 

+ + la série donnée. Puisqu'elle 


convergente, on aura 


s 


/i 


s 


n-hp 



S 


w r 

et, en particulier, comme u n ± { 


s 


S 


n ? 


n-hp 


S 


n-hp—i 


S 




£ 


n-hp— 1 



n 


Soient d'ailleurs A^ et — B n la somme des termes positifs 
et celle des termes négatifs qui sont contenus dans s n ; on 


aura 


lim s n 


lim(A n 


s . 


n = oo 


Mais, d'autre part, la série des modules 



f- . . . -h I u n I -+- 


est divergente par hypothèse. Donc les sommes 


u 


i h 


* . . , 


cr 


n 


U 


1 




Un\ 



■ * 

ne tendent pas vers une limite finie, et, comme elles sont 
positives et vont en croissant, elles tendent vers oo. 


L 


m 


lim \ k n 


B 


n 


S 


5 


lim I A n 



B 


n 


GO 


inent 


lim À ;1 _= oo, 


lim B n — oo. 


Soient donc c K , c 2 , ...les termes 


itifs, et 


y m m m 


282 


PREMIÈRE PARTIE. 



TRE 



les termes négatifs de la série s. 




x 




c 


1 



c 


2 



« • 


et d t 




*2 


-4- 


considérées séparément, seront infinies. 

D'ailleurs, le rang d'un terme quelconque dans l'une de 
ces séries étant au plus égal à celui qu'il occupe dans la série 


u 


1 




u 


n 



* « 


qu 


1 


îsulte de leur reunion, on aura 




c 



S 


n 1 


d n 




s 


Cela posé, il est aisé de voir qu'en rangeant çonvena 



ment les termes de la série 


5 

somme un nombre M choisi à v 

*" ■ .- • ..... 

Prenons, en effet, dans la suite positive c {) 

t * 

nombre de termes strictement 



pourra lui 


d 



IL 






somme surpasse M (ce qui est toujours possible, puisque 



que 


1 



1 


somme c s 



• ■ 



n 


. . . est infinie) 




d 


négative 


a 2 , 



la suite 


ecessaire 


... le nombre de terme 
pour ramener la somme au-dessous de M, puis dans la suit 


positive assez de termes pour lui faire dépasser de nou- 
veau M, etc. 

Soient $ f la nouvelle série ainsi formée, s f m la 


ses m premiers termes. 



quantités s 


! 

m 




autour de zéro et convergeront d'ailleurs vers ce 


En e 



, la di 



limite. 



rence s 


M est au plus égale en valeur 


absolue au terme dont l'adjonction a produit le dernier 
gement de signe clans la suite 



s 


t 


M, 


• * 


S 


f 

m 


M. 


■ 


Chacun de ces changements de signe exige alternativement 
l'emploi d'un terme au moins de l'une des suites c ( , c 2 , ••• 


OU 


d 2 , . . .. Dès que m sera devenu assez 



que le nombre des changements de signe qui se sont produits 

ml. f T» JT • t -m m. 


avant le terme s\ 
dernier d'entre 


M soit >> le terme qui a produit le 


celle des 


eux occupera un rang supérieur à 


n 



suites Cj,C2, • 


d 


1 5 


■ 

tient ; on aura donc 


d 2 , ... à laquelle il appar 


s 


ni 


M 
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292. Supposons que les termes de la série s, au lieu d'être 


t -9. 


réels, comme on l'a admis, soient des quantités complexes 


u 


n 


■ 

La série 2>u n tendant vers une limite finie c-\-di, Ha n 


et Hbn tendront respectivement vers c et d. D'autre part, la 


série S 


a 


n 



6;; est divergente, par hypothèse, et, 


ses termes étant positifs, elle a une somme infinie. Il en sera 


de même a fortiori de la somme 



b n |) dont les 


termes sont au moins égaux aux siens. Donc, l'une au moins 
des deux séries H\a» , SÎiu] a une somme infinie. Donc, 


e au moins des deux séries Ha n et 2 h n est semi-conver 


. On pourra donc, en modifiant l'ordre des termes de la 
ie s, donner une valeur arbitraire à sa partie réelle, ou à 
partie imaginaire. 


U 


293. Th EOIIEME. 


Si deux séries s 


V 


lin d 1 


v 


sont a 



ent convergentes, la série <r = %u a v$ formée 


par les produits deux à deux de leurs termes, écrits dans 
ordre quelconque, sera absolument convergente et 


aura pour somme st. 


h ■ 

Soit, en effet, <s m la somme des m premiers termes de la 
~rie o-, le nombre m étant quelconque, mais suffisant pour 
qu'on retrouve dans v m tous les termes du produit 


( «i + 



Un) (?i 




étant un nombre donné. On aura 


<7 


m 


S n t n 



H, 


R étant une somme de termes dans chacun desquels 



u moins des deux indices a, (3 sera 



Soit R 


et soit n-\-p le plus grand 


es indices a, (3, a', fi', On aura 


m 






< 


< 


$n ht 
$n hi 




R 



st 


u 


a 
u 


v 


P 



"a' I I ^3- 



n+i 


4- ( I " 




% | ) ( | P«-H 




V 



+ 1 9 


ri+p 
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r 

• 



I 



Or, les séries S 


2\u 


n h 



S 


v n \ éta 


par hypothèse on. aura 



vergentes, 


I 

et, d'autre part, 


Donc 



"T" • • • 


v n+\ \ 

| + . . . H- 

*n+p | 

■ 

|«i| 

H- • • • ~\~ 1 1 



-h. . .+ h 




e 


r 
n 




m 


St 



st H 



quantité dont chaque terme converge vers zéro si n tend 


vers oo. Mais on peut 



ndr 


e n ai 





3 



ni 



a 


condition de faire croître en même temps m. On aura donc 


bien, pour m 


ce 


5 


lim 


m 


St 


O. 


294. Ce théorème ne subsiste évidemment pas si les 
séries s et t ne sont pas absolument convergentes. 



l'une d'elles seulement, est semi-convergente, on peut 
remplacer par le suivant : 

série W qui a pour terme général 




w 


n 



u 1 v n—\. 




«» Vl ) 



est convergente et a pour produit st. 
En effet, on a par hypothèse 









n-hp 



£ 
S 


n » 


Gela posé, la somme 
est évidemment égale 


* m 


a 


U 2 V 


u 3 ( v n 



On en déduit 


u„ ( e 




% ) 

• • * V n ) 


< 


st 




U 
II 


n 


V 




V 




m m 



V 



$ ti $ t 


U 2 I £ n -\ 
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1 


/ 




m 



plus grand entier contenu dans 


n 


2 


Les 


quan- 



, t' n formant une suite non croissante, on aura, 


a fortiori 


W 


St 




st 



(\u 

$ti tn 


m-hl 






(| U 2 

i™ • • • H-~ I U ii J ) £ ^ 




/ 

1' 


)4 


Si /i tend vers oo, il en sera de même de m et n 




i . 


Donc tous les termes du second membre tendront vers zéro, 

7 


t l'on aura 


lim|W 7l 


st 


o 


295. Si les séries s et t sont toutes deux semi-conver- 

h i 

ffentes, la série W pourra ne plus être convergente; mais, si 
elle l'est, on aura encore 


w 


s £ * 


Pour le faire voir, nous nous appuierons sur le lemme 


suivant : 


Si les 
on aura 



s 


« 5 


lim 


Jl—OO 


s 


, s n convergent vers une 




s 



m • 



n 


s 


n 


S 


ite s 


On a, en 



'où 


s, 



s 


1 


et, 


s* 4 


n 



s 


n 


h s 


n 


S 


n 


S 



S 


(s t 


Si 


< 


• * 


n 


s 



s 


11 


s) 


s 


D'aille 



, S | , S 2 1 


. tendant vers une limite s, on a 


s 



&7U 


et à la limite, en faisant tendre p vers oo, 


s 


n 


S \ < 




Donc 




'CHAPITRE III. 



■ * 


S 


71 


S 


li 


I 



< 





li 


Les quantités e formant une suite non cr 
a fortioriy en désignant par \ l'entier 

de y//?, 


S\ — f— • • • 



n 


s 


n 


S 


< 


( n 





1 


, on aura, 
plus voisin 



-H 


et, en faisant tendre n vers oo, 


linri 



* ■ 


s 


n 




Les quantités 


verger 


s n étant toujours 


vers s, leurs modules 



vers 


5 


s 


s 


. Donc on aura également 




con- 


sent évi 


Jim 


I 



s 


n 


S 


Si donc les séries s, £, W sont convergentes, on 
•désignant respectivement par s n , t m W n les somme 
n premiers termes, 



s 


lim — 


• * 


n 


W 


lim 


w. 



296. Cela Dosé, on a 


lim 


.. + W 

n 


n 


4- % 




4- hp> 


li % t n 


11% t n 



« • • ^ 



4 



^1 ^71 "H ^ 


2 ^71—1 



t • 


Posons 


d'où 


s 


s 


h 


SÉRIItS. 


< £ E*5 


t 


k 


287 


t 



On aura, en désignant encore par m le plus grand nombre 


entier contenu dans 


2 


Si t 


11 




+ ^ ) ' 


^1 '*7i H" 


1> 


5 


Cl 


L 


/rt+1 v n—m « • • • 


11— m 



h 


//l-hl 



et, par suite, 




(*i 



(5-1 1 * * • 
x J « 



(*iH--. 



) 



(A 


/i 


m 


n 


t 


)$ n 


m 



m 


n 


Passons à la limite pour n = oc. Si l'on remarque que m 

■ 11 


et /i 


m deviennent infinis avec n 


m n 
et que — > — 


m 


ont 



pour limite commune 5, on voit que la limite du premier 
membre sera 


W 


st 
2 


st 


1 


z W 


st. 


ne on aura 


st 


Ii 


im 



• • • 



l) 



/i t 


n 


Or ce second membre tend vers zéro. En effet, son module 
est au plus égal à 




E 


m 



9*9 


E 


n 


= {-h 
< 


~4"" ■ m » 



S 


m 


m 


m 
n 


E 


t 

n—m+ 1 



* m m " \~ t 


n— m 


n m 


ni 


E 


n 


ni + 1 • 
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Or, si n tend vers oo, 




vers \s 



1 




t 


n—m 


n 


m 


vers 1 t |, 




vers 


2 ' ti- 



el 


s /M , i vers zéro 


297. Cherchons à obtenir des règ 
de distinguer si une série est ou non 

Considérons à cet effet une série dont le terme 




soit un produit de deux facteurs, telle que la suivante 

2à<x n ii n . 


Cette série sera convergente si la quantité 


- 


(2) 


#714-1 W ttH-l » • • • 



tend vers zéro pour n = oo, quel que soit p. Elle sera même 
absolument convergente si 


U 


«4-1 





u 


tend également vers zéro. 

Cette dernière condition sera certainement satisfaite si : 
i° la série Hu n est absolument convergente; 2° les modules 
des facteurs a n ne surpassent pas un nombre fixe A. 


On aura en effet, dans ce cas, 


a 


U 


714-1 


9 m 



OL 



U 




A(\u 


* • 



) 


quantité qui tend vers zéro pour n 

Donc, en multipliant les termes d'une série absolu- 
ment convergente par des facteurs dont les modules ne 
surpassent pas un nombre fixe, on obtient une nouvelle 
série de même nature. 

■ 

Si, de plus, les modules des facteurs a rt ne deviennent 
jamais inférieurs à un autre nombre fixe , leurs inverses ne 



pourront surpasser -? 


et l'on pourra réciproquement con- 
clure de la convergence absolue de la série Sa„w w celle de 


» 



V 



la série Les deux séries seront donc en même temps 

absolument convergentes ou non. 


r 




eux au 



cas 



convergence certaine peuvent être 


mis en évidence, en mettant l'expr 



suivante : 


ion 


sous 


la ! 


orme 


> ( ^ a 





(a 


9 m « . * 



a 


71-M 


/l-hp— 1 



) 

) (u 


71+/?— 1 





• ■ 


h u 


Il-hp — t 


* 

) 




(a 


/H-2 


$p )I • 


Soit M n le plus grand 


71+1 


S 


n 



des nombres I s 

i 1 


n+p 


S 


n U 


m • 


expression précédente sera au plus égale à 


■ i 



-hp— 1 


71 -hp 




a 


)M B 


* 5 


Lette 


quantité tendra vers zéro pour n = oc, si l'un des 


deux facteurs qui la composent tend vers zéro, l'autre res- 
tant Uni. 



j 0 


. Supposons, en premier lieu, avec Dirichlet : 
Que la série 


(4) 


ce 


1 


m m 


OC 


m m 


soit convergente ; 


2 


o 



u'on ait, pour n 


GO 


lim a 


o: 


7 


3° Que les modules des sommes Si f s 2 , . ne surpassent 
pas une limite fixe L. 

es conditions sont remplies, on aura 



(5) 



n-{- p-1 


n-hp 



OC 


n-\-l 


a 


n-h2 



S 


71? 


s tendant vers zéro. 

m V 




ès la seconde hypothèse, a n+p tendra également vers 
zéro. Enfin les quantités | s n+p — s n \, ... et, par suite, M» ne 


sur 



P 


J. 



L. Il y aura donc convergence 


I. 


1 


9 
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■ t 

cas particulier le plus intéressant est 



ui ou 


h 1 on 



pose : 


1 


Que les quantités a sont positive 



décroi 


2° Qu'on ait lima„ 


o : 



ce cas, la série 



ui se 


réduit à 


(#! 0C 2 ) 


I 



(a 



est évidemment convergente, et a pour somme a, ; 


3° Que les quantités u K 




nt une suite pério- 


dique, telle que la somme des termes d'une période soit 


nulle . 


Particularisons encore, en supposa 



réduise à la suivante, 


i 


i 


i 


nous obtiendrons ce théorème : 


a suite des u se 


■ 



■ 


? série 


a 


i 


a 2 #3 


4 


dont les termes sont positifs et décroissants, et tels que 
l'on ait lima„= o, est toujours convergen 



m 

300. Supposons, en second lieu, avec Abel : 
i° Que la série (4) soit convergente; 
2° Que la série u K - 



aussi. 


- Uji H~~ • • • le 

L'expression (5) tendra encore vers zéro. On a, d'autre 



part 


a 


714-/; 


a 


(a 


i 


a 2 ) 


• ■ ■ ( M/i-k-p— î 


a 



d' où 



a 



A, 


(4) 


nombre 


premier 
e. Quar 




d'un 


aux au 




S 


n U 


5 



teui 



donc 


V€rs 


La convergence de la série 
5 quantités a ( , a 2 , ... sont 



est évidemment assurée si 


et non crois- 



SÈMES. 


2û I 


7 ans ce cas particulier, on aura donc 




me 


suivant : 


Une série convergente reste encore convergente si l'on 
multiplie ses divers termes par des nombres positifs for- 
mant une suite non croissante. 


301. Les séries absolument convergentes, étant les seules 
où l'on puisse changer à son gré Tordre des termes, peuvent 


s 



es 



employées commo 



te d'apprendre à les reconnaître. Ce 


modules, dont les termes 


Cette 


1 

circonstance donne un intérêt particulier à 
l'étude de la convergence de ce genre de séries, qui va dé- 
sormais nous occuper exclusivement. 

Cette recherche est fondée sur le principe suivant : 

Si une série (à termes positifs) 2v n a ses termes plus 
petits à partir d'un certain rang que ceux d'une série 
convergente de même nature S w w , elle sera elle-même 
convergente. 


En effet, si l'on a 


v 


n 



U 


ni 


U 


/i-M 




U 


n-hp 



S 


ri} 


on aura a fortiori 


V 


n-\-i 



V 


n-hp 



Il est d'ailleurs évident qu'on n'altère pas la convergence 
d'une série en modifiant arbitrairement un certain nombre de 
es au début. Il suffit donc que l'inégalité v n <C u n ait 



lieu pour toutes les valeurs de n qui surpassent un nombre 


fixe 


v. 


1 S ■ k ■ ■ - - • . . ■ 

Si, au contraire, la série 2e re a ses termes plus grands que 
ceux de et si cette dernière série est divergente, Hv n 


le 


sera. 


La démonstration est la même, le sens des inégalités étant 
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Pour juger de la convergence ou de la divergence d'une 


série, il conviendra 


donc de form 




u de séries 


convergentes, un autre de séries divergentes, auxquelles on 


comparera la série donnée. 


302. 



comparaison avec 



progression geom 



ue 


nous fournit une première règle simple et suffisante dans 
un grand nombre de cas : 

La série Juu n est convergente si, à partir d'un 



rang, on a constamment y u n r, r étant une constante 



i; divergente si, a partir d'un certain 

sj U n y 1 r d'où il n ^ I . 

Car on a, dans le premier cas, 



on a 


u 


71 



1*n 




convergente, 


4 4*. ■ 


-r 


et, dans le second, 


u 



1 


71 


2 i n divergente. 


■ 

Le premier cas se présentera, en particulier, si y u n tend • 


P 


our n 


oo vers une limite / moindr 


e que 


i 



soit r une 


quantité quelconque comprise entre / et l'unité; on pourra 


trouver un nombre v à partir duquel \Ju n différera de / d'une 
quantité moindre en valeur absolue que r — LA partir de ce 

moment, on aura constamment sju n <i. r - 

On voit de même que le second cas se 
tend vers une limite >> î . 
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he 



es 


dément convergentes (ou divergentes) que les progressions 


On peut construire à vc 
considérations suivantes : 

Soit M, M„ une 


e. 


de quantités positives 


santés, et telles que l'on ait lim M w = oo. La série 


n — oo 



M, 



( 



M,) 



(M, 


iW 


» — 1 


sera une série divergente à termes positifs, où la somme 


s 


des n premiers termes sera M,,. 
La série 


i 


i 


i 


i 


Mj M 



i 


M 


M 


M 


M 



4 * 


M 



M 


n-hl 


sera, au contraire, convergente; la somme % des n premiers 

i 

■ — > expression dont la limite s 


termes a pour valeur 


M, 


M 



Réciproquement, toute série à ternies positifs pourra être 
mise sous la forme (6) si elle est divergente, sous la forme (7) 



e 



est convergente. Les quantités M,, M„ seront dé- 


terminées, dans le premier cas, par la condition 


n y 



ns le second, par les conditions 


1 


M, 


s, 


1 


1 


M 


n t 


d'où l'on tire les valeurs 


1 


s 


M 


n-hi 


S 


I 


S 



4. Nous allons montrer que la suite M 1? . . . , M„, . . . 
permet de construire deux systèmes de séries en nombre 
illimité, à convergence (ou à divergence) de moins en moins 
rapide, et dont les séries (7) et (6) ne sont que les premiers 
termes. 

* 

ous nous appuierons, pour Je faire, sur quelques inéga- 
lités de la théorie des logarithmes que nous allons établir. 




Si x 



RE PARTIE 



o, on aura 


e 


X 



.2 


I 





I i 2 



PITRE 



I 



X 


m 

d'où, en posant x 


y 


z 




y — =• 

e 2 


y 



1 

Mais on a,* d'autre part, si o 



e 


X 


I 



X 



I . 2 


+ . . . 



I 



X 



X 




\ 


î 


X 


d'où, en posant x 


y 


—m 


Z 


y 


(y 



#4 



inégalités, il viendra 




y 



z 



s 




1 




49 




■ 


LogLog.r= Log 2 #, 


g/ 


* 

Plus généralement, posons 



Log Log 2 a: 


Lo 



Log a Log, . .Log„# 


On aura, si 




g*> 


Log^J > Logjj.^, 


Appliquant les inégalités (8) à l'expression 


L og|w-iy 


L02 



4? 


Lo 


cr 


il viendra 


L °gyy 


• • • y 


Logu-2 


< L °gfJL+l j 


Log 


[X-HJ 



L °g}l/ 


Lo<r 



Log^s 


Faisons le produit des inégalit 



l'inég 


I, 2, 




; il vi 






n 



s en 




multiplions encore par 


(9) 
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y 


vA 


m 


es 


1/ 




L 



r 


I a O <>" S 



Y 


zA 


m — 1 


iminaires posés, nous pouvons établir le 


théorème suivant 


Théorème. — Soit M,, . . M n une suite de quantités 
positives satisfaisant aux conditions 


M 



Km M n 


n 


00 


OC 


et soit p une 




séries 


\>e quelconque 



71-hl 


M 


w-t-l 




M 


M 


M 


7t-M 


M 


n 



LogM 


/ZH — 1 


LogPM M 



n 


M n+l A m M n+t LogP,M w 


seront toutes convergentes, et les séries 


M 


M 


n 


M 


n 



M 


M 


M n LogM tt 


* • 



M 



«A 


M 


m 1111 n 







r g entes 


En effet, les quantités 



emment aux conditions 



nt évi- 



M? 


et 


lim M,P = oo, 


n = oo 


la 


série 




i 

AJP 


MS+aMP 


M? * 
- sera convergente 


et aura pour somme 


• La série 


M 


71 + \ 



/l-hl 


le sera également (297) si le 


rapport 


M 


n 



MP 


M?.^. MP. 


a 
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CHAPITRE 



des termes généraux de ces deux séries reste inférieur à une 
limite fixe. Il est aise de voir qu il en est ainsi ; car, si nous 

* ■ 7 

posons, pour abrège 




M 


<7i 


s 


on aura 


\ 


9 


i 


c/P 


et q sera positif et < î . Soit u. un entier quelconque, tel que 


l'on ait 


i 



o 


. On 


aura 


oc 


n 




r< 1 




• * 


i 





Donc la série 


V 


M 




est convergente, et l'on sait d'ailleurs que la 


* • 
i 




est divergente. 



En second lieu, les quantités 


* * 


In o* M 


satisfont évidemment aux relations 


Lo 


o- M 


n-\-l 



lim Log m M„ 


00. 


00 


Donc la série 


\ 


n Lo£„, M 


I off M 



Log /w M„ +1 Logj^M» 



est convergente. Or, en appliquant l'inégalité (9), 
que ses termes sont plus grands que ceux de la série 



voit 




M 


A 



M 


n 


m 


iM„ +1 Log y „M B+1 LogP î M re 



M 


M 


0 * 


n 



1 A m M 


Los P.. M 


b//j 


Celle-ci est donc convergente. 
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De même, la série 



(Log, n M re+1 


Log /M M„ ) 


M 

est divergente, et ses termes sont plus petits que ceux de la 


série 





t donc div 


y 



M n A 


m 



306. Comme application particulière, posons 


Mi 


i 


• ■ ? 


M 


n 


n 



us obtiendrons la suite de séries divergentes 


(10) 




i 


n hogn 


v 



n A m n 



osant, d'autre part, M n = n — i, nous aurons de même 


Ja suite de séries convergentes 



j 


5 



I 


n Log/2 LogP (n 


A cette dernière suite, on peut substituer celle-ci, dont 
les termes sont respectivement plus petits et dont la forme 
est un peu plus simple : 


(n) 



/i 1+ P 



i 


n Log l4 "P/ï 


y l _ 


On remarquera que, x étant un nombre donné quelconque, 
ses logarithmes successifs Log.r, Log 2 <r, ... décroîtront sans 
cesse et finiront par devenir négatifs 



i Log^ est négatif, il n'aura plus de logarithme arith- 
métique, et les symboles suivants Log^ m r . . . n'auront plus 
de sens. Il pourra donc se présenter au début de chacune 
séries types (io) et (i i) un nombre limité de termes illu- 

p ■ 

s, suivis d'un terme négatif. Mais on pourra leur sub- 




shtuer 


ombres positifs arbitraires san 



con- 


vergence ou la divergence 


307. Les considérations suivantes montrent directement la 


* * 

divergence des séries (10) et la convergence des séries 


i 




, en outre, d'assigner deux limites entre les- 

e d'un 



quelles se trouve 
de termes consécutifs de chacune d 

■ 

Soit F(n) une fonction de 





la dérivée f{n) soit 


m m 



ve, continue et 



oissant 



t 



e vers 



pour 


n 

■ 

n 


oo. On a, pour les valeurs de x comprises entre n et 



i 


/(») 





) 



An 



0 


et, en intégrant de ai à n 



i 


/(») 



f(x) dx 



Posons successivement n 


v, v + I , , 4 


ajoutons les inégalités obtenues; il viendra 


p 


i e 




/(v 



p — i) 




La somme f(y 



>) 



• m 



entre les deux nombres fixes 



et 


fi 


p 


f(x)da-z=zF{v 



f(œ)dx + f{y 


f(x) dx 


y -h i ) + ... -t- 



/(v + p) sera 



P) 


F(v) 



v 



p)- 



Soit 


en par 



F(n) 


Log/i, 



ou 


I 


/(*> = w) 
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osons en outre v 


i , nous voyons que la somme 


i 

2 


I 



I 



P 



I 


st co 



ise entre Log(/> + i) et Log(/> 


/? ) ten 





i 


Si v tend vers cc,f(v) et /(v 



i 


i . 





zéro, on 



lim [/(v 



i) -+- 



A» 



)] 


lim 


00 



I 

oc ^ doc « 




il faut et il 

quel 


que soit p. La condition nécessaire et suffisante pour la cqn 


remier 


ence est donc que l'intégrale 



v 


f(oc) dx 


F(v 



P) 


F(v) 


ende vers zéro ou, ce qui revient au même, que F(/i) tende 
ers une limite finie pour n 


308. Gela posé, les fonctions 

Logn, Log 2 n, . .., Log„ l+1 /i, 

qui ont respectivement pour dérivées 


i 

n 


î 


i 


n Logn 


• * 


viennent 
vergentes 



nies pour n 


oo. Donc les séries (io) sont 


Au contraire, les fonctions 


/i-P 


P 


Log~~P n 


P 


L°gm P g 

P 


• • • y 


[ui ont pour dérivées 


i 



/i Log l+ P/^ 


• • • 


i 


3oo 


PREMIl 


IRE 
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s'annulent pour n = oo. Donc les séries (m) sont conver- 
gentes. 



. La remarque suivante 



un 



procédé 


ositifs 


pour juger de la convergence d'une série à term 
par comparaison avec une autre série de même nature : 


La série %v n est convergente si, pour toutes les valeurs 


de n non inférieures à un nombre fixe v, on a 





* 

la série S u n étant convergente. 
Elle est divergente si, pour /i>v, on a 


v 



u 


n 


V 


< 


U 


la série Hu a étant divergente. 


/ 


On a, en effet, dans le premier 



s 


V 


V 


V-f-1 


u v > u 


V-hJ 


* * * ^> 


V 


u 


n 


n 



s. » • • • 


r 

Donc, à partir du rang v, la série Hv n aura ses 
égaux à ceux de la série convergente — S u n 



mes au plus 




V 



e est 



même convergente. 


La seconde partie du théorème s'établit de même, le sens 
des inégalités étant changé. 


geo 


310. Si Ton suppose que Hu n soit une progression 
métrique de raison r, on aura la proposition suivante : 

La série Hv n sera convergente si, pour /z^v, on a con- 


stamment 


v 


n 


V 



I 

r 


r étant 



i 


SÉRIES # 


3oi 


et en particulier si 


v 


n 


tend vers une 



us grande 



i 



17 



Ule sera 



e si, pour /?<>v, on a constamment 


n 


V 


311. La considération des séries (10) et (i i) conduit à des 
ègles plus précises. Pour les formuler, calculons pour cha- 

\ 

cime de ces séries ia valeur approchée du rapport 


î en 


y négligeant les termes d'ordre plus é 

■ 

On a, avec cette approximation, 


(n 



i)P 


nP 


nP -h pnP 


nP 


i 4 


P 


+ 


p(p 


2 


0 


r 


Log (// 


0 


Log n 



Logi i 


i 


/i 


Log n 


I 4 


n hogn 


Log 2 (n 



0 


Log 2 n 



Logi i 



Log 2 /2 -4 


[ 


n Log n 


Log 2 /z ( î 4 


r 


I 


n Log/z 


* t • ■ * 



L02™ (n 


Log? ;t ( n 


i) = Log m /i 


0 


I 



I 


I 


n A m n 


P 


n A m n 
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n 


n 



n 


i 


i 



n 


• 


* * • 


5 


n + i) A m (n 




m 



0 



I 


I 



I 





[ 


I 



n n Log à 


-h.. 


I 



P 


I 


(i 




P)P 


2 n 


2 




j 


nA m n 


nA m n 


1 
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i) A m (nH-i)LogP,(n 


i 


nÀ^Log^n 



j 


n 


i 



/i Logn 




i 




p 


nk m n 


Telles sont les valeurs du rapport — - 


P 

et (it). La première de ces valeurs seule est exacte. Les 




autres doivent être complétées par un reste de la fo 


§ n étant infiniment petit pour n 


00. 




de n 


Gela posé, une série 2^ sera divergente si, à partir 


v ? on a cons 



fù 


V 


n+1 



■ 

ou, plus généralement, 


i 

n 


v 


n 


V 


«+1 


< 



1 

n 


I 


nA m n 


7^ 


X étant une quantité positive fixe. 




En effet, en la comparant à la série (10) correspondante, la 


différence 


v 


n 


V 


n-hi 


U 


U 


< 


1 



n 


finira par devenir négative, 9^ étant infiniment petit. 
Au contraire, 2^ sera convergente, si l'on peut trouver 

* 

une quantité positive X telle que l'on ait, à partir de n — v, 


v 


I 



1 


«ou ? plus généralement, 


n 


> 


I 



I 

n 



> 


I 4 


n 


j 


* • 


r 



À 


m A m n 


^^^^^ ^ ^ 

En effet, comparons la série 31 v n à la série correspondante 
*Zu n , formée avec une valeur de p moindre que X. La 




71 


V 


II 


îh 


1 


> 


u n +t ' n\ m n 


n 


prendra, pour de grandes valeurs de /i, le signe de son pre 
mier terme, qui est positif. 


313. Lorsque le rapport — — est développable suivant les 


puissances entières de — (ce cas est à peu près le seul qui 

se présente dans la pratique), les règles précédentes permet- 

décider, dans tous les cas, s'il y a ou non conver- 



gence 


Soit, en effet, ens'arrêtant aijx termes du second ordre, 


n 



v 


n 


9 l . 



Il 


n 


% rest 
Si a 



t 



pour n 


00. 



r , ou a 


ï 


i 


i r < M 



y aura divergence; car, en 


3o4 
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comparant la série 2lv n a la suivante, 


il 


y». 


qui est divergente, on aura 


v 


n 


U 


V 


71H-1 


U 



I 


n Lo 




i 


\ 





n 


à) 

il 1 


et le ter 




Ul 


donne son signe à cette ex 
Au contraire, si a > i , ou 



de n, 


aura conver- 
gence; car, en comparant la série Hv n à la série convergente 


on aura 


s j 



n 



I 


n Log 1-h Ptt 


v 


n 


V 


U 


n 


U 


n-\-x 


a 


i 



(3 


i 


i 4- p 



n 


nhogn 


On 


n 



pr 



qui, pour n suffisamment grand, sera positive 


car son terme principal est positif 


314. Voici une dernière règle de convergence, due à 
M. Kummer : 


ùi, pour /i>v, on peut mettre le 


forme 


n 


i 


tt-M 


71-4-1 




a 


72 


ce, £ v , 



i g riant 



quantités positives 



conques } la série Xv n sera convergente. 

- 

On a, en effet, 


v 


1-M 


a 


Ajoutons les équations obtenues en donnant successivement 



SÉRIES. 


à n les valeurs v, v 



i 


i ; il viendra 



a 



a 


3o5 


Donc la somme du premier membre tend, pour p 
une limite au plus égale a ■ 


oo, vers 


315. Séries à double sens 


■ 

On considère parfois des 


séries 



que 


(12) 


m 


1 


1- U 


0 



Mi i" • • ■ —\~ "4^ • . • «j 


rmées d'une infinité 



termes s 




dans les deux 


partir d un terme central u 0 . La somme 5 d'une sem- 


série sera, par définition, la limite de la |pmme 


s 


( u 


m 



U 


0 



• • • M /i ) i 



ue m et n tendent tous deux vers oo, sans être liés par 


existe une semblable limite 


conve 


sant que les deux séries partielles 


w 0 4 


■ • 



u 


n 



• m 


e t u _i -h 



u 


m 


m * 


oient convergentes séparément. 
La série (12) sera absolument convergente si ces deux sé- 


ies le sont. On pourra, dans ce cas, altérer à volonté l'ordre 
les termes sans changer la somme de la série; les écrire, par 

pie, dans l'ordre suivant, 



u 


0 



u 


1 



u 


I 



* ■ 



II 


n 



U 


n 


' * i 


de 


manière à n'avoir plus qu'une série ordinaire. 


Po 


ur 



duit 



squ'elles sont 



1 


ument convergentes, on n'aura evi- 


demment qu'à former les produits de leurs termes deux à 


d 


eux; . 


obten 




ue à la suite les uns des autres, 
série, égale au produit cherché. 
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Séries multiples. — Soit u mxm%t _ un système d 


distinguées les unes des autres au moyen de 


sieurs indices m ( , m 2 , . . dont chacun peut prendre une 
infinité de valeurs entières (par exemple, toutes les vale 
entières et positives). 

On peut, d'une infinité de 








ères, écrire ces termes à la 
ainsi une série où chaque 


figure à un rang déterminé, sans qu'aucun d'eux 


s uns des autres et 



soit omis. (On peut, par exempt 
une suite quelconque d' 





d'abord, 
termes u m . m „ en nombre 



C\ , mais < e 2 > 



limité pour lesquels | m K \ -h | m 2 1 4- . . .< e h1 puis ceux, 


nombre limité, où cette s 
de suite). 

Une série ainsi formée 


en 



2 T ' • ' ~ Y II ' • ' ■ 5 



dont les termes successifs ne sont autres que les nombres 
u m l m i ... écrits dans un certain ordre, représentera pour nous. 


si elle est convergente, une valeur de la série multiple 




m u m 2t 


m » * 


V par le 



changement de Tordre de ses termes, on voit (291-292) que, 
si V est semi-convergente, la série multiple admet une infi- 
nité de valeurs différentes. Le symbole 2u m m n'acquerra 


que lorsqu'on aura fixé l'ordre dans* le- 


termes devront être successiveme 
mtraire, si V 7 est absolument co] 



multipl 



. Nous dirons, 


■ — 

dans ce cas, quelle est absolument convergente. La série 


plus générale Sa,^. . u Mtm% _ le sera également, si les mo- 


mu 


(297). Enfin, on obtiendra le p 


m ne surpassent pas un no 

» Mm M- 


mb 



séries en m 



ipliant leurs termes deux à deux et ajoutant 


ans un ordre quelconque les produits ainsi obtenus. 


317. 

itifs 



si 


(i3) 


iderons en particulier la série à termes réel 


s et 


«0 


S 



Cm» 



m 



■ # 



00 


(où Ton exclut le terme correspondant à m K 


m 


m 


n 


O 


serait 


i), et cherchons clans quel cas elle sera con- 


ergente 


Soit x un entier positif quelconque- Le nombre des sys- 
tèmes de valeurs de m u m n dont la valeur absolue ne 
rpasse pas x est évidemment égal à t%m 




t. Si 


î nous 


excluons ceux de ces systèmes où m,,.,.,/^ sont tous 



x 


e 



eur absolue, il en restera 


(2X -+- l) n 


(2X 


Tl2 n X 


71— 1 


m m 



oit S# l'ensemble des termes de S qui correspondent aux 



es restants. Chacun de ces termes est évidemment com- 


pris entre les deux limites suivantes 


( 

onc 


n2 n x n ~ 1 



= s = 


n 


a 


2a 


et 


i 


2 \a J 



aura 


I 1l2 n x 


n—\ 


X 


2a 


On a d'ailleurs, évidemment, 



par suite, 



sant, pour 


s 


s, 




s 


X 



1 


T ^ S ^ ■ T* 



ger 


JE 


00 


T 



rt2 n x 


t « 


2a 


a* = I 


S 



donc convergente ou divergente en même temps que T 


3o8 
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Mais on peut évidemment écrire 


que 


série 


È * 


X 


T 



À 


a 


X 


2 a— «-M 



oo vers la limite constante ri2 n . Pour 



ant pour x 

it convergent, il sera nécessaire et suffisant que la 




r 


OC 


2 a— n-h 1 


le soit, ce qui donne (3 



i 



2 a 




318. Ce résultat peut être généralisé comme il suit : 
Soient o une fonction continue homogène de degré 2 a des 


indices m 1? . . . , m n ; une fonction des mêmes indices, de 


îr 


degré inférieur à 2 a. 

Si la fonction a» est de telle nature qu'elle ne s'annule pou 
aucun système de valeurs réelles des variables m*, . .. 


(le système o, o, ... excepté), la série 


i 






(où l'on exclut de la sommation 1 



rm 



aurait o 



♦ 




a convergente 


p 




o 


2 


divergente 


si a 


< 


2 


■ . if 1 1 f 1 1 

En effet, donnons successivement aux variables m K , m 2 , 
tous les systèmes de valeurs réelles qui satisfont à la conditio 


m 


2 



mi 



i. 


Les valeurs 
et de même 
s'annulant. 


de cp seront évidemment finies 


signe 


<p ne pourrait chan 


qu 


en 


* 

Soient R la plus grande de ces valeurs, k la plus petite 


Le rapport des fonctions œ et (mj 



• • • 




2 Y restera com 


SÉRIES 



> entre K et k pour tous les systèmes de valeurs qu'on 
considère. D'ailleurs ce rapport, étant une fonction homo- 
ène et de degré zéro de m {1 . .., m n , ne dépend que des 
apports mutuels de ces quantités; il sera donc toujours com- 
ris entre R et A*. 


D'autre part, 'b étant de degré < 2a par ra 



m 


• * 


1 





a ( m 


2 



m 


riables . .., m n , ou seulement quelques-unes d'entre 
lies, croissent indéfiniment ; car ce rapport est moindre que 

j rrip désignant la plus grande en valeur absolue des quan- 

■ 

ce dernier rapport tend évidemment 



tes n 



! 



ero 




aura donc 





t . it m n étant une quantité finie, comprise pour des valeurs 
fisamment grandes des variables entre deux limites fixes, 


voisines de K et de k. La série 7 



r 



sera donc conver- 


ti 


ente ou divergente en même temps que la série S consi- 

tout à l'heure. 



1 



Comme application, considérons la série 


S a 



2(0 


a 


! 



b 



b" L 


J 

z 



Z l 


sont des 


uantités complexes et a une quantité positive. La série des 
odules a pour terme général 



1 


[(a'mt+ b f z f y + (a n m x + b n m % 4- z" f ] 


a 

2. 


9 


\ 



1 



posant 

É 

? 


[(a' m, 



a 


b'm i y+(a"m l +b"m 2 yy. 


r 


M 


3io 



E PARTIE. 


CHAPITRE III. 


La fonction cp est continue et homogène de degré a. Enfin 


elle ne s'annulera que si m 


\ 


m 


2 


o, pourvu que 


minant d b lf — b 1 a n soit différent de zéro. 


la 






ivergente, o 



absol 


semi-converge 





si 




si a72. 






. Produits infinis. — Soient, comme précé 



r 


On voit donc, en appliquant le théorème précédent, qu 



sera 



en 



M 


a 


2) 


1 


a 


ni 


une 




me 





n 


n 



i n augmente in 


és. For 



1 



II 


• * 


15 


* 5 





eut se taire 



i° Que ces produits successifs ne tende 
limite déterminée ; 


2 


o 



U 




ndent vers oo; 





roduils suc 



ve 



0 Qu'ils tendent vers une limite finie ET. 
On dira, dans ce dernier cas, que le prod uit infi 


ni 


r J- 



W| • • • lù m m m 


t " r 

est convergent et a pour valeur El. 


321. Nous admettrons, pour plus de généralité, que 


u 



être complexes. Soit, en général, 


u 


n 


a 



p w (cosa n +/sina Jl ). 



v • • ■ • 


Le produit aura pour module p|...p„ et pour argument 


a 



m • • — J~ 


De 


ux cas 



convergence seront à distinguer suivant que 


pour n = oc, 11^ tend vers zéro ou vers une limite ai 
de zéro. 




premier cas se présentera, 




ments, si l'on a 


soient les argu- 


lim 


Pi 


pn 


O 


ou, ce qui revient au même, 


■ 

■ 

= Iim(Logp.jH- 



00. 


Ce cas se reconnaîtra donc à ce caractère que la série 




Lo 



rgente et a pour 



te 


oc. 


322. Supposons, au contraire, que U n tende vers une quan- 
tité fixe différente de zéro, ayant P pour module et A pour 
l'un de ses arguments. Il faudra évidemment pour cela qu'on 


ait 


Logp 



t-Logp» 


• ■ 


{- oc 


n 


A. 



LogP 




k n étant un entier et R w , des quantités qui tendent vers 


zéro pour n = oc. D'ailleurs les arguments a 4 , . . . , a^, n étant 
éterminés chacun qu'aux multiples près de 2tt, pourront 
être choisis successivement de manière à faire évanouir les 


ntiers de sorte que les deux séries 


<i4) 
(i5) 


Logp 




• Los:p re -H . 


CL 



oient convergentes (leurs sommes étant LogP et À). 
Au lieu de la série (i4)? il sera souvent plus commode de 


considérer la série 


(«6) 


Lo 



ë m 



ui s'obtient en doublant tous ses termes. 
Si les 


ser 



(ï5) et (16) sont absolument convergentes, il 
n sera de même du produit II, dont la valeur sera évidem- 
ment indépendante de l'ordre des facteurs. 11 en dépendra, 
au contraire, et sera semi-convergent, si l'une ou l'autre des 



x séries est semi-converg 



31?- 


Une 
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tion nécessaire, 


CHAPITRE III. 


vergence 


des sériés ci- 



vers zéro pour n 
l'unité et ou vers 


faut 
o. Mais on 


i suffisante, pour la con- 
que leurs termes tendent 


que p; ten 



vers 


H 


a 



n 


arc 



a 


cos 


n 


Pn 


II faudra donc que a n tende vers l'unité et b n vers zéro. 


323. 



REME- 



n 


ur que le produit 

r 


V t * 

soit absolument convergent vers une limite différente de 


zéro, il faut et il suffit que la série 


s 


(m, 


I) 



4- {u n 


0 



soit absolument convergente. 



En effet, la convergence de cette série, comme celle du 
produit, exige évidemment qu'on ait 


lim a n 


i 


lim b n 


lim 


o 


n 


l . 


Gela posé, les expressions 


Pl 


Log(i 



9 


I 


pi 


i 


i 


2 \ rn 


0 



et 


b 


arc sin 


n 


a 
6 


7t 


/l 



P» 


b n 



oo. Ces facteurs 


tendront évidemment vers l'unité 
seront donc, à partir d'un certain rang, inférieurs à une li- 
mite fixe, et il en sera de mêmé de leurs inverses. Donc les 
séries (i5) et (16) seront absolument convergentes en même 
temps que les séries plus simples 



3i3 


et 


b 


Il - 



si la série 


est 



ument convergente, il en sera 


de même de la série V bf t , dont les termes ont des modules 
moindres, au moins à partir d'un certain rang. D'autre part, 


la série 


i 


) peut s'écrire 



(a n + i) (a 


i 


et sera absolument convergente en même temps que la série 
^ (a n — i), puisque le facteur a n + 1 tend, pour // = oo, vers 



imite fixe égale à 2. Donc, pour que II soit absolument 
convergent, il faut et il suffit que les deux séries 


a 1 


2< 


a 


71 


1) et 


2* 


n 


soient absolument convergentes, ou, ce qui revient au même, 


que 



série 


2< 


a 


I 


4 6 n i) 


2< 


0 


le soit. 


324. Considérons, comme exemple, le produit 


n 


1 



A, 


I 


a 


1 H- 


A 


7i 


Il sera absolument convergent si, a étant > 1, les coeffi- 


cients A l5 A nj ... ont leurs modules inférieurs à une 


■ 

limite fixe M. On aura, en effet, 


1 



A 


n 


a 



w 

et V est convergente, comme nous l'avons vu. 


3i4 
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III. 


Le contraire aura lieu si i et si A 4 , . . A„, 
* leurs modules supérieurs à une limite fixe. 


ont 


325. Comme application, considérons l'expression 


i . 2 . . . ( n 


i) 



l)...(z 



n 


0 


n 


Soit T(z) la limite vers laquelle elle tend pour n = ao. On 


aura évidemment T(z) = oo si z est un entier né 



, car, a 


partir de la valeur n 


z 


t ? toutes les fonctions II (/i, z) 


auront un facteur nul au dénominateur. 

Pour toute autre valeur de z, f ff ) aura, au contraire, 



valeur finie et déterminée. En e 




peut évi 


écrire 



r(^) 



3, z) 


H(2, Z) 



(n, z) 


et il ne* reste qu'à prouver la convergence de ce produit infini. 


O 


r on a 



i, z) 


n 


(n 



0 


Z 


n 


I 


Z{Z 


0 


2 n 



A 



n 


n 

"2 


A n tendant, pour n = co J vers la limite fixe 



z(z 



) 


2 


duit est donc absolument convergent. 

326. On a parfois à considérer des pro 
les deux sens ou 

ne peut plus offrir aucune difficulté. 



in 


Le pro- 





IV. 


327. Si une série 


s 


u 


Séries de fonctions. 



Il -1 



U 


n 



» * 


dont les termes sont des fonctions d'une ou plusieurs va- 


• 



S X 



■ - 

st convergente pour tous les systèmes de 
aleurs de ces variables constituant un certain domaine, elle 
représentera dans ce domaine une fonction de x^ y, . . .. 

vergence de la série sera uniforme, si l'on peut, 
quelle que soit la quantité positive s, déterminer un entier v, 
indépendant de x, y, ... 



et tel que, pour n >> v, on ait tou- 


jours 


s 


s 


II 



s. 


T ■ 

I 

Les séries uniformément convergentes peuvent, à beau 



up d'égards, 


être 


assimilées aux sommes formée^ d'un 


nombre limité de termes, ainsi que le montrent les théo 


remes 




Théorème I. 


Une série uniformément couver 


gente, dont les termes sont des fondions continues de x. 


y 


, . . . , 


est elle-même une fonction continue. 


Posons, en effet, 


s 


s 


n 



R. 




angeons x, y, ... en x + Ax, y + Ay, ... ; soient As, 
AR les accroissements correspondants de s, s re , R; on 


aura 


As 


As n 



AR 


As 



R 



AR 


R, 


d'où 


As 


< 


As„ -+- I R +- 


AH 



IRI. 


La continuité étant supposée uniforme, on pourra prendre 
n assez grand pour que | R -h AR | et | R | soient moindres 



£ 


Le nombre n ayant été ainsi choisi, s n , qui est la somme 
un nombre fini de fonctions continues, sera continue. On 



ourra donc assigner une quan 


o telle 


que 


si 


Lx 


\ Aj L ... sont 


o 


As w soit 



s 

i 


• On aura alors 


As 



£ 


ce qui démontre la continuité 




S. 



Théorème II. — Une série uniformément conver- 




S — U\ 1 • • • H™ Un j * » , , 


dont les termes sont des fonctions intégrables dans un 
domaine borné E, est elle-même intégrable dans ce 


maine; elle a pour intégrale la série 




u t de -h . . . -h \ u n de 4 

E 



laquelle sera uniformément convergente. 




En effet, décomposons E en 


de { , dek, Soit O* l'oscillation de s dans l'élément 




deiç. Il faut prouver que HO^de^ tend vers zéro en même 
temps que l'étendue des éléments 


Posons encore 




s n ~+- Ri 


et soient O^, <o* les oscillations de s n et de R dans l'élément 


rfe*. On aura évidemment 


d'où 




2 O k de, c< 2 O/, de k ■+- 2 co* de k . 


On peut, par hypothèse, prendre n assez grand pour queR 


soit constamment moindre en valeur absolue qu'une quantité 

* a 


positive quelconque s. Son oscillation <o A sera dès lors 
que 2 e, et l'on aura 

2o)£ûfefc< 2s2de k < 2eE. 





Le nombre /i étant ainsi choisi, s„ étant la somme d 

ntégrable : 

* 9 



fini de fonctions intégrables sera i 
pourra donc assigner une quantité S telle que 
de k sont tous < S, ïO' k de k soit < s. O 


• * 


• 1 


10 A de k < £(aE + i), 


able 


SÉRIES. 
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Son intégrale sera donnée par la formule 



s de 


E 






R de 



Bt de 


E 



a fl de 



E 



R de 


E 



ne reste 



us qu'à 




9 


si n tend vers oc 



Rde tend vers zéro, et cela uniformément. 


( ir. on 


peut, par hypothèse, déterminer un entier v 





v 


R soit constamment moindre qu'un nombre po- 


itif quelconque e. Mais alors 



R de 


E 


< 


quantité qui tend vers zéro avec e. 


330. Théorème 111. 




série 


s(x) 



/ni*) 


convergente, et la série 


a(x) 


Ai*) 




/'ni*) 




iformément convergente dans V intérieur d'un do- 

^^^^ 

aine E; si, de plus, les fonctions f \ (x), . . f l n {%)-) • • • 

* 

continues dans V intérieur de E, s(x) admettra dans 



l'intérieur de E une dérivée, égale à o-(,r). 





9 « i 

oient, en effet, x un point quelconque intérieur à E; 

int, assez voisin de x pour que tous les points 





e ax soient encore intérieurs à E; sera 
e a kx; et Ton aura 


X 



X 


f[{t)dt 




X' 


f'At)dt 



s{x) 


fi( a ) 

1 

s (a). 




f n (a) +. .. 


3i8 




i 



> A 



CHAPITRE 




re admet une dérivée, égale à cr(#); donc 
il en est de même du second; s(a) étant une constante, s(x) 


aura une dérivé 



e 



a <7 


(x). 


331. Théorème IV. 



s(z) 



I • * 



M*) 



une série convergente dont les termes soient, 



un cer- 


tain domaine, des fonctions synectiques de z. Si la série 


(7(5) 



■ • 



+/«(*)+...> 


est uniformément convergente, s (z) sera dans ce domaine 


une fonction synectique de z, ayant pour dérivée v(z). 

* 

La démonstration est la même que pour le théorè 
cèdent. 




tion 



332, L'uniformité de la convergence, admise dans les rai- 
sonnements précédents, est une 
la validité des démonstrations. 
Voici, 



en effet, quelques 



pas 


s ou, 


■ 

se trouve 


cette condition 


Considérons la série s qui a pour terme 



a 


n 


x{i 


2 \n— 1 


X 1 ) 


Pour x = o, elle se réduit à zéro. Pour les 



valeurs de x 


comprises entre 


i et + i, s est une progression geome 


trique convergente, et a pour valeur 


i 

x 


quantité qui tend vers oo si x tend 


série s 




d 


po 


bien qu 


convergente et 






que ses termes soient 

Ce résultat s'explique en remarquant qu. 


pas uniforme. S 



5 


S 


n 



la convergence 
somme des n pre- 


iers termes de la série. On aura 


s 


s 


a 


R 


(i 


X 2 ) 


2\/i 


n 


et, quel que soit ra, on pourra toujours trouver une valeur de x 


assez petite pour que soit plus grand que toute quantité 



2° Considérons la série 


où 


s 


a 



Y- U 


71 


* " 1 


U 


1 


xe 


X 


m ■ 


U 


n 


nxe~~ nx 


(n 


i)xe~ 


(n—l)x 


La somme s n des n premiers termes est égale à nxe~ nx * et 
tend vers zéro, quel que soit pour n = oo. La série a donc 

* » t 

pour valeur zéro, quel que soit x. 


On 


a, par suite 


mais, d autre part, 



s dx 


o: 



b 


dx 


o 



b 


nxe~ nx * dx 


0 



b 


de 


11X 


0 


r 

2 


e 


nb 


] 


et, pour n 


00 



b 


dx 


o 


1 

2 


I 

2 


(e-"* S )o 


e théorème II est donc en défaut pour cette série. 
Gela tient encore à ce que la convergence n'est pas 
forme. En effet, on a 


s 


s 


nxe~ nx \ 


- 

et, si l'on pose x = il viendra 


sjn 


R 


11 


\] n 


i 


e > e 


320 
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Il est 



ne impossible de choisir n de telle sorte que 



toute valeur de Y\. n I soit 



I dès que e sera 



e 



Considérons e 



re, avec M. Weierstrass, la série 


00 


cosa n itx 



0 


où b est une constante positive 



i ? et a 



n 



îm 


pair 



i • 


Cette série est uniformément convergente; car, si l'on dé 


signe par F m (x) la somme des m premiers termes, par K m le 


reste, on au 



JR 


m 


< 


b 


m 





b 


m 


I 


b 


■ 


quantité indépendante de x et qui tend vers zéro pour 


m 


00. 


Si ab 



{X) aura pour dérivée la seri 


00 


F' (se) 



* 

a n b^iz sina n Tïx. 

m w 


0 


car cette dernière série sera aussi uni 


g ente. 



ent conver- 



Nous allons montrer, au contraire, que, si ab surpasse 
certain nombre fixe, F(x) n'aura pas de dérivée. 
On peut évidemment écrire 


i 


a m x 


oc 


m 



r. Posons 


h 


e 


m 


a 


m 


0L m étant un entier et \ m une fraction comprise entre — y et 


e tlt élant égal à ± i . La quantité 


a m (x + h) — et 


m 



e 


m 



321 


■ 

sera un entier. D'autre part, h aura le signe de e 


odule sera au plus égal à 

croît indéfiniment. 

Considérons J 'expression 


3 


2a 


m * 


mj et son 

■ 

m 

donc h tendra vers zéro si m 



h) 


h 



b n [cosa n ( x 



h 


o 


Soient S w la somme de ses m premiers termes, R TO le reste 


O 


n aura 


m 


S 


m - 



b n [co%a n (x 



h 


o 


m 



iza n b n 



X + À 


sin a n izt dt 


o 


et, par suite, 


m 


S 


m \ < 



o 


iza ri b n 


h\ 


\h 


m 


< 



na 11 b n 


< 


T:{a m b m 
ab — i 


0 



o 




71 


cos a n -~ m (ot 


m 



cosa 


7T 


ab 


J 


a m b m . 


Passons à la considération de R m . Po 
a et e m étant impairs) 


ur n>m, on aura 


e m )K = ( 


i)« 


m 


+1 


( 


i) a « cosa n ~ m l m 7t 


et, par suite, 


R 


m 


( 


0 


a rki 


oo 


I 


cos<z"~"* 


La quantité sous le signe V a tous ses termes positifs 



- • - m 

D'ailleurs, le premier de ces termes, b m (i + cos^tt), est 


J. 


I. 


2 1 


1 


I J 





CHAPITRE 




b m \ car, 


7Z 



ls entre 



u t ê tr e néga 




osinus ne 


O 


( 


R 


m 


> 


b m _ 2 
T ^3 




7)1 


d 



e 


m 


Si donc on a 


3 



7T 


ab 


d'oi 


i 


u 




i 


37T 




on aura 


R 



S 


F(a- 



A) 



R 


S 


m I > 


2 

3 


7T 



a m b 


m 


r 


quantité qui croît indéfiniment avec m 


D'ailleurs, 



h) 


>t l 


II 


a, ainsi que R m , le signe de 


i 



ni 


+ 4 


e mi et, comme on peut, 


se donner arbitrairement le signe de e 


ique valeur d 



a vo 



faire tendre 



h) 


ra 


h 



infin 


î 


po 



ou négatif, ou lui faire parcourir une suite de valeurs de 


îniment croissantes, h ter 


jours vers zéro. 


On voit, par l'exemple qui précède, quVZ existe des /< 


ayan 


la variable. 


334. La fonction précédente F(x) n'a une variation 
dans aucun intervalle. 

Soit, en effet, cd un intervalle quelconque. Soient 



a 


m 


(3 + 


i 



a 


ni 


celles des fractions de dénominateur 


i 


a 


ni 


qui 


sont contenues dans cet intervalle; si nous donnons à x la 

* • 

série de ces valeurs intermédiaires entre c et d, la variation 




totale T c 



e sera 


F 


a 


tn 


F(c) 




o 


F 


(3 



i 


\ 


a 


ni 





F 


P h- y 


a 


t sera au moins égale à yr n r\ désignant la plus 





i -h 1 


a 


m 


Or on a, par hypothèse, 


d'où 



i 


a 


m 



C 


d 


^ y + 2 


m 



(3 



i 


<2 


m 



y 



a 


m 


{d 


C) 


2 



des 


D'autre 


u'en 



on avait 




nous avons vu, dans le numéro 


a m x 


F(a? 



h) 


h 


oc 


m 



m ? 


Faisant, en particulier, f 



34 


l 


a 


h 


i 


a 


î il viendra 


i 


2 

3 


o. e 


h 


ni 



e 


m 


a 


m 


7T 


ab 




a'"b 


m 


1 7 &m 



d'où 




i H- i 


m 


On aura donc 



! /- 


> 



2 

3 


7T 


ab 


i 


6'"'. 


T 


> 


2 

3 


7T 


j 



al. 


i nous faisons croître m indéfiniment, h étant < i et ab > i , 

croîtra indéfiniment, ce qui établit notre 




• * 




4 
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Et 
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335. Considérons encore la série 



s 



0 



<o(s) 


00 



'2 


2w 


?(*)] 


4 

I 



1 


I * 



des fonctions quelconques de z. L 


d 


s 


n 


= <p(«) 



1 




Si 


i z 



imite 




s 



vers oc, et 


= oo, et l'on aura 


Si nous remplaçons y(z) par une autre .fonction <p 
nous obtiendrons une autre série éga 



comm 




dente à 



z 



I 


J 


mais e 



à <p,(z) pou 


z 



i . 


O] 

elles 


d 



p 


toutes deux, mais vers des valeurs différentes, dans une autre 
région du plan. 


V. 


Séries de puissances 


336. Soit 


s 



À n ( z 


a) n 


o 


tives de z 


a. 


* 


une série procédant suivant les puissances entières et posi 


P « 

Si, pour une valeur particulière % de * autre que a, la série 
est convergente, son terme général tendra nécessairement 


vers zéro quan 


d n augmente indéfiniment. On aura donc, en 


posant pour abréger ] % 


a 


r 


m 


lim | k n r n | 


o. 


n 


Cette condition n'est pas suffisante 


7 



si e 


lie est 



3a5 


emplie, et si l'on désigne par p une quantité positive quel- 
conque moindre que r, la série S sera absolument et unifor- 
ément convergente pour les valeurs de z qui satisfont 


à l'inégalité 


z 


a 


<P 


Les séries dérivées 


S 



nA n (z 


1 


S' 



i)A„(s 


a) 71 


jouissent de la même propriété. 


En 



t, soit s une 



positive quelconque. On 
peut, par hypothèse, déterminer un nombre v tel que toutes 


ou n 



v soient 



e. Les autres 


celles des quantités \A n r n 
sont en nombre limité; soient r t la plus grande d'entre elles, 

plus grande des deux quantités s, y] : on aura, quel que 



oit 71, 


A„r» 


< 


M, 


A 



n < 


r 


Cela posé, considérons, par exemple, la série S'. Les 
odules de ses termes sont au plus égaux aux termes de la 


9 * 

série 



nM 


P 


n—1 


r 


a 



ai 


our 



for 


r 

e - y quantité 



i . 


nouvelle série a ses termes indépendants de z. 

La série S reorésentera donc une fonction synectique d 


P 


même 


337. Cela posé, soit r une quantité positive variable de o 
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CHAPITRE II 


I. 


a go 


L 


4 1 



n 


9. 


4' w ■ • 


* 1 I I 


1 


il 

Lt a 


1 


0 La condition (1) n'est satisfaite 



r aucune va 


leu 


r 



7\ 


Ce cas se présentera, par exemple, si A 


I * 3 * • • / 2 


S 



S'il en 


autre 


que a 



raire satisfaite pour 


2 0 La condition (1) est au 
valeur de r. Dans ce cas, r et par suite p pou va 
aussi grands qu'on voudra, 
une fonction syhectîque dans tout le pl 




être 






te et dé 




Une semblable fonction se nomme une fonction entière. 


Telles sont, par exemple, les fonctions e z , sin£, coss. 

3° La condition (1) est satisfaite pour des valeurs suffisam- 


ment petites de r, mais ne l'est plus pour les valeurs suffi- 
samment grandes* Ces deux classes de valeurs sont séparées 



par une valeur frontière R. 

Traçons, autour du pointa comme centre, un cercle 
rayon R, auquel nous donnerons le nom de cercle de con- 



a 


vergence. 

Si 1 est extérieur à R, on aura I z 

1 

sera divergente. 

Si z est intérieur à K, on aura ] z 

... 

sant deux quantités p et r telles que l'on ait 



R, et la série 





5 



fi 


z 


a 





R, 


on voit que la série 


6 


fonct 


u'elle 


d 


p moindre q 
K. S nourra. 



les cas, être convergente ou non. 


* 1 




z 


mme 


3 f(z) représentée par une 
a dans l'intérieur de son 

de 






Nous dirons, pour abréger, que le point a est le cen 


*ie S 
rcle 
ytique. 
re de 


9 


SÉRIES. 


i 



Si À 0 est nul, f{ 


32 7 

<z, et l'on 


dira que ce point est un zéro de f(z). Ce zéro sera d'un 
degré de multiplicité m, si A m est le premier des co< 


ffi 


q 


/(s) 


<z)' n [A 



A 


m 4-1 


a) 



• • •] 



■ 

l'on pourra déterminer une quantité 8 telle que, si 


o 



z 


a 



S 


on ait toujours f(z)^o. 


Nous avons vu en effet qu'il existe deux quantités M et r 


telles que I on ait 


|A*| 


M 


et, par suite, si j z 


a 



r 


A 


W7-hl 


a) 



A 


a) 



■ * 


•J 


M 


< pin 


r 




a 


r 



M 


< 


r 



a 



Cette quantité décroît avec [z 
mine 8 par la condition 


a 


si donc 


on déter- 


A 


M 


I 


m 


y*TYl 


a 


on aura pour les valeurs de | z 


a 


inférieures à 8 


i/<*) 


> 


A 


/rt+1 


a) 



...|] 



o. 


339. Théorème. — Soit f{z) une fonction synectique 
de z définie dans V intérieur d' un contour fermé et con- 

G. Les points de V intérieur de ce contour pour les- 


il 



quels f(z) prend une valeur déterminée! sont nécessaire- 
ment isolés, si la fonction f(z) ne se réduit pas à la 



tante X. 

On peut supposer pour plus de simplicité \ = o ; car, s 


était 



rent de zéro 


5 


on n'aurait qu'à raisonner sur 


'il 
la 


PREMIÈRE PARTIE. 




3-28 


fonction f(z) — A, qui est définie» dans le même domaine 
que f(z). 

Supposons donc qu'il existe dans l'intérieur de G un 
a y qui soit la limite d'une suite de points a 2 , ... 

poi 

quelconque intérieur à G. On peut joindre les points a et b 



pour chacun desquels f{z) s'annule. Soit b un au 




par une ligne poljgonale L située dans l'intérieur de G. 

r 

Soit s une quantité moindre que la plus courte distance de L 
et de G. Partageons la ligne L en arcs partiels aa K , . . . 
CLkCik+\ , • . . dont chacun ait une longueur 

Si de l'un des points a, a h , . . par exemple du point 
comme centre, on décrit un cercle de rajon e, la 
tion f(z) sera représentée dans l'intérieur de ce cerc 
la série de Taylor 




/(*) 


f(a, c ) + (z — a k )f (a k ) 



m * 


et ce de 




oppement sera 



sur les arcs a^_^a/ç et 


#/r<2/f+i, qui sont contenus en entier dans ce cercle. 

sidérons le premier développement, relatif au poi 



/(*) 


/(«) 



a)f'(a) 



Si l'un des coefficients /(ci), f f {a), ... n'était pas nul, on 
pourrait, comme on l'a vu au numéro précédent, assigner une 


quantité S telle que f(z) ne s'annulât pour aucune valeur 


de z pour laquelle on aurait o 



z 


a 



8, ce qui est 


contraire à la supposition que a est la limite d'une suite de 
points pour lesquels f(z) s'annule. Donc /(«),/'(«)» ••• 
seront tous nuls, et l'on aura f(z) = o tout le long de 


r 


arc aa,. 


« * * i 

Mais a K sera la limite d'une suite de points de cet arc; 


on verra donc, par le même raisonnement, que tous les coef- 

du second développement 



/( 



■ * 


Continuant ainsi, on voit que /( 


tout le 


long de L et en particulier à son extrémité 6, laquelle 


SÉRIES 


par hypothèse, un 



qu 


elconque 


2 9 

de l'intérieur de G. 


Donc f{z) est nul dans tout ce domaine. 


340. Corollaire. 


Soient f(z), f\(%) deux fonctions 


synectiques respectivement définies dans l'intérieur de deux 
contours fermés G, G\ qui se coupent mutuellement en deux 
oints. Si dans la région D, intérieure à la fois à G et à 


es 



ux fonctions f{z) et f\{z) sont égales autrement 


u'en des points isolés, les relations 


F(*) 


f{z) dans l'intérieur de G, 
fi(z) dans l'intérieur de C t 



définiront une fonction synectique F(z) dans tout l'intérieur 
de la région du plan entourée par ces deux contours. 

On doit remarquer que F (s) est définie de deux manières 


érentes dans la région D; mais ces deux 



initions 


coïncident; car la différence f\{z)— étant synectique 

dans cette région, et ne s'y annulant pas seulement en des 
points isolés, y est identiquement nulle. 

Ce point établi, la proposition devient évidente. 


■ » ? 


341. Nous dirons que deux éléments de fonction analy- 


tique 


S 
Si 


SA; (s 


a)», 


i 1 » 

* 

ayant respectivement pour centres les points a et sont 
tigus, si : i° leurs cercles de convergence empiètent l'un 



commune 


on a S 
D'aï 


\ 


à 


circonstance se réalise, que l'égalité S 


S 



cette région comm 


autrement qu'en 





s. 


Si de 


ux 


S 


troisième élé- 


ment 


a %) n 


33o 
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API r 



et si les trois cercles de convergence K, K,, K 2 ont une ré 


eion commune, S et S 4 



continus. Car on a da 



cetl 


région commune 


s 


S2, 


S« — S 2 , 


d'où 


S 


g 


r 1 » 

... * M . ' 

M 'M 

et cette dernière égalité, ayant lieu ailleurs qu'en des poi 




isolés, subsistera dans le reste de la région commu 

etK,. 

, • - . * * * 

Remarquons enfin que, sia { est un point quelconque inté- 

de l'élément S, on aura, 



rieur au cercle de convergence 
par la formule de Taylor, dans l'intérieur de tout cercle dé- 
crit du points comme centre avec un rayon moindre que 
la distance de ci\ à la circonférence de K, 


S =/(«,) +/'(«,)(* 



ne 


S 



. Ces prélir 
analytique tel que 


tout 



ment d 


e fo 


nction 


S 


lA n (z - 



sert de point de départ, comme il suit, pour la définition 





d'une fonction analytique f{z)* 

Soit L une ligne continue quelcon 
pour aboutir à un autre point b. 

Admettons qu'on puisse marquer sur cette ligne une suite 
de points <7, a 4 , . • ., . . ., b en nombre limité et jouissant 
des propriétés suivantes : 


tions analjtiq 


S 


S,, . S/, ... dont chacun est contigu au suivant, et tels 
que les arcs aa^ . . a/a,- + 4 , . . . soient respe< 


de ces éléments. 


ctivemen 

J Jt\- * # • • 4 - 


il suit : 


f(z) en chaque point de la ligne L 


SÉRIES. 


De a à a K nous poserons 


de ai à 


s, 


/(*) 


On a ainsi, au point 


mû 


s, 


et 


* * J 


i 


S,; 


mais comme en ce point, intérieur à K;_< et à 



on a 


S i—i 


ces deux définitions sont concordantes. 



Si 


1 x 



.X =f KO SOnt ^ es équations de la 
igne L, la fonction f(z), ainsi définie sur cette ligne , est 
•évidemment une fonction continue de t. Sa valeur en chaque 
point de L sera déterminée et ne dépendra pas de la ma- 
nière dont on aura pu choisir les points a K , ... et les 

-éléments S f , . . ., S f -, 

En effet, soit a\, a' 21 ... et S' n S^, ... un second système 
points intermédiaires et d'éléments correspondants. Dé- 




gnons par a l? a 2 , 


2? 


... les points des deux systèmes a i7 
eta' {1 a 2J ... écrits dans l'ordre où on les rencontre 


en cheminant de a à b. 

■ 

Dans les deux modes de procéder, on a sur l'arc aoL { 


Taie 


/(*) = s. 

\ 

Admettons plus généralement que, jusqu'au point a/, la 

de f{z) reste la même; nous allons prouver qu'il en 



sera encore de même sur l'arc a/ a 

Avec le premier mode de division, /(s) sera déterminé 
par une relation de la forme 


Se, 


4 

I 


S, étant un élément dont le cercle de convergence K e con- 
ent à son intérieur l'arc a £ -a/ +l , et, par suite, une portion de 


1 


1 i 



2 




CHAPITRE 



l'arc 


a/ 



a/. 


Sur cette dernière 


5 





) = S 


• 


En effet, cela a lieu par définition si a t - n'appartient pas à 


la suite a t , a 2 ? 


* » 


Si au contraire il 



à cette 


suite, il sera égal à a e et la définition donnera 


/(*) 


S 


e— 1 • 



s 


e 


et $ e _{ sont deux éléments contigus; donc, dans 
toute la région commune à leurs cercles de convergence," on 


aura 


S 


S 


\ 


e—i y 


et, par suite, 


/(*) 


S ^ • 


Dans le s 



mode de division, on aura de même, s 


ur 


l'arc miMg^i et sur une portion de l'arc a/_ i a/, voisine de %$ f 


S' 


W m étant un nouvel élément, dont le cercle de convergence 
contient à son intérieur l'arc a/ai +< . 

Mais, dans les deux modes de procéder, f(%) a la même 
eur sur l'arc a;_^ a/; donc les deux éléments S, 




m 



la même valeur sur toute la portion de cet arc 

■ 

à K e et à K f m . Ils sont donc contigus, et reste 




ore égaux 


sur l'arc oc/a/ +1 . 

La valeur finale de f(z) au point b\ extrémité de la 
ligne L, ne dépend donc que du tracé de cette ligne, lec 
définit la loi de variation de z. 



s» 



Nous avons admis, dans tout ce qui précè 


, qu on 

pouvait passer du point a au point b (et a fortiori à un point 
quelconque de L) au moyen d'un nombre fini d'éléments S, 



S< , Supposons qu'il en soit autrement. La ligne L 

à ses débuts intérieure à K, il y aura sur cette ligne des points 
que l'on peut atteindre de la manière indiquée et d'autres 
plus éloignés qui ne jouissent plus de cette propriété. Us 




1,11 - I 

sont séparés les uns des autres par un point frontière c que 

rons un point critique. Notre procédé per- 


nou 



/( 


mais 


loin. 


f \3 




us avons vu que, si z se rend deaàè suivant une 


d 


tamment 


sera donnée par un développement 


/( 


v 


B„( 


b) n 


procédant suivant les puissances de z 


b. 



i z suivait une autre ligne L', on obtiendrait de même sur 
la partie de cette ligne avoisinant le point b un nouveau dé- 
veloppement 



b)'K 




i ces deux développements sont identiques, nous dirons 
que les lignes L et U donnent à leur extrémité des valeurs 
ncordantes pour f{z). Il n'en est pas nécessairement ainsi, 
fonctions algébriques et les transcendantes élémentaires 
nous en ont déjà fourni plusieurs exemples. 

Il peut même arriver que le point b soit critique sur l'une 
des lignes L, L', sans l'être sur l'autre. 
Il est donc, en général, nécessaire, pour pouvoir fixer la 

■ 

valeur de f(z) en un point donné b ou dans ses environs, de 




ir le chemin suivi pour y parvenir. 

existe pourtant, comme nous allons le voir, certains cas 
où l'on peut s'affranchir, au moins dans une certaine mesure, 
cette considération. 





ème. — Supposons z assujetti à rester con- 
stamment dans V intérieur d'un contour fermé C) si, dans 
ces conditions, on ne rencontre jamais de point critique, 
quelle que soit la ligne décrite par z, la fonction f(z) dé- 



PREMIÈRE PAR' 



CHAPITRE III 



finie par le moyen de ces lignes dans V intérieur de G n'a 


qu'une v 



• unique pour chaque 




ur 



, et c'est 


une fonction synectique. 

• V.;-; ' U y v . \ <. , • 

On peut tout d'abord se borner à la cohsi 
lignes L qui sont polygonales. En effet, soit L u 



de 


conque allant de a à b; soient a, b 





y O j ? . , . j 


S/,.... les points de division et les éléments successifs qui 
servent à la détermination de f(z) le long de cette ligne; K r 


K,, . . K /? ... les cercles de convergence de ces éléments. 

Remplaçons chacun des arcs partiels éiMêj^ par un poly- 
gone inscrit ayant mêmes extrémités et qui s'en rapproche 
assez pour être encore contenu en entier dans 1 intérieur 
de G et de K;. Pour déterminer la valeur de f{z) e 
point de ce polygone P, on fera usage des me 



que pour la ligne L; on arrivera donc aux extrémités 





ux lignes à 



s 



urs 




antes ae 





347. Considérons donc un polygone P et un ai 
gone P' aboutissant également au point b. 




ly- 





finale 

f(b) fournie par la ligne P 7 est évidemment la même qu'on 
obtiendrait en suivant la liçne P.P" 

* ■< ■■ ~ - 

montrer que, après être arrivé en vin point quelconque b par 
une ligne P avec la valeur finale f(b), on retrouve 


!P\ Tout revienl donc à 




valeur après avoir décrit un contour polygonal fermé te 


que P-'P'. 


Fig. 7 . 



b 



e 




i 

on sera évidemment vraie pouf un contour 
gonal quelconque, si elle Test pour, un contour H sans 

■ On voit également que, si elle est 



point multiple ( 
vraie pour deux contours bcdeb et befgb 



un co 


lé 



335 


commun be {fîg* 7), elle le sera pour le contour 
formé par la réunion des autres côtés. 

Gela posé, soit II l'un des contours considérés. O 
le décomposer par des diagonales en triangles, ayant 
un côté commun avec le suivant; et il suffira d'é 
théorème pour un des triangles T. 

I 1 s 




peut 


un 



le 


348. Soit z 


b 


• — 



iù(t) la loi de variation de 


4s 


le long du pourtour de ce triangle. Réduisons tous les rayons 
vecteurs dans un même rapport; nous obtiendrons un nou- 

* 

veau triangle T„, semblable à T, et sur le pourtour duquel 



aura 


z 


b 



mm, 


u étant < 1. Le triangle T M sera contenu en entier dans T 
et, par suite, sera intérieur à G. 

Désignons par U l'accroissement que prend f(b) lorsque 
z revient au point b après avoir décrit le triangle T w . Si u 
varie de o à 1 , U sera une fonction de u; il nous faut mon- 


trer 



elle est constamment nulle. 


Tout d'abord, sa dérivée est nulle. En effet, pour obtenir 
les valeurs de f(z) sur le périmètre de T w , nous partageons 


+ 1 ? 


et nous 


ce contour en arcs partiels bb^ ♦ bibi 

* 

déterminons une suite d'éléments S, S/, ... dont les cer- 
cles de convergence K, . . . , K/, . . . contiennent ces arcs à leur 


intérieur. Si nous changeons u en u-^rdu^ chaque arc bibi+ K 


sera remplacé par un autre arc infiniment voisin, qui sera 

■ 

encore intérieur à K/. On pourra donc utiliser la même suite 


'éléments S, . . S* que précédemment; on obtiendra donc 
pour f(b) la même valeur finale. 

Donc U est une constante. D'ailleurs cette constante est 
nulle. En effet, si u est infiniment petit, tous les points de T u 
se rapprocheront indéfiniment de b et finiront par être con- 
tenus dans K. On pourra donc dans ce cas déterminer /(s) 

ue point de T« au moyen du seul élément S, lequel 



n a a 


oint b qu'une valeur unique et déterminée égale à la 
valeur initiale f(b). 
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CHAPITRE Ut. 


f{z) n'a donc bien qu'un 



n chaq 


point intérieur à G. Elle est, d'ailleurs, synectique, car 

chacun de ces points pa] 

L 

en série a m admet une dérivée continu 





349. Corollaire. — La fonction /(s), déduite d'un 
ment de fonction analytique S, admet au moin 
tique sur la circonférence du c 







cri- 


cet 



e convergence K de 


Supposons, en effet, qu'il en soit autrement. Dans tout le 


cercle K, y compris sa 



ce, f(z) n'aura qu'une 


seule valeur en chaque point, et, aux environs d'un point b 
de ce domaine, cette fonction sera repré 




loppement 


S 


b 


Ri, de ray 



zéro. Ce rayon R3 est une fonction continue de b. Soient, e 
effet, b 4- db un point voisin de h, Hb+db le rayon corres 
pondant. La formule de Taylor permet de développer S 


suivant les puissances de 




db) en une série sûrement 


convergente dans l'intérieur de tout cercle ayant pour centre 





m 



1 ? 


c 



ce c 



K. 



que 


_ m 

I db |. On verra de même que R$ ne peut être moin 




. Donc | Ré + rf& — 1 sera 


< 



et 


Rè — 

que Rô + rfé 
vers zéro avec db* 

D'ailleurs le domaine K (la circonférence comprise) est 
parfait. Donc admet dans ce domaine un minimum et 
l'atteint. Gomme Ri n'est jamais nul, ce minimum p sera 



o. 


Gel 


a 


posé, considérons vin cercle K! concentrique 
n R -4-4o. Soit L une lisne auelconaue tracé 


à Ket 


de rayon R H- ~ p . Soit L une ligne quelconque tracée dans 
ce cercle. Partageons-la en arcs aa^ a/a/ 



assez 


petits pour que chacun d'eux, soit contenu en entier 

tre. On 


à l'intérieur d'un cercle de rayon - a 

«/ 9 



ai po 



cen 




• 33; 

ourra déterminer un point bt situé dans l'intérieur de R ou 

» - • J - ! - J 

ir sa circonférence et dont la distance à soit 


<P. Le 


b 


à son intérieur l'arc tout entier. Deux cercles consé- 

cutifs K/, R/ +1 et le cercle K auront une région commune* 
car la droite bibui est contenue dans R, et, sa longueur étant 

a iài + 1 4- <2/+i #«-h < f p, son milieu est 



e à bien- 

- 

intérieur à chacun des trois cercles; 
Cela Dosé, on dcu 


s, 


rminer 


bi) n 


contigu à S et convergent dans le cercle K* (ou dans un 

* J -Il 

us grand). Les éléments S,*, S/ +l ainsi 





e c 


ehnis seront contigus, 


car l'égalité 


Si 


S 


commune 


s 


valeur de f( 

ne f(z 



cercle R' de rayon R-h-|p. Elle sera synectique dans ce 
cercle; donc le développement S sera convergent dans tout 
intérieur de ce cercle, et le rayon de convergence ne sera 
s R comme nous l'avions supposé, mais une quantité plus 
grande. 





_. Si les lignes L tracées dans l'intérieur d'un contour 
é G et aboutissant au même point b donnent toujours 
aque position de b une valeur finale unique f(b), 
on dira que f(z) est monodrome dans l'intérieur de G. 




— - r 

Si /(i) est monodrome dans tout le plan, nous dirons 


ou 


7 



e est uniforme. 



T 


HEOREME. 


Si f{z) est monodrome dans V inté- 
rieur de C ? un point intérieur à G, critique pour Vune 


J. 


I. 


22 
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E III. 


des lignes L (intérieures a L) qui y passent, le sera poiu 


toutes 



autres. 


Soient en effet b un point quelconque intérieur à C; L et 


IJ deux lignes qui le joignent au point de départ a et 




nt b. 


n'offrent ni l'une ni l'autre de point critiq 

Supposons que le point b ne soit pas critique sur 

S 




L. S 


ur 


la dernière partie de cette ligne, on aura f(z)==S m , S m étant 


un élément tel que b soit dans l'intérieur de son cercle de 


convergence K 


. Soit 8 la distance 




a 



circo 



rence 


de ce cercle. Déterminons sur la- ligne U un point (3 assez 


voisin de b pour que l'arc bfi soit encore contenu dans K m . 



Le développement S*, pourra encore servir à déterminer la 
valeur de f(z) au delà du point b sur 1 arc 6 [3. La fonction 
étant monodrome, cette valeur doit coïncider en chaque 
point de cet arc avec celle qu'on aurait obtenue en suiva 
ligne L 7 . Dans ce dernier cas, on aurait au point 0 et 



a 




son voisinage f(z) = S r m ^ S f m , étant un élément tel que p 


soit intérieur à son cercle de convergence K^. Les deux 
cercles K w? JL f m , empiètent l'un sur l'autre, et sur la portion 


de l'arc b p voisine de (3 on a constamment S 


m 


S' 



l'élément S m est contigu à S^, et peut servir à définir f(z) 


sur la portion de la ligne L' située au delà de (3, y compris 
le point extrême b. Donc b n'est pas critique pour L 7 . 


352. Les points critiques d'une fonction 
forment un ensemble parfait. Car un 






ono 



me 



non cri 



étant le centre d'un élément qui définit la fonction dans son 



■ « 

voisinage, est nécessairement à distance finie 


tiques et ne peut être un point limite pour ceyx-ci 



cn- 


353. Les détails circonstanciés que nous venons de donner 
sur les fonctions analytiques d'une seule variable nous per- 
mettront d'être plus bref sur les fonctions de plusieurs va- 


r 



s. 


Soit 


S 



nn' {% 


4> 



!\lï 


) 
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une série procédant 
tives de z — a et z f 

i 


S 



■ i y 

valeurs z = Ç, z'= telles que | % — a | et | Ç' — a! , „ 

tous deux différents de zéro, on aura, en appelant /-'la plus 


pet 



e ces deux quantités, 


lim 


n H- « 


oo 


- G 


et, par : 


A 


_ M 


< 


r 


7 •> 


q 


Si cette condition est remplie, soit p une quantité quel- 

< r : la série S sera absolument et uniformément 



M 

àz 

àS 


l\ nfl -n(z — ay i - l (z' 


a')"', 


d 


2 A ( 


a) n n'(z' 


a') n '-\ 


5 


pour l'ensemble des valeurs de 


z, z' qui satisfont aux inéga 



a 


a ' I < P- 


dS 


En effet, considérons — par exemple ; on aura 


âS 

àz 


< 


TT'P 


i 



lté qui est le produit des deux séries convergentes 



Mnp" 


ri 


1 


p 


n 


n 


n' 


On conclut de là que : i° si pour aucune valeur positive 
■de r la condition (2) n'est satisfaite, S ne peut converger 
que si 1 une au moins des deux quantités z 
^ annule: 


34 
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I 

CHAPITRE III. 


2° Si elle est satisfaite quel que soit /*, S 



.3° Enfin, si elle es 
leurs de r sans l'êt 
frontière entre ces deux 

■ 

gente et synectique tant que z et 
à lNntpripiir (\& pprcles K, K/ de î 


présente une fonction synectiqu 


seuleme 




s de val 



z 


pour certaines va- 

, soit R la 
era conver- 
oectivement 


àyon R décrits autour de a 
et de a!. Elle sera divergente si z et z' sortent tous deux de 
ces cercles. Il y aura doute dans tous les autres cas. 
Une semblable série S, considérée dans la régi 


de co 


vergence certaine définie par les deux cercles ci-dessus, 


constituera pour nous un e 
à deux variables. 


me 





alyti 



e 



. La série S sera identiquement nulle si l'on peut dé- 



terminer deux séries de valeurs z iy 

'm 

zL ... convergeant respectivement vers a et a et 


f 

É * » Ct Z j j i « • y 

s au'on 




ait, pour toutes les valeurs de I et de 


i\n' 


O. 


En effet, la série S ordonnée suivant les 



es de 


z 


a peut s'écrire 


les T étant des séries qui procèdent suivant les puissances 


de d 


Assignons à z' la valeur constante z\\ S deviendra une 


fonction de 1 


adm 


lim 



ité de 


o 


o, . . Or 



une des quantités T est une série pro- 


cédant suivant les puissances de z f et a, 



une inn 
;ntiquemer 

; qu'il falla 


démontrer . 


O v V 

ooo 


Théorème 


Soit f(z, z') une fonction, synec 


tique, définie pour tous les systèmes de valeurs de z 


et i. 



m 




comp 


fermés G et CI. S'il existe deux séries de valeurs z., ... 

t * 

. et z {1 . . ., z k1 . . . de ces variables, convergeant res 
pectivement vers a et a', a étant intérieur à C et a' inté 
rieur à O, et pour lesquelles on ait constamment 


f( z h z k) 


f(z, z f ) sera identiquement nulle. 

Soient en effet è, b' deux points quelconques pris dans 
l'intérieur de G et de G'; joignons-les aux points a, a' par 

ignés polygonales L, U intérieures à ces contours. Dé- 
signons par s une quantité moindre que les plus courtes dis- 
tances de L à G et de L' à G'. Partageons les lignes L, V en 
arcs partiels aa K , . . . , , ... et a! a\ , . . ., a' k a' k+i , ... de 

gueur moindre que e. 

La fonction f(z } z r ) sera développable par la série de 
aylor aux environs de chacun des systèmes de valeurs 
% et le développement, étant convergent tant que 

e, s'appliquera tant que z et z f resteront sur 


Cti |, 


Cl: 
C 


sont 



arcs aiai +i , a' i a' i+{ 


En vertu des hypothèses faites, le premier développement 
suivant les puissances de z — a, z ! — a! aura ses coefficients 



identiquement nuls. 

Les points a u a\ seront à leur tour des limites de suites 

. • . respectivement situés sur 


e points z { , z 2l . .. et z i} z 21 


aa { et a! a\ et qui, associés deux à deux, annuleront f(z, z f )> 
Donc le second développement suivant les puissances de 


a\ sera aussi identiquement nul. Continuant 

* * 

ainsi, on arrivera jusqu'aux points 6, b } \ où l'on aura encore 
b, b') = o. 


La condition exprimée dans l'énoncé du théorème sera 
évidemment satisfaite si l'on peut tracer à partir des points 
cé deux arcs de courbe X, V (quelque petits qu'ils puissent 
être) tels que f(js, z f ) s'annule pour tous les systèmes de va- 
urs de z et z f respectivement situés sur \ et X\ 
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356. Nous dirons que deux éléments de fonction analy- 
ique S, S< dont les régions de convergence certaine sont 



respectivement définies par les couples de cercles K, K ; ayant 
pour centres a, a! et K M R', ayant pour centres a\ sont 


contigus, si : i° R, empiète sur R, et R' fl sur R'; 2° S et S| ont 


la même v 



ur pour 




us les s 



e valeurs de^ 9 z f t 



que z soit dans la région commune à R 4 et R, et z r dans la 


région commune a 


Cette (condition sera évidemment remplie si l'égalité S=S 


est satisfaite pour tous les systèmes de valeurs de z et i 


respectivement situés sur deux lignes X, >/ tracées dar~ ir 


s 1 in 


teneur 



régions ci- 



us. 


Si # r est intérieur à R et a\ intérieur à R', la fonction S 


pourra être développée par la série de Taylor suivant les 



puissances 


de 


z 


cd et z 


a\ en une série converg 



t 


aux environs des points a M a\ . Ce nouveau développement S* 
sera un élément de fonction analytique contigu à S. 


357. Tout élément 


.i 


S 


2A„„-(* 


a)»( 


t 


peut servir de point de départ, comme il suit 
d'une fonction analytique f{z^ z f ). 





Supposons que 


3, z ! , par 


tant des valeurs initiales a ) a f r 
varient simultanément, d'une manière continue, suivant une 
loi exprimée par les équations. 

J.- jL 


fit) 




A. chaque valeur x de t correspondront pour z et z' deux 
valeurs associées Ç et ; ces deux variables décriront ains 




deux lignes L, U se terminant respectivement en 

■ 

associés bj b } 

Admettons qu'on puisse décomposer la ligne L en un 
nombre fini d'arcs partiels aa { , . . <2 t «/ +t , . . . 

ants S 




une suite d'éléments corres 
sant des propriétés suivantes : 





SÊIUES. 3/3 


■ 

les deux cercles R,, l'arc mm^ 
dans l'intérieur de K.,. et. l'am «er 


S 


1 


K. 


situées sur les arcs mmt^ a' i a' i+l par la relation 

f(z, z') = Si. 



En utilisant successivement les divers développements 
, S/, la fonction se trouvera 




e pour tous les 

systèmes de points associés situés sur L et 17, et en parti- 
culier pour le système des deux valeurs extrêmes b'. 

J 

On démontrera comme au n° 343 que la valeur trouvée ne 
dépend que de la loi de variation simultanée de z, z' et nul- 
ent du choix des points de division a t , a h et 
des éléments S,, S/, 

S'il est impossible de passer, comme on l'a supposé, des 
points initiaux a, a' aux points b, b' au moyen d'un nombre 
fini d'éléments S, . . S/, . . ., les couples de points associés 
a, a' des lignes L, 1/ qui pourront être atteints par ce pro- 
cédé seront séparés des suivants par un couple frontière 3, 



tème 



critique 



358. On peut établ 


346 à 349 


S 



ue z et z' se déplacent d'une manière quel- 


conque dans l'intérieur de contours fermés C et G 
ne rencontre aucun système de valeurs critiques ; f( 


n aura qu une valeur en chaque point de ce domaine y et 


sera synec tique. 

La fonction analytique f(z, z f ) déduite d } un éléme 


K, K', admet au moins un 


système 


des (y compr is les circonférences f 
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La définition d'une fonction monodrome dans le domaine 

■ 

formé par deux contours G, G sera la même qu'au n° 350. 


, ■ 1 - 

On verra aisément que pour ces fonctions un système de 


valeurs critiques restera toujours tel, quelle que soit la loi 


suivant laquelle z et z f se déplacent 



Enfin une fonction sera uniforme si el 
dans tout le plan. 


arvenir. 




mono 



me 



4 


. Théorème. 




S 


2A 


TL Ykf m m m 


gît j-fn' 


une série procédant suivant les puissances entières et po- 
sitives de z } z\ . . .« 


Posons 


X9 


y au'„. u l u n ' . , . , 


z 


l*a! lv „u l u n ' . . 


• • • 


et supposons : i° que les séries ci-dessus admettent chacune 
un rayon de convergence ; 2° que les termes constants 
oo? #oo> ••• des séries en u 1 u 1 , ... soient nuls. 


a 



fonction S, exprimée au moyen des nouvelles variables u } 
u j \ . . sera donnée par une série 


S 


admettant un rayon de convergence. 


Substituons en effet dans S les valeurs de z, z\ . . effec- 

des 


m 




même 


S 



développement de la forme demandée. 

Les opérations que nous indiquons 
série obtenue sera convergente si la série intermédiaire ou 


seront licites et la 


mes étaient encore séoarés est absolument 


vergenle. 


somme a* des m 


1 1 A 


nn 


|] 


a' w . , . u l u n ' . ./!]»'. . . 
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prouver que cette quantité restera finie tant que 


u' I, ... ne 



On peut 

■ F, m! } r f , 


fâ 


1% fi • • * 




une quantité fixe X conve- 



1 par hypothèse, 
* telles que l'on ait 



M 




r 



m 



/ . — 5 

• * * 


M, R 


1 


Posons, pour abréger, 


I 



■ • • 


u l u !V 


• * 


On auïa 


Cette 



Or on a 


v 


My ç " ç " l ':> 





restera 



m 



IL LL m 9 





r 


• * * 


\a ! u:..u l u' 1 '. 





1 



ÏÏ 



U 


f 


M 



tant 



/'4 


r 


I 


V 


f 


R 



• 



o) 


I 


5 


• • • 


f 



ou, si tous les modules \ u\, \ u ! \, ... sont <X, et si k désigne 
le nombre des variables . . ; 




m 


'où 




quantité sera < R, si Ton a 


1 


1 


1 
r 


k 
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On trouvera de même 




X des 



au-dessous 


desquelles chacune des quantités jtf, ... sera <; R. En pre- 
nant pour \ le plus petit des nombres ainsi trouvés, la con- 


vergence sera assurée. 


•. ». «j 


360. Cas particuliers. — Si l'on prend pour S, 
d'une série infinie, un des polynômes z + z f } z 



$j zz 7 on 


7 


oit que l'addition, la soustraction ou la multiplication de 


séries ayant un rayon de convergence 



A 


même nature. 



une se 



de 


Si l'on prend pour S la série 


* * 


j 


i 


a 


00... i 


z 


#00... 


a 


* * 


q 


î 


a série 


» i 





* // * 



■ 

est développable suivant les puissances entières et positives 


adm 


gence, pourvu que le terme constant a Q0 , . . ne soit 

i 



n 



361. Théorème. 


S 


Z 


n 




i var 


S(a, o, . . o) 



i l'équation 


a n racines nulles, l'équation 


S (u, . . . ? z a ) 
v , z n sont injin 


o 


monstration générale d 


moment 


traiter le cas où n 

4 

cèdent peut être complété comme il suit : 


«4 

i . Dans ce cas particulier, l'énoncé pré 


HE 


EOHEME. 


* ' 

Si l'équation S(w, o) = o a n racines 


I 


SÉRIES. 



' 4 

nulles } V équation $(u y z ) 


o a 



ment petit, n racines infiniment petites. 

ni ne d i 'elles sera représen 


a } pour z infini 




point 
forme 


o, par 


un 



vel 



} aux environs du 
ement convergent, de la 


U 



où p., . . . sont des fractions positives croissantes, telle 
que le plus petit commun multiple m de leurs dénomina 



*S SOlt 

Dans certains cas particuliers, plusieurs de ces racines 
pourront être égales et seront représentées par le même dé- 
veloppement. D'autre part, il peut arriver que quelques-unes 
des séries U s'arrêtent après un nombre limité de termes [ou 
même se réduisent à zéro si S (m, z) contient u en facteur 


commun J. 


Pour établir cette proposition, nous supposerons provisoi- 
rement que les racines cherchées existent et admettent cha- 
cune un développement de la forme U ; nous déterminerons 



M 


coeffi 


moyen 
S(U,*) 


o. 


Nous verrons qu'il existe n développements U satisfaisant 


a cette condition; et nous montrerons qu ils sont convergents 


aux environs de z 


o. 


362. Ordonnons S suivant les puissances croissantes de u; 
en remarquant que quelques-unes des puissances de u 
peuvent manquer dans cette série, nous pourrons écrire gè- 


ne 



ment 


S ( a, z) = o { ufit 



(0 



m • 



U n -+- I 


X 


R désignant l'ensemble des termes qui contiennent u à une 
puissance supérieure à n, et o,, cp 2 , o n étant des séries 



+3 » 


puissances entières de 
Ordonnons ces séries suivant les puissances croissantes 



348 PREMIÈRE PARTIE. 

de s; en verlu des hypothèses faites sur 
par un terme constant A n ; et si i<?n. m c 
terme A» s"»," où a,- ~ 


m. 



On 



» 7' 



r 


par un 



o. 


Mettant ces termes en évidence, on aura 


S (m, s) — (Ats®! -h. . .)«P« 



(A a *«. 





. . . ) «Pa 

(A„+...)«"+R. 


Substituons dans cette expression à la place de u le déve- 


loppement 


u 





a 


1 * 



Le résultat S(w, s) de la substitution sera une séri 



i 

puissances entières de z m . Pour qu'il soit identiquement nul, 



il faudra que les terme» d'un même degré, et en particulier 
ceux du degré minimum, se détruisent. Il faut donc : i° qu'il 
y ait plusieurs termes de degré minimum; 2° que la somme 
de leurs coefficients soit nulle. 

363. Or il est clair que les termes de degré minimum 
peuvent se trouver que parmi les suivants : 



A 1 MP\.s a r'-P> 


i 


A. tt M n z a V'. 


' 1 ► 

Donc la suite des exposants 


(3) 


ai H- Pif*, 



n 


doit présenter plusieurs termes minima. 

Pour déterminer jjl par cette condition, remarquons que 


les entiers p i? S 2 , . vont en croissant. Si donc nous 
faisons varier ul de o àoo, chacun des nombres de la suite (3) 
croîtra plus rapidement que les précédents, et finira par les 
surpasser. 
Mais, 

pelit nombre de la suite. Si l'on fait croître ja, il arrivera un 

s ' 1 i ,t . } **! h' 

moment où n jj. deviendra pour la première fois égal à un ou 
à plusieurs des nombres précédents. Supposons qu'on ait 
à cet instant 


a 


L 


* i 


(i < i' <. . .< n), 


SÉRIES. 


q 


349 


à cet 


instant, n est supérieur à aucun des suivants, et croît moins 

'eux, deviendra à son tour minimum, jusqu'à ce qu'il 



vue 



S 


4) 





OC 



P 



k' 



m m 



i). 



partir de là, a*-[- 

isi de suite, jusqu'à c 


vement minimum. 




Nous obtenons ainsi un certain nombre de valeurs de u., 
^nnant chacune plusieurs exposants minima. Considérons 
'une d'elles, par exemple celle qui est définie par les équa- 


(4) 


1 



a 


Pi 


P 


k 


■ 

et les quantités a, ^ sont des entiers. Soit d'ailleurs pi 


! .v 


P 


cette fraction, réduite à sa plus simple expression : on aura 


P 


k! 


P 


k 


y'q 


Pi 


Y 


7 


• • • 



étant des entiers 



. Les valeurs de M correspondant à cette valeur de pi 
s'obtiennent en égalant à zéro la somme des coefficients des 
termes de degré minimum. On obtient ainsi l'équation 


o 


^(M) 


A*MP 


k 




m m 



a,mp.- 



1 f 

nombre des racines non nulles de cette équation est 
égal à fit • — $ k . Si donc on considère toutes les valeurs 
ci-dessus trouvées pour u avec les valeurs correspondantes 

, on trouve un nombre total de systèmes de valeurs 
de M) égal à 




(n 


Pi) 



( 




m m * 


1 


Heurs l'équation S(u, z) — o, admettant comme 


son premier membre, a (3| racines iden- 
Nous avons donc bien trouvé le premier 


rme du développement de chacune des autres 
On remarquera toutefois que, l'équation 


■ 


nés m 




usieurs 



o pou- 



mes 


M 


\ 


Soient M une des racines non nulles de l'équation tp(M)=o 
son ordre de multipli 




'équation ne contenant (après suppression du facteur com- 


mun MPa) que des puissances de M mu 


admettra évidemment la racine 



0 désignant 




conque 


ièmes 


de l'unité, et avec le même o 



-de multiplicité. Le nombre total de ces racines sera donc i 
moins égal à n, q \ d'où l'inégalité 





365. Posons maintenant 


u 


7 ( i 


■ 

s, étant de nouvelles variables : il viendra, en posant 


pour abréger a* 



<5) 


S 




u x )zV-, z] — Z^Si ( « n 


S f désignant un nouvel élément de fonction analytique qui, 
pour z = o, se réduit à <|>(M -f- Mj). Or l'équation 



(M 



u i ) 


o 


admet la racine u { = o, avec le degré de multiplicité n { . 


L'équation S 1 (w^ , 


= 0 admettra donc, pour z infiniment 


petit, n K racines infiniment petites; nous pourrons calculer 
la valeur principale de chacune d'elles, laquelle sera de la 
for 


me 


•où \k' est une fraction de la forme — • Si n 2 est le nombre 



.if 


I 


des racines qui ont cette même valeur principale, on aura 


n 


2?1 


< /l \7 


et, en 



a 


1 




i 


~<7i 

^2 > 


on aura une relation de la forme 


S,[(M l+a2 )s!f\*i] 


#| S 2 ( 


II 


2? 



o admettant, pour 



■ 

petit, n 2 racines infini- 




t 



Substituant la valeur ci-dessus de m, dans l'équation (5), 


et posant, pour abréger 



Pi 


1 


1 


1 



. 


il viendra 


S[M^+(M, + «j)A -] = -s x -S 2 (a 2 , z 2 ). ■ 


m * 


366 

entier 


en 


dési 


gnant par i un 


S[M^ 



-+- ( M 4- w,- ) zV-i-t , z] = zh-t Si ( W% 3c), 


5 _ 1 



une série de fractions de 



teurs q, qq x , 


. . . , 


/ étant égal à z^^9^% et S; 


une série de puissances telle que, 



o, l'équation 


S/ 


o admette ni racines nulles. Enfin, on aura la suite 



neg 



n iq<n, 


n%qi < ma 


' 1 


et, a fortiori, 



• * 


n 


Les entiers positifs n 1 n 2 < 
croissante qu'on peut prolonger i 
peuvent s'abaisser au-dessous d 


■1 

forment une suite non 

, Gomme ils ne 
1, il arrivera nécessaire- 



2 
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ment un moment où ils cesseront de décroître; 


a 



même instant, les q deviendront égaux à l'unité» 

On aura donc, pour toutes les valeurs de i c; 
un nombre fini, 


rti 


v 


m 


v et m étant des entiers 



n 





seront des multiples de 


i 




su 



du 



ssent 


égaux k n; et p iy 


367. Deux cas seront à distinguer ici 


i° Si 


i v 


i 


la 


série 


$i(Uh z i) — SA«f T z 


m 


s'annule pour ut 
n'est pas nulle. L'é 


o, z 


o, mais sa dérivé 



elle 



dui 



S 


1% **) 


o 


définit donc aux environs de z 


o un 


I 

de z m , développable suivant les puissances de cette 



ction s 



ue 


tité. Substituant ce développement à la place de m dans 



l'expression 


u 





(M;_ t -+- iii)z^i 


i 


on aura un développement U qui satisfait à l'é 




r 


2° Si 


1 V 



S(U,«) 


i , ie second membre de l'équation 


(6) S(a,3) = S[MslH-... 



/ 



contiendra un terme de la forme 3 x *-«f} «]?, p étant une con- 


stante. Mais, au premier membre, w t - ne 
par zV-i-i ; on aura donc nécessairement 


figure que 


ue multiplié 


Gela 



po 


SÉRIES. 

soit p un entier 



onq 



nons 


a p 


îeme 


dérivée par rapport à u de l'équation (6); il viendra 



du? 

■ 


S(w, z) 


zh-t 


PV-i- 


dP c f 11 


Cette 



S 


ement 


miers termes M z 
S(w, z). Le nomb 
complète. 
Ce dé 




M,-_| zV-i-i avec celui déduit de 



ement 


parti 


P 


v 


i 


st convergent; car, si l'on pose en 

■ 

^v-i S . 

la fonction , _* s'annulera pour 


ui 


o, z 


I , 

n 

m 

o, mais non sa dérivée 




o 



donc une fonction m 


L'équa- 


> i » 



ement 


ement 

MzV* 



MiZV-i-\-. . . ainsi obtenu 


substitué dans les équations 


S(u, z) 


o 


1 ■ 


-t— S ( m. z) = o, 
du v ' 7 ' 

■ 


<?PS(u,*) 


âuP 


o, 


y satisfait identiquement. En effet, le résultat de la substitu- 
lion de U dans l'un des premiers membres sera une série 
convergente procédant suivant les puissances entières et po- 


■ * 


si 



de z m \ mais cette série contient en facteur commun z 

7 


avec une puissance au moins égale à 


h. 


i 


(v 


M 


et 



quel que soit i. Or les quantités [x 1 , [x 2 , 


J. - I. 


23 


sont 


354 
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'j 
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des multiples de 


i . • fi * :■ 


i 

m 




acun est plus grand 


if • 


dent. Donc jfc&^i croît indéfiniment avec i. T 


sances de z 


i 

171 


5 




soit leur 



le précé- 



es 



s 


puis- 



donc de 


la série, qui devra se réduire identiquement à zéro. 


368. Soit U un des dév 



ements dont l'existence vient 


d'être 1 établie, et qui satisfont à S ( «, z) 



osons 


f ♦ 


v i 


U 



r 7 


i 


S(U 



■ 

JfV sera une série 




ssahces entières 


de % qui s'annule pour v = o et qui, par suite, con 
facteur. Donc, en remettant pour v sa valeur u 



remarquant que U est une série de 



ces 


de 


z 


m 


J 



* * 


* 


{u 


U)T\m, z 


m 


et 



et 



puissances. 


T désignant une nouvelle série de 

Si v est >i, on sait en outre que U doit satisfaire aux 
équalions 



du 


o 


à 


V — 1 


S 


du 


V— 1 


O 


Or, pour u 


U, 




du 


se réduit à T.lU, z m ). Donc T, s'annu- 


lant pour u =U, pourra être mis sous la forme 


/ 


U)T 1 U*"7, 


T< [ désignant une autre série de puissances. On aura donc 


S(u y z) — (u — U) 2 T 1 \£/, z 


i % 


m 


équation 


d 2 S 


àu 


— o montre de même que T\ contient u 


U 


en facteur et ainsi de suite : donc S(w, z) pourra se mettre 


\ 


.1 



355 



sou 


form 


■ t 

(7) 


I ■* 

S(u 9 z) = (u 


s 


m 



m racines m 


m 


dé- 


signant Tune d'elles, elles auront pour forme générale 



, où r prend les valeurs o, i, .... 


m 


i . En sub- 



stituant successivement ces racines dans U, on obtiendra 


ne suite de développements U { , . .., U w _ ( tous différents 


Gela 


m 


en e 


2 7U/ 

m 


Z 


in 


mier 


L T 4 ) V T 


Donc 



e 


2 7ZÏ 1 


m 


Z 


(8) 


( U 


2 7U « 


Le second membre s'annulant pour u = U i1 il en est de 

du premier; mais XJ { — U n'est pas nul. Donc 



ême 


i 

m 


\ * 


z"y s annule pour u 

m 


5 et pourra être mis sous la 


rme ( u — U< ) T< £ 
Substituant cette valeur de T dans l'identité (8) et suppri- 
mant le facteur u — U, commun aux deux membres, on voit 

\ 

que, si v > i , T< s'annulera encore pour u = U 1 et pourra 
être mis sous la forme [u — U 1 )T 2 . Continuant ainsi, on 
voit que S (m, z) peut être mis sous la forme 


(u 


uy(u 


U,) v 0 


u, z" 1 ). 



une suite de raisonnements semblables, on voit que 



(w, z) peut être mis sous la forme 


S(u, s) 


(u 


U)v(« 


U t ) v . . . (u 


U 


m 



étant une nouvelle série de puissances de & et D'ail- 



urs, en 




ant z m par une autre détermination e 


2 /'TU / 1 

49 


« 
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du même radical, S(w, z) ne change pas, et les facteurs 
u — U, u — U u se permutent entre eux. Donc 



U)...(w — U to _,) d'une part, et <P d autre part, ne 


i 



que 


m dont l'ordre est mul- 


de m : ce seront donc des séries d 


de 


Nous dirons que les développements U, U,, \j m -\, qui 
se déduisent l'un de J 'autre en changeant la détermination 


du radical z™, forment un cycle de racines de l'équation 



S(w, z) = o. Ces racines se 
unes dans les autres si z décrit un contour fermé autour de 

X 


mbre 



d 


Si /i>mv, il y aura d'autres racines. S 





d'elles, m', v' les nombres analogues à m, v qui lui cor- 
respondent. Un raisonnement tout semblable au précédent 
montre que <ï> peut se mettre sous la torme 

(u- •') V '...(«-UJ B ._i) v '* 1 (K, z). 

% ■ ■ K- 

Continuant ainsi, on mettra finalement S(m, z) sous la forme 

■ 

S(u, z) — [{u — U) .. .(u — U m -i. 

[(u - V). . .(u - V'^-W . . .V 

* " %Ê 'g 

W désignant une nouvelle série, qui ne s'annule pas pour 




u = o, z = o. 


369. Soit u une fonction de z définie par 1 équation 

Z 0 u n -h Z 1 u fl ~ 1 + ... + Z rt 



les Z étant des séries de puissances entières et positives de z 


convergentes aux environs du point z = o. Les n racines de 
cette équation seront représentées aux environs de ce point 
par des séries convergentes, procédant chacune suivant les 


A _ e z n % m étant un entier 


n. Toutefois, si les i premiers coefficients Z 0 , . Z 


m 4 
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z en 



35 7 


ur, i de ces développements contien- 


dront au début des puissances négatives. 

En effet, en posant z — o, on aura, pour déterminer les 
valeurs correspondantes de u, une équation de degré n — i. 

a Tune de ses racines, a son ordre de multiplicité. 






z 


u\ . L'équation transformée en u K aura, pour 
o, a racines nulles, et d'après l'analyse précédente, pour 
z infiniment petit, a racines infiniment petites, dont chacune 

éveloppable suivant les puissances positives et crois- 



j 


santés de z m 1 m étant 5 a. 

Pour développer les i autres racines, qui cessent d'exister 

pour z = o, posons u = A? z^ étant la plus haute puissance 
de z qui divise Z 0 . L'équation transformée 

■ 


aura n racines nulles pour z = o, et pour z infiniment petit 
racines infiniment petites, développables suivant les puis- 


1 


. sances entières et positives de z m . En les divisant par z 


1 


aura les valeurs correspondantes 


de a ; ceux de 



n développements qui commencent par des exposants néga- 
s donneront les racines cherchées. 


. Tous les raisonnements ci-dessus subsistent si les 

• 1 

coefficients Z ne sont plus des séries infinies, mais des poly- 
nômes en z. Dans ce cas, u sera une fonction algébrique 


e z. 


ailleurs on pose z 


a 



z { J a désignant une con- 


te, ou z 


I 


z 


, u sera une fonction algébrique de z K . Les 


1 


de l'équation en u seront donc développables suivant 



croissantes (en gén 



fractionnaires ) de 


a ou de 


371. La théorie précédente est susceptible de nombreuses 





« v V 



applications. Nous nous bornerons pour le moment 


■ ■ 

vante : 


a 




i° Soient 


* t X 


/m 



M l7 


m 


i 



O 





1/ 



o 


■ 


deux équations 



ébriques 



demande 



former 


l } équation finale en x ré 
entre ces équations. 




l'élimination de y 


Soient y K , y 2 


5 



s 



de y en 



la première équation, r^, . . . , i\ n les valeurs déduites 
seconde. La variable x, devant 



être 


telle sorte que 1 une des valeurs y K , y 2 


7 


SOlt 



l'une des valeurs yj^ . . y\ fl1 satisfera à l'équ 



(9) (/ 


'On) {Y 


m 

Yîi)...(r 2 


« ) ■ ■ • 




Or on a d'une part 


■ni) • .-(rt — y]„) = 9(0?, v, ) 



71 
1 


■ « 


N(y 




Ni Y nx 



• • 7 


m 

et d'autre part 


M (ri 


*h)(7 


^1 ) 


( 


i)' n /(^-ni) 


( 


l) w (M7î 



M (y 


m 


fin) 


(-I)'V(^, y)„) 


( 


0 m (M< 




r 

) • 

m m m J ê 


L'équation (9) pourra donc se mettre sous les deux formes 


suivantes : 


1 


( 


N 


j \mn 


<P(^>7i)- • -<P(^7>«) 


o 


M 71 


f(x,ni)--f(x,r) n ) 


o 


Multipliant par N m M" pour chasser les dénominateurs, il 


* I. 

Ml 



■ 1 

I 



viendra 


(10) o 


.f 


i > 


i * 


M' , <p(tf,y 1 )...<p(#, 7,„)=(-iy wre N'"/(^ ï Jl ).../(.r, y, b ). 


On voit, par cette doublé forme donnée au premier membre 
de l'équation finale (10), que son premier membre est une 
fonction entière, d'une part par rapport aux coefficients N, 
N,, ... de la fonction f t d'autre part par rapport aux coeffi- 
cients M, M,, ... de la fonction /. C'est donc un polynôme 


entier 



Pour obtenir sous forme explicite le premier membre de 
cette équation , il suffira de calculer son développement sui- 
vant les puissances descendantes de x, par les règles qui ont 
été exposées. Pour cela, on calculera d'abord les développe- 


ments des racines y K 


5 


• 7 


y mj puis ceux des fonctions 


entières M", cp y K )^ . <p(#, y m), et enfin celui de leur 




roduit. Comme d'ailleurs on. sait d'avance que ce pro 
est un polynôme entier en x, on arrêtera le développement 
aux termes de degré zéro. 

Ce procédé de formation de l'équation finale serait assez 
compliqué, mais i] permet de reconnaître facilement son 

j ■ 

ré. Il suffira pour cela de calculer le premier terme de 



I * r * 

r équation. 

On peut reconnaître, par un procédé analogue, si l'équa- 
tion finale a une racine nulle, et assigner son degré de mul- 
tiplicité. Il faudra pour cela chercher le premier terme du 
développement de son premier membre suivant les puissances 

antes de x. 



VI. 


Applications. 


372. Nouveaux développements des fonctions trigono- 


MÉTRIQUES. 


No 


us avons 


trouvé (24o), m désignant un 


entier impair, la formule 


ni 


7ÏZ 




PÀUTIE. 


- < 


CHAPITRE III. 


Cherchons quelle est la .imite de cette expression, lorsque 


m croît indéfiniment. 


Le premier facteur m sin 


m 



évidemment vers izz. 


71 Z 


sin 


Soit i 


m 



m 


un 



autres 



eurs; nous 



1 * 

d'abord p^k, k étant un entier arbitraire que nous fixerons 



urement. 


k ■ 


Les quantités sin 


izz 
m 


et sin 2 — sont des 




ment p 


i 


dont les valeurs principales sont 


7T 


9 a 


et — r-; leur ra 


tend donc vers 


2 


Le produit des k -f- i premiers facteurs 


du second membre tendra donc vers 


izzl i 





• * 



z 


k 



k as 




INous allons voir que, en 
des facteurs suivants différera de l'unité aussi pe 
voudra. 

Considérons, en effet, un de ces facteurs, où p soit 




sans pouvoir surpasser 


m 


ï 


2 


( 

• La quantité sin 


2 — sera de la 
m 


2 -r 2 


fo rme — - (i -h s), e étant infiniment petit. D'autre part, on 


m 


a, par la formule de Maclaurin, 


sin 


pTÏ _ piZ 


m 


m 



cosô 


piz 



1.2.3 


• ► 


G étant compris entre o et i. D'ailleurs, 


m 


5 est compris entre 


. 71 ~ 

o et — • Donc 

2 


o t COS0 


m 


< 1 î 


OU 


SÉRIES. 


sm 


pn 

m 

m 


m 


A 


36 1 


A p étant compris entre i et i 


On aura, 



j 


suite 



HZ 

m 


sin 


m 


H 


I 


2 4 


-2 


0 



s) 


I 


r 


B 


module comp 


renferm 



un 


domaine borné). 


Or on a vu 
est de la forme 

j * 

Donc le produit d'un nomb 


qu'un produit infini, dont le facteur gé 





urs conse 





B 


Ah-i 



i) 2 _ 


B 


i 


A-t-2 


(i 



2) 



. aussi voisin qu'on voudra de l'unité, si k est assez grand 
On aura donc 



Sin7T^ 


nzi i 






R tendant vers i à mesure que k augmente. En le faisant 
tendre vers oo, on aura à la limite 


(i) 


sin h z — HZ 


n 



z 


n 


373. On a identiquement 


j 


i p< 


z 


n 


i 4 


z 




sin hz 


HZ 




Z \ 

n } 
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à toutes 



valeurs p 




le produit s'éten 
tives de l'entier n. Mais le produit ainsi obtenu ne serait plus 
absolument convergent. 

* 

On peut remédier à cet inconvénient en posant 


d'où 


(2) 


i 


z 


n 


2 



Z 


n 


e 



z 


e 


n m 

1 


SinTT 


71 





Z 


n 


e 


n 


i 

\ 


Ce nouveau produit est absolument convergent. On a, en 
effet, pour le logarithme du terme 




n 



n 



t 


9 /2 tendant vers 


i 


2 

terme gênerai — — 


n 



valeur 
domaine borné. 


z ; e 


lie 


pour 


n 




]a série 



î a pour 


est absolument convergente pour toute 



sera même uniiormeme 



nt d 


ans tout 


374. Posons z 


d'où 


± 

2 


1 


dans la formule (i), il viendra 


7T. 
2 


7T 
2 




I 


4^ 


oo 


n 


4« 


formule découverte par Wallis 


i 


■ 


i ) 


375. Pour obtenir l'expression de costc^ par un 
infini, le plus simple est de partir de la formule 



C0S7T£ 


M H 2 % Z 

2 sinnz 


2 1ZZ 



2 Z 


2 7T5 


n 


i 


A» 


n 


e 


e 


2 Z 
n 


n 
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i * 


Supprimant les facteurs communs, qui correspondent aux 
valeurs paires données à n dans le numérateur, il vient 


( 3 ) 


00 



71 Z 


n 


i 4- 


2 Z 


2 n 




€ 


oo 




aque 



ur négative n' de l'indice de sommation 


correspond une autre valeur Ai, positive ou nulle, telle qu'on 


ait 


/ 


2/1+1 


Faisant le produit des deux facteurs associés correspondant 
à ces deux valeurs n et r\!^ il vient 


00 


COS7T£ 



0 


I 


4 z 




. Prenons la dérivée logarithmique de la formule (2); 


il viendra 


(4) 


7T COt 7T £ 


I 




00 


1 


/i 


la somme s'étendant à toutes les valeurs entières de n ? zéro 
excepté» 

Développons chaque terme suivant les puissances crois- 
santes de z: il viendra 



00 


7T C0t7T£ 


I 

Z 



Z 


2 


QO 


00 


00 



z 


2 


00 



z 


•a 


n 


m m 


00 


OO 


1 


00 
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Mais on a, d'autre part, 


7T COt7T5 


TZ-i 

sin 7tz 


Itl 



i fyïigïïz e* i7ZZ H- r 

— ■ ■ ■ ■■ ■ 

z 2 e zi7ZZ — i 

HHBfisMliflHHHHHiiHi^HHBHV 



I .2 
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— ITZZ 


e 


ITZZ 


B 



VlTtz) 

/ 




1.2.5.4 






B< , B 2 , ... désignant 

ant les coefficients des m 
ces développements, il viendra 


s bernoulliens (269). 



emes 


2 TT 


2 


B 


2 


m 


1.2 


1 -TT^m 



00 



I 


1 


00 


1 




sances de z dans 


377. On peut mettre aisément 
mules qui précèdent la périodicité 
triques. 

Gonsidérons par exemple le 



sur le 


s tngo 




ement (4) de coX%z. 
Ajoutons ensemble les termes qui correspondent à deux 
valeurs égales et contraires de n ; i 



7T C0t7T£ 


i 



i 

z 


1 



N 



lim \ 


N 


N 


lim y 


I 


Z 


n 


N 


T 



n 


1 


1 





Changeons z en s+.i. La somme précédente se repro- 
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duira, accrue de la quantité 


i 


i 


z 



i 



N 


N 


qui tend vers zéro pour 


N 


oo. Donc cotiez a la période i . 


378. Pour le sinus, nous aurons 


.* 


sin 71 


7i z lim 

mm 


oo 



n 


i V 



A» 


n 


j, 


1* 


( 


N „ 

À9 


N 


N 


00 


(1.2.. .N) 


i * m 


z -h n)(z 


n) 


i 

N 


71 lira 


i 1 


N 


œ 


(1.2. . .N) 


Z 



N 


Si l'on change ^en^ + i, ce dernier produit se repro 




1 


multiplié par 


tend vers oo. Donc 



N 


A3 


N 


j facteur qui tend vers 


quand N 


sin %{z 



o 


Sin7T2, 


et sinu^ admet i pour période. 

■ 

379. Série hypergéométrique. 


Considérons la série 



èométrique 


i -+ 


i . 




a (oc 



i)...(a 



O 





o 



à un 


i .2. . .n.y(y + • -(y 
t symétrique en a et p 



4 » 


* y, t Vf 

ses termes, à partir d'un certain rang, s'annuleront. Elle n'a 
'ailleurs aucun sens si y est entier et négatif, car ses 


infinis à parti 



négatif 


une 


dont 


n 


abord 


b 
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Soit ii n le terme général 



aur 


a 


n 


(i 



a 


H- n) t 


i ■ 


a 




n ). 




n) x 


V * 


1 \ 

expression qui tend vers - quand n augmente- indéfiniment. 


■ 

La série sera donc 





que 


a 




x 




' T 
S" i, T 


a 


U 


n-hi 


MB 


convergente si x 



i 


. Admettons, pour plus de généralité, 


soient com 



es 




a! + a" ù 


r + ï 


i. 



n aura 


* * 


*4 


(' 



/i) (y 



(«-+ 




/i ) 


( Ai 4" i) 




A\2 


/) 



y ] 


a') 2 + a" 2 ][(/H-(3') 




ff2 


] 




I 


H- 2(1 



r 


[ 


1 



(1 



ce 


1 


I 

/i 


• r * 

La série des modules sera donc convergente, et 


F (a, S, y, a?) absolument convergente, si y- 



j 




Au contraire, si y' 
divergente • 


a 


/ 



la série des modules sera 



0. 


380. On peut former aisément une équation différentielle 



satisfasse la série F(a, (3, y, x). En effet, consi 


l'expression 


4 r 


AF 



G^ 2 F"+DF'+E^F 


1 


où A, B, G, D, E sont des constantes 
en x 11 aura pour coefficient 



A(y 




D(a + /i 


B«(y 





0(y 



-h n) -h E«(a + n) (6 


. Le terme 




n) 


<7> 


SÉRIES. 


r 
1 





, pour abréger 


à 


a(a + i). . . (a 



n — i 


m 



0> • •( 


1.2. 


•«y (y 




T 



^^^^^^ 


y4 


La quantité 

sième degré , e 
des cinq 



ie q est un polynôme en n du troi- 


emmen 



C, D, E, de manière 





icients ; on aura alors i 



uement 


o. 


On trouvera ainsi 


(6) 


(x 


x* ) F" 



[y 


i)a?]F' 


«6 F 


o. 


381. En faisant varier les paramètres a, jt, y de la série F, 


on obtiendra une 



de fonctions distinctes. Deux de 


* • 

ces fonctions, seront dites contiguës si deux de leurs para- 
mètres ont la même valeur, leurs troisièmes paramètres dif- 
férant d'une unité. 


Théorème. — La fonction F et deux quelconques 
es contiguës sont 





une 




re ayan 


r coefficients des polynômes du premier degré en œ. 


■ 

La fonction F ayant six contiguës différentes, on aura ainsi 
= i5 équations différentes. Nous allons indiquer corn- 


ment on peut les établir. 



idérons, par exemple, les trois fonctions 
F(a,(3, y, .r), F(«, P, y — i, a?), F (a, |3;y • 


i , x), 


qur, nous représenterons, pour abréger, par 


F, F 


Fi . 


Soit N le coefficient de x n dans F; formons son coefficient 

K M, 

s les fonctions F, #F, F_\, xF_^ F,, x¥ K . On trouvera 


■ 
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es 



xxrs s un 



s : 


Pour F . . . 


N 


N 



f- « 


0(P 



0 


N-î 


y 



n 


i 


i 


i 



y 

— 


i 



n 



) 


F. 


■ * 


N 


i 



0(P 



N 


-+- 


) 


y 4- n (a •+- n 


0(P 



Aï 


0 


On en déduit immédiatement 


■ 

l'expression 



coefficient de x n dans 


(A 


B^c)F 



(C 



D^)F. 



E*2?Fj 


sera égal au produit de 


N 


(a 



n 


0(P 



Al 



fonc- 


tion entière du troisième degré en n. On pourra déterminer 

E de manière à 



les rapports des constantes A., B, 
annuler cette fonction. On trouvera ainsi 



(7) 


yly 


i 


(2 y 


a 


i) a?] F 




-i)(i 
(y — a) (y 



t 


Les quatorze autres équations peu 


O 



par 



mutant 


a et P 


ra 



aux 



ls F est 


ymétrique, soit en profitant des 


déj 


pour en obtenir d'autres, par l'élimination d'une des fonc- 
tions qui y figurent. 
Trois fonctions 

F(«,|3,y,*) ¥(*',£', y>, a), F(«", (3", y", tf), 
dont les paramètres diffèrent de nombres entiers, sont liées 


SÉRIES. 



une équation 



36o 

dont les coefficients sont des 




i *'* il*" 

lynomes en x. En effet, ces trois fonctions se rattachent 
unes aux autres par une suite de fonctions contiguës. 





les relations qui existent entre ces 



et 


éliminant les fonctions intermédiaires, on obtiendra l'équa- 
tion cherchée. 


382. Il est intéressant de déterminer la valeur de la fonc- 


tion F(a, p, y, x) pour x 


orsque cette série est con- 


vergente. 


Posons x = i dans l'équation (7); il viendra 

» ■_ 


y (a 



(3 


y)F(«>fty>i) 


(y 


a)(y 



F (a, p, y 



0 


o 


d'où 


F (oc, ft, y, 1) 
F(a, (3,y + j,i) 


(y 


a)(y 


(3) 


y(y 


a 


Changeant, dans cette équation, y en y 


1 



2 


y + n 


I 


et multipliant ensemble les équations obtenues, il viendra 


ïï(/i,y)ïï(rc, y 




i)...(y 


a H- n 


0 


(y 


(3). ..(y 


(3 



n 


1) 


1 )..-.( y + 


a 


(3) 


') 


(y 



a 


(3 -h a? — 1 ) 


a) H(n, y 


(3) 


en posant, comme au n° 



1 .2. . :{n 


1) n 


5(5 



j) . . . (z ~h 


n 


0 


c - 


Faisons tendre n vers oo; F(a, fi, y + n, i) tendra évi- 
demment vers l'unité; on aura donc, en posant encore 

I 

(9) 


r(«), 


r.(y.)r(y 


a 


r (y 


a)T(y 


« 

J. — 


I 


24 


e 


3 



Fonction T 


ion TU), 




ion* C8) et (9), jouit 
. JNous allons 



On a évidemment 


n (/i, ^ -4 



d'où, en posant n 

■ 

(10) 


00 


ru 



■ - 

inie par 

es et 


ues-unes. 



z 




0 



) 


et par suite, A" étant un entier 


T{z 



*) 



(z H- 1) 



conque 



On a 


d'où 



et, par suite, 




1 


n(n,i) 


I 



r(0 



t) 


I . 2. 


/t. 


384. On a, en second lieu, 


5) II (n, 


et, à la limite 


c 


T(z 



On en déduit 


(11) 


i»r(i 



*2 


*) 


z) 


I . 2 



5 2 ) 



2 


71 Z\ I 


I 


71 


s sin 7T3 


5T( 


2 ] 


I 


* * 


5» 




(Al 



Posons, en particulier, z = il 



d'où 


r(|) 


■ 


7T 


r(i) 
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385. Formons encore 



3*71 


m 


mz 


z) II( n, z 


I 



. . .n 



/l, Z 


- < 

On vérifie aisément qu'il a pour valeur 


m 


i 


m 


m 


mn 


[> 


m 


2 . . < ( n — I 

^ 



ni 


i . 2 . . .(mn 


quantité î 



de 



n aura donc, en posant n 


00 



T{z)T 


z 



I 


r 


F(/ns) 



Pour la déterminer, posons z 


m 


i 


m 


lirn A* 


G, 


fi 

signant une constante indépendante de z. 


i 


m 


• Tl viendra 


mT 


i 


m 


m m 


r 


m 


I 


m 


C. 



ions cette équation 


l'ordre des termes du 


compte de l'équation ( 




par elle-même, en renversant 

re, 11 viendra, en tenanL 



r on a 


m 


2 


7T 


7T 


. 7T . 27T 

sin — sin — 


7T 


• * 


sin 


( /?? 


I ) 7T 


G 2 . 


2m — 1 


I HZ 



0 


(x 


X 


e 


m — 1 


n 


3? 


x 


27T 

2 COS X 

2 m 


e 2m / v a? 



i 


/y» 


2 


2 (w-hA:) 7T f 

2m 


2(m — i)tc 

2 COS — — X 

2 m 



en 



i + A, et égalons les termes du premier degré 


s deux membres ; il viendra 



~ 2 ! 2 sin 


7T 

2 m 


2 sm 


( m 


i)7T 


2 m 


2 
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Posant x 


J 




5 


on trouverait 




\ a 


2 m 


2 


* 7T 

2 COS r* 

2m 



2 COS 


(m 


2 m 


1 ♦ ' « ■ 



iplions ces deux égalités et extrayons la racine carrée 


1 < 


1 - 


. 1 s 


■ 


2 



7T 


sin 



et, par suite 


s 


•A 1 


/» — 1 


c 


(27T) 



• 1 


VII. 




386. Soit A une quantité r 



et positive 


on pourra é 



mment poser 



A 


1 


a 


0 



«0 étant un entier, et A 4 une quantité 



1 . 


On pourra poser de même 


v f 


A 1 


T 



A 



1 * . 


un entier au moins égal à 1 et A 2 u 


Continuant ainsi 



, on o 





1 . 


en fraction continue, tel que 


pour A un développement 


A 


a 


1 


0 



a 


1 


1 


• » 


Ce développement sera évidemment limité si A est com- 
mensurable, illimité dans le cas contraire. 
. .:Qn nomme rentes de la fraction continue les 



10ns 


■ I 




387. 



On a généralement 


■ 


(0 


p 


72 


n—l 



P 


tt— 2i 


» _ 




Q* 


f ■ 


Cette 


t * 


est vérifiée pour n — i par les valeurs çi- 


Q 


nom 


En effet, 


p 



1 . V 

I . 



Q 


■ 


7i-M 


P 

Q 


ement dfi a n 


a 


• On aura donc 


Î2>. 

Q 


^-Hl 

■ 

i 

% ■ 


t. 


I 



a 


P 


72—1 


P 


« — 2 


71+1 


I 


71 



a 


/*-hi 


Q 



Q 


(0,*P« 



p 


II 


) 



p 


71 


a 



p„ 


7i-f-l J 


Q 



Q 


) 



Q 


i 


a 


7l-hl 


Q 


/2 



Q 


l 


On voit par les formules (i) que les quantités croissent 

n augmente. En effet, a n 



au delà de toute limite 

i 

* -S 

étant au moins égal à i , on aura 


i 


Q»> Qn-i -+- Qn 


2> 


Qn 



Qn 



Qn 


2 > 


2 Q/fc — 2 • 


On déduit encore des formules (i) la relation 


P/i Qn— i P Ti—i Q/i 


I 


( P/t— i Qn-2 «P n— 2 Q«— l 


et, comme P< Q 0 


PoQ 


i „ on aura 


5 



i 


p 


n 


Qn 


(_!)«-! 


a- 



On voit par là que P n etQ n n'ont aucun diviseur commun. 

sont donc des fractions irréductibles. 




a enfin 


(3) 


P 


n 


P 


*— 1 


P72 Qti— i — P/i— i Q/i ( 1 ) ft 


Q» 


Q» 


1 


Qn— i Qn 


Qn- 1 Q« 


r. ■. 

■ i . 



. Les 



convergent vers A. En effet, si dans 


l'identité (3), qui peut s'écrire 



P 


P 


ri 


Q» 


Qn-i 





n—l 



n—l 



on change a n en a 

» * 

en À, il viendra 


n 







nt changé 


(4) 


A 


P 


n — 1 


(-')" 


Q»— i 




Q 



qu 



cette différence décroîtra indéfiniment, 
compris entre o et i, cette différence s 




imites 


(— i)"- 1 


Q 


1 


Q 


et 


( 


o» 


i 


Q»-i(Q» + Q«- 


1 


) 


Changeant n en /z -f- 1 , on trouvera 



est compris entre 


( 


Q«Q 


et 


Q»(Q 


/M-l 



Q 


Ces deux quantités sont de signe contraire 


moin 



en valeur absolue ; car on a 


d ? où 


Q 



Q/*—iï 


Q 



Q» 



Qi^-i(Q*-»-Q«-i)- 


Donc A est compris entre 



ux r 



n augmente, 



i 


A 





entre les 




ites consecu 



quelconques et plus rapproché de la dernière. 


389. Une 


P 


réduite quelconque -rS est plus rappr 



moindre que Q 


P 

Q 




e dénominateur 



p 

Q 


Supposons, en effet, que ^ soit plus voisin de A que ~: 




P _ P 

entre et • On aura donc 

V«— i v« 


p 

P . 

< 


P 


Qn-i 


\Qn 

Qn— 1 


OU 


p 


71 — 1 



I 



Mais PQ„ 


4 


P«_i Q est un entier qui ne peut s'an 



r; 


car on aurait 


P 

Q 


p 


7Î. — 1 


et cette fraction est moins 


P 


donc 


approchée de À que 


0 


n aura 


I PQ—i - P«-t Q I ^ i , 


» if 

et l'inégalité ne pourra avoir lieu que si 


Q 



v«* 


M 

contrairement à l'hypothèse faite 


390 



maintenant une fonction À dévelop 


pable en série suivant les puissances entières et décrois- 
santes d'une variable x. On pourra poser 


A 


a 


a 


o 



i 


a 


x 



X 



* * 


#0 désignant un 
Posons 



orne en x, etocj , a 2 , ... des constantes. 



a 2 

/y» 2 


I 



# ■ 


-A. | 



«(j., est le premier coefficient qui ne s'annule pas, A, de- 
viendra infini d'ordre u, avec x. En le développant suivant 
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le 


s 



* 1 



ra donc 


5 s 


S t 


■ * 


a,\ étant un 

■ 

Posons de même 



me de degré pi, . 


(3, 


S 


*3? 



1 



A 


on en déduira 


A 


7i 



y 2 



* * 


1 


a 2 étant un 



- * 

nome en a? du premier degré au moins 


Continuant ainsi, on 



ra un développement 


A 


a 0 


T 



* *■ * 


a 


1 




limité si A est une 




contraire ; a { , a 2l 
en x, que nous 
égaux à l'unité. 





r 


■ Vm 4 






gnerons par jx^ u 2 , 



le 

les degrés 
au moins 


391. Considérons les réduites 


a 


0 


1 


1 » 


Qi 


I 




1 


U * 


P 

Q 


2 


0 



T 


1 

#2 


J 


Les relations (1) subsisteront avec toutes leurs consé- 


quences 


On en déduit tout d'ab 


est égal à 
La 


brique 


- 

ord que le degré du 



ome Q« 



i 


+ 





P 


n ( 2) montre 




que 



Qn 

voit 




0 



n, par la r 






P 


«— 1 


Q—i 


est d'ordre 


v 


n-K 


v« par 



■ 

r action algé- 



que la différence 
port à a?. Car Q«_i 
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st d'ordre y n 


\ 1 


et Q„ 



1 


A 


Q«_i est évidemment d'ordre v rt , 


comme son 



1er terme 



n 


D'ailleurs, v /2 



v 


donc Tordre de À 


P 


1 



2 v 



sera 


n— 1 


/2-i 


1 * 


392 


P 


réciproquement, toute 
P 


jr tene que la diilérence A — — soit d'ordre 
\? Q 



2V 



est nécessairement 


v étant le degré du dénominateur 
égale à Pune des réduites précédentes. 
En effet, considérons la série des nombres v,, v 2 , 


nom 


pas v. On aura, par hypothèse, 

_ -la * - 



A 


P 

Q 


I 


2V-M 



en désignant, pour abréger, par 


1 


d'ordre 


(2V 



On a, d'autre part. 


d' 


ou 


A 


P 


n — 1 


Q» 


OC 


2VH-1 


une expression 


1) au plus par rapport à x. 



P 


a— 1 


0 


r on a 



Q 



71—1 


Q«-iQ 


V 



1 



I 


■ 

Donc le second membre de l'égalité précédente sera d'ordre 

v /2 „i). Donc il doit en être de même du 


inféri 


rieur a 




premier. Mais le dénominateur Q„„i Q est d'ordre v 



v 


Donc le numérateur doit être d'ordre < o. Mais c'est un 



nome, et son ordre ne peut être 



É 

que s'il s'annule 


ntiquement. 


3 7 8 


PRE 



On aura donc 


d'où 


et, par suite, 
(5) 


RE PARTIE. 
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P«-iQ 


p 

Q 


p 

Q 



n— 1 


zi— 1 


k étant un polynôme d'ordre v 


v 


P 


o 


On voit par là que jr ne sera irréductible que si v 
auquel cas le facteur k se réduit à une constante. 


v«- 1 


f -4 


393. ProDosons-nous de déterminer directement u 


P 

fraction ^ dont le dénominateur Q sb 
qu'on ait 



p 

Q 


I 


X 


2VH-1 


On en déduit, en chassant le dénominateur, 



de degré v, et te 




P 



j 



V-t-l 


11 faut donc que, dans le produit AQ, les 
disparaissent. 



Soit, comme précède 



i 


x 


j ■ • ■ ; 


f 

OC 


A 


oc 



X 


et posons 


Q 


B 


0 



x 




■ 


L 


e coefficient C\ du terme en 


i 


x 


X 


évidemment donné par la formule 



B v .r v 

■ 



ns le 


produit AQ, sera 


■ 


o 
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Nous aurons à satisfaire aux conditions 


(6) 


i° Si le 



à sat 

* ■ 


rmina 

-O, 

■ 

nt 

• ■ « ? 

■ 






m 

m • 

■ # 





suivantes 



o. 


oc 


VH-1 


a 


V+-2 


v ■ 


2V-hl 


n'est pas nul, ces équations détermineront, sans ambiguïté, 


le 



ipports des inconnues B ; la fonction Q sera déterminée 
à un facteur constant près ; on obtiendra la valeur corres- 

■ 

pondante de P en calculant la partie entière du produit AQ ; 

2 0 Si A v est nul, les équations (6) ne détermineront pas 

complètement les rapports des coefficients B, et le 

nome Q contiendra plusieurs constantes arbitraires. 

Dans tous les cas, les constantes arbitraires disparaîtront 

P 

rapport ^> en vertu de la relation / 



P 

Q 


P 

j n 


1 


Q 


1 




que nous avons trouvée plus 
On voit par ce qui précède que la condition A v ^o exprime 
u ? il existe une réduite de degré v* Si donc tous les déter- 
inants A,, A 2 , . . . sont différents de zéro, ce qui aura lieu 
en général, les nombres v l5 v 2 , . . ., v /n . . . formeront la série 


pl 



t * • 


nombres entiers, et, par suite, les degrés [x 
. des polynômes a 2l .. 


seront 


égaux à l'unité. 


VIII 


Maxima et minima. 


394. Soit f(x) une fonction réelle de la variable réelle x. 
On dit que f(x) est maximum pour x~a, si Ton peut 



terminer une quantité e telle qu'on ait 



h) 


/(«) 



O 


38o 
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TRE III. 


I 111 

pour toute valeur réelle de 



que £ en valeur ab- 



Elle sera minimum, si l'on a toujours 



a 



/(«) 



o 


dans ces mêmes conditions. 

Si, au point a, admet une dérivée f j (a) 

de zéro, nous avons vu que, pour , 



r 





a 



h) 


/(«) 



- 

a le signe de hf'{a). Son signe changera donc a\ec celui 
de A, et il ne pourra 
Pour trouver 




avoir ni maximum ni 
maxima et minima de /('#), 



donc tout d'abord chercher les valeurs de la variable pour 

1 11 _ £1 / _\ M i „ j) _ • o •. .11 i 


lesquelles f ! {x) s'annule ou cesse d'exister. Soit a 


de 

ces valeurs. Pour s'assurer si elle donne effectivement lin 



maximum ou un minimum, on 



le 



ra la valeur principale 


de la différence f(a + h) — car c'est évidemment de 


son signe que dépend celui de cette différence pour les 
petites valeurs de h. Si ce terme principal est co 




négatif, on aura un maximum; s'il est constamment 
un minimum. Sinon, il n'y aura ni maximum ni 
Si/(#) est développable aux environs du poi 







la 


série de Taylor, la réponse à cette question sera immédiate. 
En effet, dans ce cas, f f (a) s'annule 




W II ■ f j 

D'autres dérivées pourront s'annuler également. Soit f n {à) 
la première de celles qui ne s'annulent pas : on aura 



a 



h) 


/( 


h n 



• * m ï h 



/ 



ant 





8 h) aura pou] 
Donc, pour toutes les 
aura le signe de f n (a 



supposée con A ~ * 
f n (a)qv 1 


ue au point a, 



suffisamment petites, elle 
h n sera toujours positif 


si n est pair; au contraire, si n est impair, 



de h 


Il y a maximum, si n es 




/*(«) 



o ; minimum, 


ta- 




I 


i n est pair, et f n {a) 



maximum 


mini- 


mum si n 




■ 


395. Une fonction réelle f(x,y, . ..) de plusieurs varia- 




s re 
l'on peut 


sera maximum au point 6, 


* • * Si 




rminer une quantité s telle qu'on ait 

É 

r+ h, b + A-, . . .) — /(a, b, . . .) 



4 *-l 


4,1 


pour toutes les valeurs réelles de A, k, ... de module <£• 

sera minimum, si, dans les mêmes conditions, on a 

■ 7 



cons 



ment 



h, b 


k> • • •) — f( a >b-i • • •) 



o. 



première condition pour l'existence d'un maximum 


u d'un minimum est qu'au 



a, ... chacune des 


s, 



îvees 


partielles W*i • ■ • s'annule ou cesse d'exister. 



àx ày 

y si l'on pose en particulier k 


o, la 



- .m- 



h, b, . ..) — /( a, b, ...) 


4 1 


devra conserver un signe constant, tant que I h 




e. 


Donc 


àf 
dx 


m * 

- 

s'annule ou cesse d'exister au point a, 6, 


De 


A 


e pour les autres dérivées partielles. 



. Supposons la fonction f(x, y, • • .) développable par 
la série de Taylor aux environs du point a, b, . . . . Ses déri- 
vées premières devront s'j annuler. Admettons qu'il en soit 
de même pour toutes les dérivées suivantes jusqu'à celles de 
l'ordre n exclusivement. On aura 



h,b 



. . .) — ji^-i b } . . •) 



h 


d 


t 

t *. 


da 



k 


d 


71 


db 


| B I 


/('«, b, . . .) 


-F 



à 


da 



M * 1 1 


l # f * * Z ^ 

A* -h • . 

db 


f(a+6h, b 



9k, 


) 


i .2. . .(n 
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Posons 


P 


Jh 1 



K 



1 * • } 


/l 


k 


pk', 


■ • 


d'où 




k' 2 



I 


L'expression précédente prendra la forme 


P 


i . 2 . . . n 




i .2 . . . (n 



i) 


i 

Pfl et P/2 +1 étant des polynômes homogènes en A', A*', . . . , de 


degré n et /i 



Les coefficients de P 


sont, à 



s facteurs binomiels 


près, les valeurs des dérivées d'ordre n + i au point « + 9 A, 
6 + 9/r, . . . , lesquelles ont pour limites les valeurs des mêmes 
dérivées au point a, 6, ... lorsque A, £, ... tendent vers 
zéro. D'autre part, | A'|, £'1, . . . ne peuvent surpasser l'unité. 
On pourra donc assigner un nombre fixe M tel qu'on ait 


P 


/IH-i 


0 



Mp 


dès que A, ... seront suffisamment petits. 

Quant au premier terme, divers cas seront à distinguer : 


i° Le polynôme P„ reste constamment 



itif, po 


ur 



les systèmes de valeurs 




h 


k 


o, auquel cas il s'annu 


h 1 k 1 , . . . (sauf pour 

ans ce cas, pour 



les systèmes de valeurs de ces variables qui satisfont à la 


condition 


A' 2 + À;' 2 



i 


7 


P n sera positif, et, comme c'est une fonction continue, sa 
valeur ne pourra s'abaisser au-dessous d'un minimum fixe m. 
On aura donc 


fia 



h, b 


\~ k, . . . ) 


f(a 7 b, ....)> 


mp 


ri 


J • 2 * m » f% 


Mp 
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* 



5 sera positive dès que p sera devenu moindre 



m 


I .2. . .ttM 


minimum 


ste constamment néga 
qu'il y a un maximum 
ut prendre des valeurs 
l'y aura ni maximum n 


apposons, en ellet, que V n soit éga 
tème de valeurs h\, k\, ... et égal à 
système de valeurs h[ 2J k\^ Soient 


même 




m 


m % pour un autre 



osons 



on aura 


e 



h!- 




K 2 




?4, 
A 2 . 


h 


i 


k 


i 


A 


h 



\ 


î - 2 . . . n 




i p 


1 * 2 i * « X j 


Mo 



on aur 


A' 


our 


P 



ire, si l'on déterminait A', /f', ... par les rela- 


i 


X 


h 1 


I 


s* 


71 2 ? 


2 


) 




Mp 


ï 


quantité négative pour p infiniment petit. 
Ce cas se présentera nécessairement si n est impair, car 


384 


on 


riables. 


■m 
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'À 



le signe de P n en changeant celui des va- 


4 


si P n ne petit 




m 

« m 



signe, : 

elque système de valeurs autre q 


pe 


h 


t 


k': 


o 


il y aura doute. 


397- La distinction des quatre cas ci-dessus est ais 

- 

faire dans le cas le plus ordinaire, où n 
mettre, par un procédé d'Algèbre côn 


O 


n n'aura qu'à 


second degré P 2 sous la 



e 


P 


&i X 


1 



2 i 




les X étant des fonctions linéaires distinctes des m variables 

* * 

Supposons d'abord que les coefficients ci ne soient pas tous 

* S % • i n * 



de même signe et qu'on ait, par exemple, a K 
l'on détermine h! , k r , ... de telle sorte qu on ait 


O, <2 2 



o. Si 


7t 


X 


X» 


o, 


A » 


i 


P 2 sera positif. Si l'on pose, au contraire, 


X > 


2< °> 


x t 


X 



i 


il sera negatil. 11 n y a donc ni maximum m minimum. 
Supposons, au contraire, que les a soient tous de me 



e 


signe; P 2 aura toujours le signe des a, à moins qu'on n'ait 


Xi 


O 


î 


9 r T 

auquel cas il s'annule. 


Si 


i i 



m, on peut satisfaire à ces con 




une i 


infi- 


nité de valeurs de A', A*', On sera donc, dans le cas 


f 

douteux. 


Si 


1 l 


m, ces conditions ne 



h' 


k' 



que pour 


o. Il y aura donc minimum si les a sont 


positifs, maximum s'ils sont négatifs. 


SÉRIES* 





. Considérons, en 
osant, pour abréger, 



ulier, le cas de deux vari 




A, 



da db 


B, 


d 2 f 
db* 


G, 


îous aurons 


P 


A à' 2 



2Bh'k 



Ck'K 



i 



^o, cette expression peut se mettre sous la forme 


P 


i 


A 


(Ah' 



Bk f ) 


AG 


B 2 



Donc 


Si AG 
A.G 
AG 
AG 


B 
B 
B 
B 





o 


o 


o, 


o 


A 
A 



ni maximum ni minimum, 

■ 

doute, 
o minimum, 



o maximum 


Si A 


me m 


AC 


B 2 



o. 


Il 


maximum 


ni minimum, car P 


de kf ou le signe contraire, suivant qu'on prendra h ! plus 


grand ou plus petit que 


G*' 
2B 


• Enfin, si B = o, d'où 



B2 


quel 


A- 


! 


O 


3 



dis 


manière à peu près complète 
variables. En effet, dans ce cas, 


peut se faire d'une 
fonctions de deux 



A, b 



/(«> à) 


est une série de puissances entières de h et de k. 

l cette série contient en facteur une puissance de A, telle 
e A a , mettons-la en évidence; nous aurons une expression 




_ 

la ion 


orme 


Soi 




" le terme de degré le moins élevé en k dans 


J. 


I. 


25 


t 


386 
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CHAPITRE III. 


S (A 1 , o). Pour h infiniment 
donnera, pour n 


P 




ion 


s 



petit 


dont 


o 
on 


po 


rra 





développe 



des 


361 à 368. Soient R, K 


t 


mu 


suivant les puissances 
) de h par la méthode 


ces développements ; 


p 




rons écrire 


h a $(k, h) 


h*(k 


Ky(k 



■ • 




étant une série 




entières , qui, pour h 


o 


k 


o, ne s'annule plus et se réduit évidemment à A. 


Pour les valeurs réelles et 



isa 



t petites de h et 


de A*, W aura évidemment le signe de 

Considérons les autres facteurs du produit. Si l'un des 
développements K est compliqué d'imaginaires, il sera évi- 
demment accompagné du développement conjugué K<, 
sera du même ordre v de multiplicité. Le produit 



(k 


Ky(k 


K i) 


v 



sera toujours positif, et ces facteurs n'entreront pas en lig 

de compte daus le signe du produit. 

La même chose a lieu si K est réel, mais v pair ; car le 

facteur (k — K) v ne peut être négatif ; la seule nuance est 

qu'il est susceptible de s'annuler. 

De même, si a est pair, h u ne pourra être 
Si donc il n'existe que des facteurs de l'espèce consi 

jusqu'à présent, la différence f(a ■+- A, b + k) — f{a 





aura toujours le signe de A.; tout au plus sera-t-elle suscep- 


tible de s'annuler. Il y aura maximum ou minimum, suivan 


que A est négatif ou positif. 

Mais si, cette suppression faite, il reste encore des 
teurs, il n'y aura ni maximum ni minimum. 



En effet 



osons par e 



e 



'il nous reste les fac- 


teurs 


h*(k 


K) 


v 



K') 


7 


K et K' étant réels, et a, v, v' impairs 


i 



38 7 


ement 


sorte que K et K' soient très petits par rapport à k) k 




K! conserveront 



ur signe si 


K 


l'on change le signe 


de /?, tandis que A a changera de signe. Donc la différence 



h,b 




f{ct, b) ne garde 


# 1 1 

Supposons maintenant qu'il ne reste pas de facteur /i a , 




s 



K'y. 


Posons k 


K 



sh\ £ étant égal à ±: i, et étant d'un 




us 



î par rapport à h que la différence K 


R'. 



(k 


Ky(k 


jsj y 


£ v /l Xv ( K 


K' 




Pour h infiniment petit, le signe du dernier facteur sera 
même que celui de (K — K/) v ', quel que soit le signe 
e; donc le produit changera de signe avec e et il n'y aura 
maximum ni minimum. 


0. Nous aurons d'après cela, pour décider de l'exis- 
ence d'un maximum ou d'un minimum, à effectuer les 





* * 

opérations suivantes : 

lis détermineron 



/( 



b -h k) 

minimum 


f(a, b). S 


Si a est pair ou nul, nous chercherons le premier terme 

h.V- c\p. rharun des dévplnnnements R. R' Nous ob- 


me 


362 



urs de 


UT 


O 


qm déterminera les M correspondants. 

Nous chercherons les racines réelles de cette équation 
(les racines imaginaires peuvent être écartées, car les déve- 

dsent n'influent pas sur le signe 


d 


q 


s'en 


déd 



roduit). 


Si l'une de ces racines est d'un 


de 


ltipl 


impair il n'y a ni maximum ni minimum; car, parmi les 
développements en nombre n K qui s'en déduisent, ceux qui 


sont imaginaires, étant conjugués deux à d 



en 


i 1**1 

nombre pair ; il reste donc un nombre impair de 
ments réels égaux ou inégaux; l'un au moins 



eux 


multiplicité imp 


Si n K est pair, il faudra 



lcul 



second terme M 


i 



ii 


\ 


P 


terme MAP. 


terminent 


M 


s'il 



une 


qu il n y a m 


négligera encore les racines imaginaires, et, 
racine réelle d'ordre impair, on 

* * 

maximum ni minimum. 

Si l'on arrive à n'avoir plus que des équations privées de 
racines réelles, il y aura maximum ou minimum. 

On arrivera ainsi à trancher la question : 

i° S'il existe des développements réels d'ordre de multi- 

■ 

plicité impair ; 

2° S'il n'existe pas de développement réel d'ordre de mul- 
tiplicité pair, et dont le nombre des termes soit illimité. 


Mais, si aucune de ces deux conditions n'est satis 



on 


ne pourra jamais arriver à la certitude. En effet, on pourra 


en poussant assez loin les calculs, éliminer les dévelo 



ments imaginaires, et ceux des développements rée 
de multiplicité pair qui s'arrêteraient d'eux-mêmes après 
un nombre limité de termes ; mais les autres resteront tou- 

■i 

jours, sans qu'on puisse assurer que la prolongation des 
opérations ne permettrait pas de les dédoubler. 


401. Maxima et minima relatifs. — Soit à trouver les 
maxima et minima d'une fonction /(#, r, z, w), les variables 


étant 

. % m'f m. J^Rn» 



par 


de 


ux r 



ions 


00 


O 


O. 


Imaginons qu'on ait tiré de ces relations les valeurs de z 


1 I 


SÉRIES* 



u en oc, y, pour les substituer dans /; il viendra 

f{x, y, z, u) = F(x, y); 


et 



qu'il y ait maximum ou minimum, il faudra que 


àF dF 

et -r- soient nulles ou cessent d'exister. 
dy 



Borno 


plem 


O 


dF 

dx 


o 


dF 

ày 


o 


n a 


3) 


dF 



dx 


dx 





dz 


àf 
du 



o 


et cette équation devra être 



ement satisfaite pour 


d 


çt du par leurs valeurs tirées des équations 





dx 





dx 


dx 



ày 

dty 

ày 


dy 



do 
dz 


dz 



^±-du =o, 
du 


dy 



à 



du 


du 


o 


qu'on obtient en différentiant les équations cp 


o, f 


o. 



a donc éliminer ofe, rf*/ entre ces équations (3), (4), 
(5) et égaler à zéro les coefficients de dx et de dy dans 
l'équation résultante. 



Pour effectuer cette élimination, multiplions les équa- 
ions (4) et (5) par des facteurs indéterminés X, jjl, puis 


ajoutons-les à l'équation (3) ; il viendra 




pk ^M \ dx 


dx 







d 





dy 
du 



u.^- | du 
du } 


o 


et l'élimination sera effectuée si nous déterminons X et u. de 
lie sorte qu'on ait 


(6) 


àf 
dz 



1 


do 

r 

dz 




o 



du 


du 


du 


o. 
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Égalant alors à zéro les coefficients de dx et de dy^ nous 


aurons 



àf 

dx 




dx 






o 


àf 


w 




àf 



à^_ 

ày 


o. 




Les équations 
rmineront les six quantités x, y, z, w, X, jju 


et (7), jointes aux équations (1) et (2), 


On remarquera que les équations (6) et (7) s'obtiendraient 


imme 


fonction 



nten ég 



a zéro 





partielles de la 




. 402. Soit à déterminer la plus grande (ou la plus petite) 
valeur que prend la fonction f(x) lorsque x varie de x 0 à x K . 
Cette valeur peut correspondre à l'une d 




ou a un 


point intermédiaire a. Dans ce dernier cas, il est clair que 
f(ct) sera un maximum (un minimum) de la fonction /(#). 

Pour résoudre la question, il faudra donc calculer les 
maxima (ou minima) f(a) : /(&)<> de la fonction dans 


l'intervalle de x Q à x {1 ainsi que ses val 



f{x\), et prendre la plus grande (ou la plus petite) de ce 





On agirait d'une manière analogue pour déterminer la plus 
grande ou la plus petite valeur d'une fonction de pi 
quantités lorsque Je champ de leurs variations est assuj 
certaines limitations. 



403. 


problèmes 



quons les méthodes précédentes à quelques 


i "V' 


P 


ROBLEME 


Trouver la 


r 

point P à une droite D. 



us courte 



t. 


* 

Soient a, a,, a 2 les coordonnées du point; a, ct\, o>% celles 


ement sur 


cosinus directeurs, c'est-à-dire les cosinus des angles qu'elle 


point 


é 


SÉRIES. 3ûl 

sur la droite à la distance t du point «, a u a 2 seront évidem- 
ment 


x 


a 



bt, 




b t t, 


z 


a 



et sa distance S au point P sera donnée par la formule 


è 


(a 



bt 


oc) 



(a t -+- b t t — «i) 2 4- {a 



b 9 t 


«2) 


2{a -h bt 


a) 2 . 


II s'agit de déterminer la distance variable % de telle sorte 


minimum 


Elle a pour dérivée 22 & (a 4- bt 
continue. Il faut donc égaler cette 


quantit 



à zéro, ce qui 



d'où 


lb(a 


a) 


IPl 


o 


2b(a 


t 


a) 


2 b- 


Substituons cette valeur dans l'expression 


à°=2(a+bt 


a) 2 


Ha 


<x)*-h2tlb{a 


«) 



t*2b*; 


il viendra 


2(a — a) 


2 


2 


«)] 


«)] s 


2b 


2 b* 


aY2b 



a 


a)] 


2 b 9 - 


[{a—ot)b x — (a x — a 1 )è] 2 +[(a 1 — ai)6 2 — (a 2 — a 2 )^i] 2 +[( â! 2— «2)^ — («— «2)^2] 


6 


{- b\-{- bl 


Cette expression représente bien un minimum, car la dé- 




■ 


d'à 
dt* 


i2b 


est positive. 


y y | 



. Problème 11. 


Trouver la plus courte distance 





x 


a 



bt, 


y 


a 



bit, 


z 


a 



Je s 


(9 ) 


PREMIÈRE PARTIE 




onnées d'un point de la j 



e ni 


1ère 


= a -+- (3r 7 



1 




a 




s d'un point de la seconde droit 
La distance 




_ 

e ces points sera 


ô 2 


{a 


a 



(y 



bt 






(« 

(a 


1 


1 



OC* 



\ I 


Il s'agit de 



rminer 




s t et t de 


cette expression soit minimum. 

Les dérivées partielles de cette expression 
et à t sont toujours continues. En les ég 
les deux équations de condition 



formule 


- 

•M 





rte 


que 




ort à t 


zéro, on aura 


1 àà 


2 dt 


« • 


1 ^ 

2 



(3r) 




Ma 



<x-{- bt 


2(^2 




1 


OC 



oc 



a 


2 



b^ 


t 




6,T) 


Eliminant successivement entre ces équations chacune 
quantités entre parenthèses, et posant, p 


2 


1 


A. 


on en 




0 


t) = o. 


1 

des 


£j3t — ^(3 — A 2î 



a 



6* 


(3t 


1 


A 


ex 


1 




A 


2 




A 


Soit X la valeur commune de ces rapports; on aura, pour 
déterminer t et X, les trois équations linéaires 


AX h-(3t 


bt 


a 


a 


A t X 
A 2 X 



Pi* 



1 


a 


1 


#1 


5 



2 


T 


a 


2 


a 


2) 


SÉRIES i 


d'où l'on déduit 



1 


h 
D 


T 


M 
D 


t 


N 

D ' 


L, M, N, D désignant les déterminants suivants 



a 



oc 


p. 


a 


2 


«2 3 


A 


a 


N 


D 


A (3 

Ai (3, 

A 2 (3 2 

A (3 

Ai (3j 


a 


«2 


b 

b 2 
b 

b. 


k(a— a)+A 1 (âr 1 



a 


a 


A 


6 
b 
b 


Cf. 


«i 


5 


A 2 -hA 2 + A 


2 

2' 


Enfin, l'on a 


S/A 2 X 



2 12 
1 A 



A 2 X 2 



L 


V/A 2 + Af + A 2 


Il est évident, d'après la nature du problème, que cette va- 
leur de 8 2 est un minimum. Pour le vérifier, 



rivées 



1 â 2 ô 2 

2 dt 2 

1 â 2 à 2 

2 dt dx 

2 dx" 


b 



b\ 



b 2 


6(3 


hé 



s? 

I 1 



2 
2 


La 



représentée dans la 



générale par 



B 2 est égale à 


4(6 


2 



6 2 



*Î)(P 



PI 




6i(3i 





2 
1 



^2 )' 


4 


3 9 4 
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Elle est positive. Donc, il y a 


D'ailleurs 


i d 2 à 


2 


dt 



b 2 


ci 


ITRE 



maximum ou minimum. 



u 2 



ce sera donc un minimum. 



• Remarque 1 


Les 



, b K , b 2 et p, p 4 


étant les cosinus directeurs des deux droites données, satis- 
feront aux équations 


6 


f3 2 +p? 



è 2 

v 2 


I 


2 
2 


I . 



■ 

Mais nous n'avons pas fait usage de ces équations. Les 
mules trouvées subsisteraient donc en donnant à 6, £ 2 , 




pi, ^2 des valeurs quelconques. D'ailleurs, les équations 
et (9), pouvant se mettre sous la forme 


x 


a 


y 


a 



a 


b 


b 


a 


Y] 


a 


5* 


a 


(3 



T 


ne cesseraient pas de représenter des lignes droites. 


• 


Remarque II. — Si nous posons 


(3 


a 
b 




M, 


oc 


Pi 


<2 



A%, 

èi + Aè t , 


a 




(3 


2: 


b 



A6 2 , 


■ 

les formules précédentes deviendront 


A 


i 


2 


6 2 A6 l5 A 


1 


b»kb 


bkb 


25 



bkb x 


L 


(AAa 



At Aaj -h A 2 Aa 2 ) 


Aa 


Ai 


h 


Aa r A6 t 6 t 


A<7 


2 


A6 


1 


M 


A 


Aa 


A! Aa 


a 

bt 


A 


Aa 


2 


6 


1 


N 


A 

Â- 


b -h Aa 


6.» 




1 



Ab 


b 2 
Aa 


1 


D 


A 



A? 



À 2 


■ 


» I 


et l'on aura encore 


L 

D 


T 


M 
D 


Nous ferons un 



I 


SÉRIES 


t 


N 
D 


d 



•2 



L 



îquent emploi de ces formules. 


3o5 



A 2 


^oiiver la plus courte 

d'un point à un plan. 

Soient a, b, c les coordonnées du point et 



- - 


(10) 


■ « 


mx 



ny^pz-^q 


o 


l'équation du plan. Nous aurons à rendre minimum l'expres- 


sion 


à 2 


(x 




b) 


c) 2 , 



x, y, z sont liés par l'équation précédente. D'après la 
règle générale donnée pour la recherche des minima relatifs, 
nous aurons à égaler à zéro les dérivées partielles de l'expres- 



(x 



) 


c* 



\(mx 



ny 




ce qui donnera les équations 


2 (a? 

2(* 


a) 

b) 
c) 





In 
lp 


o 


o 


1 




] 


: O 


uxquelles on joindra la suivante : 


■ ■ * 


mx ~h ny + pz + q 


y. 


m(x 


6) 




ma 



nb 



pc-hq 


On en déduit 


x 



7 


6 


c 


ma + /iè + pc + q 


m 



2 



i - 


3 2 


(i^) 2 (m 2 -t-/i 2 + /? iî ) 


(ma 



nb + pc -\~q) 


r * 


m 2 H- /i 2 + /? 


2 




n re 




n un mi- 


Pour vérifier que cette expr 
nimum, cherchons les dérivées secondes de S 2 considéré 

se, y, et d'une 


comme fonction des variables indépe 
fonction z de ces variables, définie par l'équation (10). On 



aura 



t 


doc 
dx 2 
dx dy 


2(x 


a) 



2(Z 


dz 
doc 


2 (X 


a) 


i m 


P 


( 



2 


2 m dz 


P 


2m 


2 



2 



P 


2 m dz 




2 mn 
P 


On trouvera 



même 


d' 2 è 


2n 



2 




Les expressions désignées dans 1 


AC 


B 2 et A seront ici 



2 



2 m 2 

p 2 


2FI 


2 



/ 


P 


(\iri L n 


4 




et 


2 m 


2 






Toutes deux étant positives, on aura un minimum. 


m 

407. Problème IV. 

f 

de la fraction -> 


Trouver les maxima et minimo* 


«n^-t- a 22 y 2 




ia n xy ■+■ 2a 23 yz 



2Q\§ %X 


et 


CD 

i 



<x n x'-h <x 2 . 2 y'-t- a zz z Â -\- 2<x n xy + 2<x n yz -+- 2oc u zx 

m 

le ux fonctions homogènes du second degré en 


_ 

La Valeur de cette fraction ne dépendant que des rapports 


SÉRIES 



des variables x, y, z, il est permis de supposer leurs valeurs 
absolues choisies de telle sorte qu'on ait © 


On aura donc à trouver les maxima et minima de /, é 


onnée l'équation de condition 



a? 

i 


i 


0 


On devra, comme on sait, déterminer m, y, z, \ par les 


équations 


i 


(») 







o 


àf 
dy 



1 


àf 


o 



dz 


o 



ou, en effectuant les calculs, 


{a n -*r*ka n )x + (a 12 + Àa 12 ) j 



(a 


13 



(12) 


(a 12 + Xa 12 )# + (a 22 + 
(#i3-H ^ot 1B )x + (a 23 H- Xa 23 ) j +- (a 


23 




ÀCSC13) 5 

Aa 23 )s 


o 


o 


o. 


quati 


1 montre que x, y 1 z ne peuvent être 


en 


à la fois. Donc le déterminant des équations (12) doit 
nul, ce qui donnera une équation du troisième degré 


Soit \ une des racines de cette équation ; en la substituant 
as les équations (12), elles se réduiront à deux équations 
istmctes, qui fourniront les rapports de x, y, z. L'équation 


da 


1 


ï 


achèvera de détermine! 



La valeur correspondante de - sera — X, En effet, / et u 
étant des fonctions homogènes du second degré, on aura 


/y* 


%J0 


dm 
(?9 



y 




y 


ày 

d<f> 





** dz 
dz 


2 /> 


z 


2 9 


T 

Le 


s équations (i i), respectivement multipliées par x, y, z 


et ajoutées ensemble, donneront donc 


2/ 



■ 

2CpX 


O 


d'où 


À. 
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Avant d'aller plus loin, nou 
tion cp peut se mettre sous la 



11 


x 4 


12 


#11 


y 



#13 



h 


que la fone- 


cpj étant une fonction de y et de telle que 

■ 



h/ 




(3 


22* 


On pourra de même mettre <p f sous 



• 1 •< # 


ii 



P 



11 



La 



ion 



sera ainsi décomposée en une somme 

* 1 



m 

trois 


carrés, respectivement multipliés par a H , y. 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que ces trois 


coefficients sont positifs. Il est clair que cette condition est 
nécessaire et suffisante pour que cp prenne une valeur posi- 
tive et différente de zéro pour tout système de valeurs de x ) 


y, % autre que o, o, o. Cette condition étant remplie, les 

y 

valeurs de y, z pour lesquelles on a cp= i auront néces- 


sairement un module borné; car il faudra que chacun de 

s. 


trois termes 


posi 





se compose, pris isolément, 


soit < i . Les valeurs de f correspondant à ces divers sys- 
tèmes de valeurs de y, z seront donc bornées, et, 


y* présentera nécessairement au moins un maximum et un 




minimum réels, correspondant à des valeurs rée 



va- 


riables. Soient x^ y { , z K les valeurs qui correspondent au 
maximum, par exemple; \ K la valeur correspondante de \. 


Posons 


OC 


y 


x^\-\- mr\ -+- nÇ, 


*T Ç 




m t f\ 



, 7j, Ç étant de nouvelles variables, et m, n, m,\, n t , m 2 , % 


des quantités 



nques telles que le 



minant de la 


substitution ne soit pas nul. Aux valeurs x 


y» 



3 99 


z 


uni 


"1 


/ 


homogènes et du second degré, comme auparavant. 


_ 


t 


et <p rapportés à ces nouvelles variables- 


I 



<p égal 
aura, par 


i 


o, * 


x 


maximum 


X 



mm. 


i 


, et, les équations (12) étant satisfaites 


(i3) 


a 


11 



o 


12 



x 


1 #12 


o 


a 


13 



X 


1 a 13 


O 



maintenant, pour abréger, 


X 


m -h oc 1% y h- «13^, 


on aura 


/ 


X 2 



ru 


XiX^-f-A, 


( et/, étant des fonctions de y, z, dont la première sera 

iiiro riAii-n tnnt otto+ Awv-» ^ ,„ „1 ^ _ 

que 


ositive pour tout système de valeurs de y, 


4* 



0, z 



aniere 



maintenant sur les fonctions <p j? f K 
nous l'avons fait sur co et y, nous 


tre sous la forme 


Y 2 



?2 


A, Y 2 



y 2) 


f2 et/ 2 ne contenant plus que et par suite étant respect 
vement de la forme 6* 2 , vz 2 . 


Posant 


Z 


5 


on aura 


<p 2 


Z2 
1 « 


1 
P 


x.z», 
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et, par suite, 
d'où ce théorème : 


Etant donné un système de deux fonctions quadra- 
tiques f et cp dont V une est toujours positive , on pourra, 
par un changement de variables réel, en faire disparaître 
les rectangles des variables. 

Les deux fonctions étant ainsi préparées, l'équation en X 


deviendra 


o 


l 1 -\-'k o o 


o O — + X 


Cette équation a pour racines les trois quantités réelles X, , 
X 2 , a 3 . Donc, l } équation en X a toujours ses racines réelles. 
On voit immédiatement sur les équations (i4) que la plus 


f 

grande de ces racines rendra ^ minimum, la plus petite le 



rendra maximum, la troisième ne donnera ni maximum ni 


minimum . 


408. Problème V. — Déterminer un point M = 
tel que la somme de ses distances p<, p 2 , p 3 à trois points 


fixes A 1 = (a i ,6 1 ), A 2 =(a 2 ,6 2 ), A s =(a Sl b z ) soit mini- 


mum. 


La somme des trois distances est 


2 2 sjl{oc ~ at)i + (y ~ bi)K 


Ses dérivées partielles sont 




Pi 

„ Jj 4 

, - . ï 

Pi 




11 



sina/, 


m désignant l'angle de la droite A/M avec l'axe des x> 


r 


I 


SÉRIES. 


4oi 


M 



' ~ — — b w.». • 

■ 

osons-les d'abord nulles. On aura les deux équations 

■ 


i - 


COSOCt h- cosa 2 + cosa 3 

sinaj -+- sin<x 2 + sina 3 


o 


! - 1 


O. 


Multiplions la- première par sinoc 2 , la seconde par cosa 2 , et 

•m m -m m 


ns ; il vient 


V 


• I 


sin (oc i — oc 2 ) 


d'où 


sin (a 


a 3 ) 


o 


a 


a 


■ « 


On trouve de même 



Les angles mutuels des droites A, M, A 2 M, A 3 M seront 
ne de —y et le point M s'obtiendra en décrivant sur chacun 


3 


des côtés Ai A 2 , A 2 A 3 , A 3 A, un segment capable de 


2 7T 

T 


1 71 


Si l'un des angles du triangle A 1 A 2 A 3 est ]>^j les arcs 

1 / * ■ ■* 

de cercle dont l'intersection devrait donner le point M ne 
se coupent pas. 

Il doit pourtant y avoir un minimum. Mais il ne pourra se 
présenter qu'en un point où les dérivées partielles cessent 
'exister, c'est-à-dire en l'un des points A n A 2 , A 3 . 
Il est aisé de vérifier qu'il a lieu au point A 1? sommet de 
angle obtus. 

Fig. 8. 



ooit en effet M un autre point. Montrons que 


Ai A 



À i A. 



MA 


i 



MA 




J 


I. 


26 
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SÈMES 



MA 


2 COS/Ut. 



; r < 

MAo cos 



MAi(cosX 



cosA'). 


* 

Or cos p., cosv sont^i et 


cos A 



cos 


2 COS 


X-+ 


2 


X' À — X' 

— COS 


< 


2 COS 


1 



* • » 


X 


/ 


2 



J 



5 


que 


i 


2 


2 


étant 



son cosinus est moindre 


i • * 


/ 


» 


é I 
f 


4 i 


i 


i il > 


r 



* 


' 1 


J / 


* • » T 


1 i t 


t ► 


i 


■ 


/ 


t 
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DE TAYLOR. 
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t 

i 1» 


■ 

* \ 


i 


I 


Points ordinaires et points singuliers. 


r 5 


\ p- 


409. Soient F(.X, Y)=-o l'équation d'une courbe plane : 
(x,y) l'un de ses points, aux environs duquel nous suppo- 
sons F développable par la série de Taylor 


o 


F(X,Y) 



(X — a?) 



dF 

ày 


(Y-y) 



1 d 2 F 

2 dx % 


(X — ic) 2 -i- . . i-. 

f 



ons la courbe par une droite 



x 


oct 


h, 


Y 


Si 




et supposons que cette sécante se rapproche indéfiniment du 
point (x,y) en conservant une direction constante et d'ail- 
urs arbitraire . 

Si [x de ses points d'intersection avec la courbe se rappro- 
t indéfiniment de y), on dira que ce point est de 
l'ordre [i de multiplicité. Si jjl = i , ce sera un point simple 



ou ordinaire; si ii 



i, ce sera un point multiple ou siri- 


"! t 



ter. 


Comme à chaque valeur de t correspond un seul point (x, y ) 
de la sécante, l'ordre de multiplicité cherché sera évidem- 
ment égal au nombre des racines infiniment petites de l'é- 



n 


1 1" *■ 


o 



h) 



dF 




m » * 


* 
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ou, ce qui revient au même, à celui des racines nulles de 


l'équation limite 




m • 




re m sera donc égal à l'unité, toutes les fois que 


— -, - T — ne sont pas nuls simultanément; il sera égal a /i, si 
dx â V r ' 5 ' 


les dérivées -r— j — ? - — -> • ■ • d'ordre <C /? s'annulent toutes, 

l'une au moins des dérivées d'ordre a étant ^o. 

Le nombre des racines nulles, étant supposé égal à n pour 
une direction arbitraire de la sécante, se trouvera accru si a, 
P sont déterminés de manière à annuler le co 



a 11 -r h ncn n ~ x S 

J^l /VI /£ l 


dx rt r ^a? 


/* — 1 




■ 

du terme en c'est-à-dire si la sécante est parallèle à Fune 
des droites du faisceau 


o = (X — a?)»^- + n(X — x)»- l (Y J< 




• 

Ces droites se nomment les tangentes au point (#,y). 
En un point simple, on aura une seule tangente 


4 I 



^ F (X-^)+^-(Y-j) = o. 





. A une valeur infiniment petite de X — x correspon- 
dent une ou plusieurs valeurs infiniment petites de Y— y. 
Proposons-nous de les développer en série. 

Supposons d'abord que (#,y) soit un point simple. Si l'axe 


dès Y n'est pas parallèle à la tangente, — n'étant pas nul, on 




n aura qu'une valeur infiniment petite de Y — y, 
pable comme on l'a vu, suivant les puissances entières et po- 

■ 

sitives de X — x. 
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Si l'axe des Y est parallèle à la tangente, -r— est nul, mais 

àv 


doc 


ne Test pas, et l'on aura 



o 


ôx 


(X 


M H- 



A.(Y 


y) 1 ' 


■ ■ * 


en me 



en 





■ 

ence, parmi les termes qui ne contiennent 
x, celui dont le degré en Y — y est le moindre. 


te équation 
expression 



et r racines infiniment petites données 


Y 


y 



i 


_ âF 

A dx 



(X 


\ ■ 


x) r 



a(X. 


où l'on prendra successivement les diverses déterminations 

. * • 

— 

du radical (X — x) r . On obtient ainsi un c^ycle de r branches. 

Supposons au contraire (x,y) multiple d'ordre et ad- 
mettons, pour plus de simplicité, que l'axe des Y ne soit pa- 
rallèle à aucune des tangentes en ce point. On aura 


F(X,Y) 


A 0 (X 


x) fl 



A 1 (X-^)«- 1 (Y 


y) 




y) n 



B 0 (X 


x) 



le coefficient A„ n'étant pas nul. L'équation admet donc n 
racines infiniment petites, données par des séries 


Y 


y 


M t (X 


x) 


m • 


Y- 


y 


M n (X-x) 



où M,, . . . , M„ sont les racines de l'équation 


An 



A, M 



O 


qui donne les coefficients angulaires des tangentes. 

s racines de cette équation sont toutes inégales, les n 
ements seront séparés dès le début, et ne contien- 

p «a rmkcanr.es entières. Si, au contraire, plusieurs 




dront 


tangentes coïncident, la singularité sera plus complexe, et les 

ements contiendront le plus souvent des puissances 



X 


Ma 


ils peuvent être associés en 



en réunissant ceux qui 

M 


s'obtiennent par les diverses déterminations d 


'un même ra- 


dical. 


En posant (X 


oc)' 


£, 1 


ens 



des branches d'un 


même cycle pourra être représenté par le système des deux 



X 


* I 



oc 


y 


t 


r 


at 


r 



r. 


1 

où i\ r 0 sont des entiers croissants sans diviseur commun. 


Si les coefficients a', a 0 , . . . sont réels, le cycle adme 



ra 


des points réels aux environs de l'origine. Pour discuter la 
forme âe cette portion de courbe, il est permis d'admettre 
qu on ait pris la tangente pour axe des auquel cas x 


o 


o, a 


o, et qu'on ait déterminé le sens des y de 


y 

sorte que a 0 soit positif. 

i° Si /• est impair, pair, Y est toujours positif, et 
signe de t. La courbe a donc la forme de la 

. - Fig. 9, 





re Q. 



i ■ 


*4 


té 


S 


2° Si r et 7* 0 sont impairs, X 



ont le signe de t] et la 



H 


g. 10. 


■ • 
• l 


r 



courbe présente l'inflexion représentée dans la figure io. 


y, 
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avec t ; on a un 



X est positif, Y change de signe 


première espèce (jîg. 1 


1 



Fig. 11. 



4 



r et r 0 sont pairs, X et Y sont toujours positifs : on 


a un rebroussement de deuxième espèce 



g. 12 


1 



m 


411. 



* ■ 

sons maintenant la courbe définie par deux 


équations 


■S 


X 


Y 


<p(0- 


\ 


Soit/ 0 la valeur de t pour laquelle on a 

qu'aux environs de cette valeur 

par la série de 




ce soient 


envir 




de ce point, en posant, pour abréger, /'(*<>) 



or. On aura aux 


m 


t 


1 


/"(M 


X 


n 



1 


1* ' I 


x 


x f (t 


h) 



X 



1 


Y 


y 


1 
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Coupons la courbe par une droite 


l i 
i » 


I 

►1 


a(X — ar) +|3(Y- v).= A 


infiniment voisine du point Cx 



Les t des points d'intersection seront donnés par l'équa- 


tion 




2 



e équation en * — £ 0 n'a, en général, qu'une racine 


infiniment petite si x' et y' ne sont pas nuls à la fois. Le 


point (x,y) sera donc simple. Mais on aura 




racine infiniment petite si l'on a 


x' cx. -h r'Ô — o, 


auquel cas la sécante sera parallèle à la droite 

"X — x Y — y 


x 1 y f 





Telle est donc l'équation de la tangente. 

Supposons, au contraire, que 'a?', y f s'annulent à la fois, 
ainsi que x\ y", . . ., x^-V, y( n ~V , mais que x^ n) et yM ne 
soient pas nuls tous deux. L'équation en t — l 0 aura n racines 
infiniment petites; le point (a, y) sera 
d'ordre n (pourvu qu'à ces n valeurs de t — t Q correspon- 
dent autant de systèmes de valeurs différentes pour X — 

-y- ^_ _ 

Y — y). Le nombre des racines infiniment petites deviendra 
d'ailleurs "> n, si l'on a 

■ — 

* * " i - r v ». ! 


On a donc, ici encore, une tangente ayant pour équation 


. X — x Y — y 


Ces résultats supposent, comme on vient de le voir, que 
deux valeurs différentes de assez voisines de £ 0) correspon- 


dent toujours à des points (x, y) différents, ce que nous 




exprimerons d'une manière abr 


P 
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gée en disant que t corres- 


reconnaître si cette condition est satisfaite, et, si elle ne l'est 


1 


pas, faire en sorte qu'elle le devienne, par un changement de 
paramètre 

Soit, en effet, en ne conservant dans l'écriture 


■ 

termes dont le coefficient n'est p 


as nu 


1 


i que 


les 


X 


x 


{m) 


(t 


h) 


m 


m ! 


m 


m i ! 



• * 


Y 


y 


y 


n ! 



to) n 


n, ! 


-t- 


m 


< n, et posons 


OC 


( m 


m 


m ! 



x 


(t—t«) 


m 



a 


m 



la place d 



ements suivant les puissances entières de u, qui, mis à 

! t — / 0 , satisfont identiquement à cette équation. 


0 


n ■ * 


un d'eux. Substituant cette valeur dans les expressions de 
Y, elles prendront la forme plus simple 



X 



u 


rn 


Y 


y 


eu 


II 



! un 


C U 



* • • 


oit S le plus grand commun diviseur des exposants m 


r 


n 


i 


ùs f 7 .... Posant u 5 = % il viendra 


X 


x 


v 


r 


Y 


y 


CV S +CC 



• ■ ■ 


ux équations représentent un cycle de r branches, 



comme 


ment petites de 


distinctes 


entre elles, ne 


pourront repondre a un même po 
l'une d'elles, l'autre devrait être 
cine r ièrae de l'unité, pour que X 


9*\ G étant une 


valeur. 



ui 


4io 


que 


ou 


PRE 
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eût également la même valeur, on devrait avoir 


cv 



c(i 


C V 



qQSçS 



c' Q s ' v s ' 



B s )v 


c'(i 



6 S ' ) ç- s ' -h . . . 


o. 


Or, les exposants /', s, s', ,'. . n'ayant pas de facteur com- 

n ■ 1 * 1 A "1 - *-•* . : ( m 


il '1 ■ 1"" Al # * o i 

mun, quelle que soit la racine choisie pour U, la série S du 
premier membre ne sera pas identiquement nulle et l'on 
pourra assigner un nombre fixe L tel que, si o < |p|<L, 
S soit différent de zéro. 

Si S est égal à l'unité, u correspondra uniformément aux 



du cycle ; et il en sera de même pour t, car la rela- 
tion (i) fait correspondre à chaque valeur de u une seule 

■ ■ 

valeur de t, et réciproquement, 


412. Dans ce qui précède, nous avons appelé t 0 la valeui 


de t pour laquelle on a X 




y. Il peut évidemment 


exister plusieurs valeurs £ 0 , £ 4 , ... de ce paramètre 




sa- 


* ■ r • 

nt à cette condition. Chacune d'elles donnera nais- 


sance à un cycle, suivant l'a 



se 


pre 



nte 


et l'ordre 


total de multiplicité du point sera ^ a somme des ordres 

de multiplicité partiels ainsi calculés. 


413. Soient F(X, Y, Z) = o l'équation d'une 
(x,y,z) un de ses points, aux environs 
loppable par la série de Taylor 




o 


F(X, Y,Z) 


âx 


(X 


x) H- 


<?F 



(Y 


2 [do?» v 


xf + 


• i 

Coupons par une droite 


X 


x 


(Xt 



h, 


Y 


y 


S * H- A-, 


r) 


z 


F soit déve- 



dF 

àz 


(Z 



y £ -h / 


de direction fixe, et infiniment voisine du point *)• 
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fit 


S 



ts d'intersection seront donnés par l'équation 


dF 


dF 



a. 




dF 



à 


y 


t 


i 



2 I dx 


a 



* * 


t 2 


• m — - 


H, 


H étant infiniment petit. " 
. dF dF dF 

Si -j^> ne sont pas nuls à la fois, on n'aura, en géné- 

al, qu'une racine infiniment petite. Le point (a?, y, z) sera 
simple. 

On aura toutefois deux racines infiniment petites, si 


dF_ 

dx 


a 



àF 

àf 



dF 



à 


-y 


o 


i * 


7 



-a- 



si 



sécante est 


èle au plan 



dx 


(X 


x) 



a y 


(Y 


y) 


àF 


Z) — O. 


Si Taxe des Z, par exem 

dF 



n'est pas parallèle au plan 


tangent, on aura — > o, et Z — z sera, aux environs du point 


{x,y, z), une fonction sjnectique de X 


OC j 



y 


posons maintenant que 3 


dF dF 

-y ~ ' 


ÔF 




s'annulent, et qu'il 


n soit de même des dérivées jusqu'à l'ordre n exclusive 


t. L'équation en t se réduira à 


n 


I * 2 • • • ft 


d"F n "I 

^ OC l — * • ■ I 
OOQ tl J 



H 


et admettra, en g 


énéral, n racines infiniment petites. Le 


point {x,y,z) sera multiple d'ordre n. Le nombre 
racines infiniment petites sera augmenté si 


des 


à n F 


a 



■ * 


o 


» * 

autrement dit si la sécante est parallèle à une g 



du 


cone tangent 


â n F 

— (X- 

dx n 


X ) n H- . . . 


o. 
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414. Si, par le point (.2?, y, z), nous faisons passer un 




raire 


* M 


P 


A(X 


x) 



B(Y 


y) 




z ) 


o 


il est évident que l'intersection G du plan avec la 



aura en 


un 


point 


mu 


seront les génératrices suivant lesquelles le plan coupe le 


cône tangent. 



dont 




gentes 


Si toutefois P entre en facteur dans l'équation du cône 


tangent, l'ordre de multiplicité du point (x,y,z) sur la 


courbe G se trouvera accru. 

En particulier, le plan tangent en un point ordinaire coupe 
la surface suivant une courbe sur laquelle ce point sera mal- 
tiple. 



Si l'on coupe le cône tangent par un plan arbitraire ne 


passant plus par son sommet, on obtiendra une sectien 
plane algébrique et de degré n. Cette courbe peut présenter 
des points singuliers, ou se décomposer en courbes de degré 


moindre. Toutes ces circonstances devront êtr 
entrant dans la définition de la singularité . 
Une surface peut présenter, non seulement 



es comme 





u 



îs 



P 01 

mais des lignes singulières dont tous 


sin- 



points sont singuliers. Considérons, par exemple, un cône 
dont la base ait un point double. La généra tri 




dante sera une ligne double, en chaque point de 

■ 

on a un cône tangent, dégénérant en un système de deux 
plans. 


41 o. Une surface est souvent représentée par un système 


de trois équations 


X 


©,(*, u) 


Y 


Z 


£, u étant deux paramètres dont l'élimination 'donnerait 
l'équation de la surface sous la forme ordinaire 


F(X,Y,Z) 


O. 


• 


\ 
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(\ià 



lt t 


il 


o un système de valeurs d 


es 


lequel on ait X =: œ y Y 

supposée appF 



Z 



pour 




, on aura, en 


i 


dt 


0 


z. La formule de Taylor 

pour abréger 



/ 



(2) 


Y 
Z 


57 


#i ( t 


h) 



b% ( m 


aAt 


t*)-\-b 


• ■ 


* ■ * 



Si l'un des déterminants (a t b 2 ~ a 2 b,), (a 2 b 


3 


(«36 


b 2 a 3 ), 


a { b z ) est différent de zéro, (x,y, z) sera un point 


simple (pourvu toutefois que f 0 ; u Q soit le seul système de 
valeurs des paramètres qui donne ce point). En effet, 
a t b 2 

quations (2) permettront de déterminer t 


a 2 b t , par exemple, n'est pas nul, les deux premières 


t 


u 0 en 


fonc 



synectique de X 


x, Y 


y 



valeurs, substi- 


uées dans la dernière équation, donneront une expression 



gue pour Z 


Réciproquement, si y, z) est un point simple, on pourra 
mettre l'équation de la surface aux environs de ce point sous 
la fo 


rme 


I !.. 


Z 



*(Y- y)H-c(X 


équivalente au système des trois équations 


X 


x 


Y 


y 


u 


z 


z 


at 



bu 


ci 



m m m 


r * 


où le déterminant a h b 2 — a 2 b K a pour valeur l'unité. 


L 




ue nous voudrons étudier une surface aux environs 


un point simple, nous pourrons donc toujours admettre 
que 1 un au moins des déterminants a K b 2 — 


a<>b 



> 


■ 4 



. Une courbe gauche, définie comme trajectoire d'un 
nt mobile, sera représentée par un système de trois équa- 


X 


Y 


<P(0, 


z 


4*4 
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Un point (x f y, 


tiplicité, si un 


la courbe sera de Tordre p de mul 



an 




a(X — af) 






z) = h, 


infiniment voisin de (x,y,z) y coupe la courbe en jx poi 
infiniment voisins de ce point. 

Soit t 0 la valeur de t correspondant à (x,y, z). Les fonc- 


tions f, cp, f étant supposées dévelop 
Taylor, on aura, en 




s par la série de 




?'(<o) 


/('.) 


X 


! 


? 


Z 


x 



2 



Y 



t 




M 5 


2 



V) H- i 


«o) 1 


2 


■ • 


Substituant ces valeurs dans l'équation du plan, nou 



li- 


rons, pour déterminer les t des points d'intersection, l'équa- 


tion 



(t-t 0 ) 



h. 


t 


Si x\ y, z 1 ne sont pas nuls à la fois, cette équation en 
t Q n'aura, en général, qu'une racine infiniment petite : 
le point est simple. 

> 

Mais on aura plusieurs racines infiniment petites dans le cas 
ou 1 on aurait 




y z 1 


o 


5 


c'est-à-dire si le plan sécant est 





X 


.4 ' 


Y 


y 


z 


x 


i 


y 


t 


t 


Si 


i m% y, z' 


z (n-i) s'annulent à la fois, 
sans qu'il en soit de même pour x^ n \ y^ n \ z^ n \ on aura n 
valeurs infiniment petites de £, et ce nombre sera accru si le 


plan sécant est parallèle à la tangente 


X 


x 


Y 


y 


z 


z 


x {n) 



in) 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 

■ * 

i 
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m 


de la courb 


417. O 


peut toujours satisfaire à cette condition 


chantant au besoin de parafe. Soit, en e 

'i ^ta 


en 



5 


en ne con- 


tenue 


4 a 


p 


X 



x 


(m) 


(t. 


m 


ni 


(t 


t») 


m 


i .2. . u m 1 



m m 



r *■ 


y 


to) n 


> 9 


I ■ 2 * * * TXf 


Z 


(p) 


it 


1 1* 


1.2.../? 



• ■ 


et supposons, pour fixer les idées, m^n=p. Posons 


x 


(m) 


{t 


h) 


1.2, , . TYt 



U 


m 


Prenons, pour f — £ 0 , l'un des développements qui satis- 
font à cette équation, et substituons-le dans les équations 
récédentes : elles prendront la forme 



- x 


a 


m 


Y 


y 


Z 


z = e p u p 




S le plus* grand commun 



iseur 


des 



m 


8r, /i 


ôv, . 


ôtt, Posant « 8 = p, il viendra 


(3) X 


Y 



. . . , 


z 


7C 


» • « 


Ces trois équations représentent un cycle de r branches, 
et il est clair qu'à deux valeurs infiniment petites de ^, dif- 



érentes l'une de l'autre, répondent deux points distincts. 

On doit remarquer ici, comme pour les courbes planes, 
que, s'il existe plusieurs valeurs t 0 , t K , ... du paramètre qui 
correspondent au point JK, chacune d'elles donne nais- 
sance à un cycle analogue à celui que nous avons déterminé, 
et l'ordre total de multiplicité de ce point sera la somme des 
ordres de multiplicité partiels ainsi calculés. 

i le point (x,y, z) est simple, il ne correspondra donc 
à une seule valeur de t. Il faut, en outre, que dans les 




4(6 
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des co 



terme du premier 


degré en 


s en fonction de p figure un 


P. Gomme on 


aura / 


Y 


v 


i, X 

<^7l(X 


a /' < v < ir, ' on 


x 


v et. par s 


5 



z 



section de ces deux cylindres, do 
différents. 




La courbe aux environs du point (x,y,z) est donc l'inter- 




s sont 





roquement, la courbe d'intersection de deux 
quelconques a un 


tangents aux 


■ 
■ 

deux 







ou les plans 


sont différents. 


Soient, en effet, 0,jk, z) un point de l'intersection, et 


o 


F(X,Y,Z) 


* 9 \t 


dx 


(X 


x) 


ôF 



(Y 



dF 



(Z 


O 


*(X,Y,Z) 



dx 


(X 


x) 





(Y-/) + 


dz 


(Z 



1 


es 



ons des 


de 


ux 



Le 


s 



ans 


tangents étant 


supposés distincts, l'un au moins des trois déterminants 


,* ¥ 


ÔF d® 

ây dz 





d 



par exemple le premier, sera ^ o. Donc, aux environs du 


point (x,y, z), Y 


y et Z 


f seront synectiques en X- 


et admettront des développements de la forme 



■ 

Y 
Z 


-y 


b t (X 
c,(X 


■ a? ) 



6 2 (X 


En joignant à ces é 



x) + c 2 (X 


ons l'i 


x)' 1 
x) % 


* * 

t 


r 


• * 




m 


X 


on a les trois coord 


onnées exprimé 




du même 


paramètre X — Le point est simple et a 
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I 


Pour déterminer les 
valeurs de Y — y et Z 


coe 



nts b s et c 



îtuons 



cation des deux membres donnera 


z dans les équations (4). L'identi 


i » 


dF 

dx 

à® 

dx 


dF 




dy 
d® 


ày 



i % 


-b 


dF 

àz 


c 


1 


O 


v 




c 


z 


1 


O. 


- L ■ 

k t. 


On voit par là que la tangente cherchée est l'intersection 
des deux plans tangents , 


dx 


1 • 

4 


(X 




(X 


- 

œ) 



dF 

ày 

d® 


(Y 


O 


I, 


■J'v J ! 
* ^ •• . 1 


(Y 


y) 



»j = O 


* * i 


et a pour e 



♦ Vf" ' l 


t. 


X 


.2? 


Y 


dF d<& d& dF — dF M êë dF dF d€> d® dF 


y 


z 


■ ■ . .' j ù 2L ; j.y p ' 


f V 


dz dx 


dz dx 


f. «ai 


J 




\ 


r m ^ 

Lorsque nous voudrons étudier une courbe gauche; <aux 


simple, en la considérant comme 


de 


-\ J l 


deux surfaces, il sera permis, d'après ce qui pré- 
cède, d'admettre que les deux surfaces qui la déterminent 
n ont pas le même plan tangent. 


bornerons exclusivement, dans ce Gh 


4. 

I L 



la considération des points simples des courbes et de^siir 



s. 


■* ^ - . 


II. 


Théorie du contact. 
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I 


41 9. No 



[PQ] 


1 


OC 


r 


7 



z 


i 




cident, La 




X)* 



(y 


\ 


z) 2 ne jouirait pas 


e 




propriété pour des points imaginaires. 



is,= siPon 


j. 


i. 


2 7 


se bornait aux points réels, on pourrait, sans rien changer 
aux théories qui suivent/ la substituer à l'écart dans les dé- 


finitions. 


■ 


420. Soient F, F, deux figures 



commun 


jL — r 

contact d'ordre n avec F { , 




Q 


ayant 
nt un 


d 


Si » — 

Q de F, de telle sorte que, lorsque Q 



soit infiniment petit d'ordre n 


-W p 


ar : 




a 


/ 


421. Contact des courbes planes. — Soient 

* - . I ■ -s • 


F(^, y) 


o 


l'équation de la courbe F; (x^y) les coordonnées de P; 


(x u Y\ ) et 





celles de O t et 



(0 


o 


F(a? 



a, 7i 



F/ \ 



A a 



B 



■ 

A et B étant des fonctions de # ( , y l5 a, (3 qui tendent res- 




vers 


<?F 




ent vers 


V> y> °> °- 


S'il y a contact d'ordre n } \ a 


■ 

(31 et a fortiori 


a 


et 



seront d'ordre n -\- i, et l'équation (i) montre qu'il en 
est de même pour F(^r 1 ,y < ). Réciproquement, siF(#4,y<) 



est d'ordre n + i, il y aura contact d'ordre /2. En'effet, pour 


Xi 


x 


y* 


y 


a 



= o, la fonction Y(x K + a, jk* + 
s'annule, et ses dérivées partielles par rapport à a, [3 se ré- 

()F à¥ . . 

isent à — 5 — • Le point étant simple sur F, l'une 



dx 


au moins de ces deux quantités, par exemple 

0 


x 


? sera ^ o. 


L'équation (i) définit donc une fonction implicite a des 


- ■ 

variables x t , y^ (3, laquelle s'annule pour x K 


y 



6 et admet des dérivées partielles; elle sera donc infi- 


niment petite lorsque x K 


x 


y* 


Y, 3 seront infiniment 


e 
et 


n 
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Si a est défini de la sorte, le point Q 


4 



* -h a ?r< -+- 



ra sur la courbe F, de quelque manière qu'on ait choisi S 

j\ — M m. -' 


P 


Q 



pa 


/y* 


même ordre, par hypothèse ; enfin x K 


^ h F (^<?Ji) est du 


infiniment petits, A et B tendront vers les limites fixes 


dF 


dx 


ont 


Cf. 



Bf3 


A 


sera 


un infiniment petit d'ordre w + i au moins, et 

1 

sera d'ordre n -f- 1 . Il 


y 


d 


onc bien contact 


insi 


condition nécessaire et suffisante pour un 


contact d'ordre n est que F(# H y a) soit d'ordre n 



i 


* rapport à [PQi ] 


x 


: X 



y 


422. Cela posé, admettons d'abord que la seconde courbe 
soit définie par les équations 


x 


?(0, 


y 



t t et t + dt les valeurs du paramètre qui correspon- 

» ... les déri- 


ent respectivement aux points P 

4 I 


de o(t) et de f 


/y 1 


i 



fi - / = / ^ + y" 


2 

dt 


2 



■ • * 


« • 



y sont du premier ordre au moins par 
apport à dt. D'ailleurs, l'une au moins de ces quantités sera 
ivement du premier ordre; car, P étant un point simple 
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sur F { , x 1 et y 1 ne peu 
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nuls à la 



sera du même ordre 


1 

rd 



e dt. 


Posons d'autre part 


on aura 


F[?(O,?i(0] = V(0ï 


foc 




(0 



« 1 • t 

dt), <p,(f 


W'(t)dt-^- 



dt)] 



t 



(0 



[PQ<] 



dt) 
dt n 


I • 2 m m * T\ 



• • • • 


Cette quantité devant être d'ordre n 
conditions du contact demandé, les r 



1, on aura 




(2) 


W(t) 


O 



'(0 


o 


W n {t 



Ces conditions prennent une forme plus symétrique si l'on 
suppose les deux courbes données sous la forme 


y=f(&) 


et 


y 


« 1 


lesquelles équivalent, pour la 



a 


y 


/(*) 


O 


et, pour la seconde, à 


x 


On aura alors 


y=fi{t)> 


fdt) 


fit) 



x) 


et 



équations (2) deviendront 


(3) Mm) 


/(*), 



i<*) 


/'<*), 


■ J 


f>\(x)=f«{œ). 


Enfin, si les deux courbes sont données sous la forme 


implicite 



F(*i y) 


O 


et 


F i(^, y) 


o 


on n'aura qu'à déterminer 



y et ses n premières 


dérivées dans la première courbe, au moyen des équations 


F 


o 


dx 



àF 

à y 


y 


r 


O 


1 
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■ 

et, dans la seconde, par les équations 


o 


dF 



dy 


1 / 

y 


o 


1 


Les valeurs de ces 



devant, comme on vient de 



voir, être les mêmes dans les deuxcourbes, on n'aura 
les égaler pour obtenir les équations de condition cherc 


qu'à 


es. 



423. Contact d'une surface S avec une courbe G,. 
Soient F(x,y i z) = o l'équation de S; x, y, z les coordon- 
ées du point P; a?,, y K , z { celles de Q,j x K + 


z 



y celles de Q. On aura 



(4) 


o 


F(x u y y , z t ) 




1 z \ 




A 


y) 

« + B6 



Cy; 


À, B, C tendent vers 


dF àF 



ue » fj jkm 1^ a, % y 


tendent vers z 1 o, o, o. 


S'il y a contact d'ordre n, a, fi, y et, par suite, F(^,jki, 


seront d'ordre + 1 au moins. Réciproquement, supposons 
que ¥{x { y y y ,z { ) soit d'ordre n + i; il y aura contact d'ordre n. 


,n 



, pour 
la fonction F (a? 


x 


z 


a 





y 


o 


1 




s'annule et ses dé- 


rivées partielles, par rapport à a, p ? y, se réduisent à 

Le point P étant simple sur F, une au moins 


dF ÔF dF 

dx dv 7 dz 


de ces dernières 



àF 


, telle que — ? sera^o. L'équa- 


tion (4) définira donc a en fonction implicite de y K , Z\, 



ns à Qt le point 







y étant deux infiniment petits quelconques d'ordre n 



t : 


a 



Cy 


A 


sera du même ordre au moins, 


dF 


r A, tendant vers n'est pas infiniment petit. Donc 

ox 1 1 


a 


+ I P I ~f~ | Y | sera d'ordre n + 1 . 


422 
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Donc, ici encore, la condition nécessaire et suffisante pour 


le contact est que ¥(x^y {1 z { ) soit d'ordre n + i. 


424. Cela posé, soient x — v(t),y= z = o 2 (t) les 

équations de la courbe C<. 



Soient t 4- dt les valeurs du paramètre aux points P 


et Q<; on aura 



OC 


x f dt 



x 


// 


2 


a r * 


y'dt 




tf 



2 


: £ 




2 


Donc x K 


x 


y* 


y, z K — z seront du premier ordre au 


moins en dt, et l'un d'eux sera effectivement du premii 


G 


fois. Donc [PQ 


part 




e dt. 


on aura 



dt) 


f 


W(t) 



T '{t)dt 



t ■ 


Les conditions du contact seront donc 


wm 


o 


W'(t) 


o 


Z 1 


o. 


42ô. Si était définie comme intersection des surfaces 


0(a?,y,*) 


O j 



il faudrait, pour appliquer ces formules, concevoir qu'on 
prenne x = t) y et z seraient alors des fonctions implicites 


de ce paramètre, définies par les équations <I> 


o, 


o. 


On calculera alors par les méthodes connues, pour les égaler 
à zéro, es dérivées successives de la fonction 

m 


W(t) 


W(x) 


F (a?, y.z) 


- 

par rapport à la variable indépendante x. 
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6. Contact de deux court 


es gauches G et C t . 


Soient F(#,j, s) = o, 'êfay^z) 


ol 


), 


es équations de C ; 




nées des points P ? Q,, Q; on aura 


\ 



y) les coordon- 


o 


(5) 


F ( oo \ — |- 
* ( s% ? y i ? ^i ) 



1 



Aa 



O 


r 1 

JF ( — i — 




${x u y u + 


-y) 

B(3 h- Cy, 

■ 

y) 

•Uî> (3 -h € 



S'ily a contact d'ordre n,a, (3, y et, par suite, F (a?, ,7, , ), 
%\-> Vu Z\) seront d'ordre w + i au moins. 


Réciproquement, supposons que 


-, — _ *n, 

v{x x ,y u z x ) et ^(a?t»ri»«i) 


■ 


4 

soient d'ordre n 


1 . 


P 



r x 


\ 


x,y x 


y 


1 z \ 


z, a 



y 


o les fonctions 


§ {m x + -m, y\ 




(3, *i 
(3, % 



y), 

y) 



et leurs dérivées partielles, par rapport à a, y, 




ui 



a 


dF 


dF 


dx' , dy 


dx dy i 


dF 

dz 

d§_ 

dz 



e point P étant simple sur G, l'un des trois déterminants 


dF ëi 


és avec ces dérivées, par exemple ^ 


d§dF 
dy 



? sera^o. 



Les équations (5) détermineront donc a, (3 en fonction im- 

e x K ,y K , z t , y. 
Associons à Qi le point Q obtenu en prenant pour y un 
infiniment petit quelconque d'ordre n H- 1 ; a et p seront du 
même ordre au moins; car la résolution des équations (5) 
les donne sous forme de fractions, dont le numérateur est 
ordre n -+- 1, tandis que le dénominateur Aub — BoAo, ayant 
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pour ; limite 


■ 1 1 « 


w 




n'est pas infiniment 
d'ordre n + i, et il y aura co 






sera 


our un contact 


La condition nécessaire 

d'ordre n est donc que F(x i ,y t ,z i ) et y,, soient 

n + 1. 






7 


y 


9*(0 


les équations de la courbe C t . On v 



7 




ment, que [PQ ( ] est de l'ordre de dt\ et qu'en posant 


F|>(0, 9i(0, 9*(0] 

#[9(0, .?i(0) 9a(0] 

■ 

I 

les conditions du contact seront 


W.(t), 

^i ( 0? 


(6) 


W (0 


^ (0 


4 ■ 


• * • 


o 


o. 


6 


427. Si les deux courbes étaient 







et 


— 9 C 37 ) 


z 


9 

en prenante pour variable indépendante, ces équations pren- 
draient la forme symétrique 


(7) 


/,"(*) 


•*1 


428. Enfin, si elles étaient définies par les équations 


F (^ y, *) 


o 


o 



o 


5 


O 


on n aurait, 



obtenir les conditions du contact, qu'à 
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égaler les valeurs de jk, z et de leurs n 







Contact de deux surfaces $ et S,. — Soient 

S; {x,y,z) et les 


o l'é 




F(x,y,z) 

coordonnées de P et de Q,. On voit aisément que la condi- 
tion d'un contact d'ordre n est que ¥{x, jySyZ ,) soit d'ordre 


par rapport à 




5 


soient 




1 

des 


/70 



t, u), 


y = u), 



de S 4 ; (t, u) et U 


dt, a 



aux points P et O, ; on aura 


cp 2 (£, u) 



les valeurs 


(8) 


m 


x 


k dt -4- B du 


m — 7 = A i ^ 


t- z 


1 


5 



B 1 du, 
B 2 ^/w, 


■ 

A, B, ... étant des quantités variables qui ont pour limite 


dt du 



■ * 


On voit 



1 


en 



ue 



est de l'ordre de dt 


du 



i M une quantité positive plus grande que 


on aura 


1 


pour 





t et de u 


5 



M, 


B 



M, 


■ ■ ? 


donc 


dt 


x 


\ 



X 


> 1r 


1 


*3 


seront moindres que 


M j du I ; et, en les ajoutant, il viendra 


[ PQi ] 



3M( | ^ 


<i« | ). 


Mais, d'autre part, P étant un point simple de S l5 le déter- 


mi 



D 


dt du 



1 


dt du 
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(ou, à son défaut, l'un de ses 


CHAPITRE IY 



homologues) se 



£0. Or 


les deux premières équations (8), résolues par rapport à dt 


et du, donneront 


(AB!— BA t ) dt 


(AB r 


BAj ) du 


* 


x) 



(7i 

*■ 

A(ri 


d'où 


AB 



( I dt 




) 




2 JV^ ^ J OC 1 1 OC 



yx~y\) 


D'ailleurs AB { — BA< a pour limite le déterminant D : donc, 
en désignant par À une quantité quelconque un peu 
petite que | D|, on aura, pour toutes les valeurs su 
petites de dt et du, 



dt 



du 


< 


2 M 
Â 


[PQt • 




Le rapport de [PQ*] à dt 



du | étant ainsi compris 


entre deux limites fixes différentes de zéro, ces deux quan- 
tités sont du même ordre. 
Si donc nous posons 

F|>(*, u), m), cp 2 (£, = m), 


la condition nécessaire et suffisante pour le con 



sera que l'expression 


*{ m D fi) Z l ) 


W(t 



dt, u 



du) 


W(t, u) 


dW 
dt 


dt 



du 




soit d'ordre n 



1 par rapport à I dt 



du 


430. Gela revient à dire que la /onction W et ses dé ri- 
vees partielles jusqu'à l'ordre n inclusivement sont toutes 

m ■ 

nulles. 


u + 
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4 


se réduira au reste de la série de Taylor 





du 


d \ n + 1 
du 



6 dt, u 



du ) dB. 


' ' ' m 

J 

■ 

Soit N une constante plus grande que les modules des déri- 
vées partielles d'ordre /i + i, Lorsque 


• y ~. - . - - • Lorsque 


du n+i 




u seront assez petits, le module de l'expression précé- 


moin 



( 




du | ) *+* N dB 


N 
n ! 


ci* 



du\] 



+ 


ordre du contact sera donc au moins égal à n. 

ne pourra d'ailleurs surpasser ra/si les dérivées d'ordre 


nemen 



dépendant des dérivées d'ordre 


dt, u H- du) nous négligeons les termes 



n 


comme on vient de le 


voir, un 


- 1 , et qui représentent, 
infiniment petit d'ordre 



-H i, on aura approximativement 



t 



dt, u 



du) 



dt 



dt 



du 


du 


714-1 


W(t,u) 


l.2..,(/î + l) 


quantité dont l'ordre ne peut être supérieur à n H- r 
toutes les valeurs du rapport de du à dt. Supposons en effet 


pour 


du 


1 dt. 


* 

A étant réel et positif. On aura 


W{t- 





dt, u 



du ) 


d_ 

dt 



A V n+1 


( 




i 


i . 2 . . . ( n -t- 


0(i 




quantité dont le numérateur ne s'annule pas en général, 
mais seulement pour un nombre fini de valeurs de À. 


431. Si 




surfaces étaient 



par les 


4a8 


v _ 
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equa 


tions 


f(œ,r) 



z 


Ai*, y), 


■ 


ces équations de condition deviendraient (en prenant x ) y 


pour variables indépendantes) 


(9) f = A> 


dx 





ày 


■ • 


d n f 





à n A 


9 » 


432. Enfin, si elles sont représentées par des équations 


F(x, y, z) 


o 


* * 


et 


F i(^ JT'ï z ) 


on exprimera que le contact a lieu en égalant les valeurs 
de z et de ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre /?, respecti- 
vement calculées dans les deux surfaces. 



. Pour le contact du premier ordre , par exemple, il 
faudra exprimer d'abord que («r, y, z) est un point commun 

■ 

■ 

aux deux surfaces, puis égaler les dérivées 



Z , t . Elles 


à ' * # 





déterminées dans la première surface par les équations 


dx 



ÔF dz_ 

dz dx 


o 


dy 



dF dz 
dz 



o 


et dans la seconde par les équations 


riF 



dx 





dz dx 


o 


i 


ày 


ôF l dz_ 
dz dy 


o. 


t "jv- j j à¥ dF dF . ■ 

La condition de contact est donc que ? ^- soient 

*■ dx dy dz 

proportionnels à ou que le déterminant 


<)F dF t dF dF 


dx 


ày 


dz 


ày à 


dz dy 


A et ses analogues A, et A 2 soient nuls. 


Ces conditions expriment que (#,JK, z) est un point sin- 
gulier sur la courbe d'intersection des deux surfaces F etF^ 
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Â.RQUES 


Si deux surft 


ontact d'ordre n en un point, leurs intersections avec 

surface S" passant en ce point sans les v ta 


un 




auront un contact d'ordre n. 

m ■ 

Caries coordonnées d'un point Q 



er 





courbe S 


o, m 


o satisfont par hypothèse à 



1 . 


l'équation S 7 = o aux infiniment petits près d'ordre n 
D'autre part, elles satisfont rigoureusement à l'équation 

o, qui, jointe à celle-ci, caractérise la courbe S' 
o. Il va donc contact d'ordre n entre les deux courbes. 

- 

_ M 




2° Deux lignes (ou deux surfaces) ayant un 
d'ordre n avec une troisième ont entre elles un contact de 

1 

p »■••».■• * • * t 4 1 

même ordre. * . 

■ 


■ 


Cela devient évident si Ton écrit les conditions du contact 
sous les formes (3), (7) et (9). 


435. Oscillation. — Soient C une courbe (ou surface) 
quelconque, K une autre courbe ou surface dont l'équation 
(ou les équations) contienne un nombre de paramètres égala 
celui des conditions trouvées ci-dessus pour que K ait avec 
C un contact d'ordre n en un point donné. 

Si l'on donne successivement à ces paramètres différentes 
valeurs, on obtiendra une famille de courbes (ou surfaces) K. 

de ces courbes (ou surfaces) où ces paramètres sont 

■ 

déterminés de manière à satisfaire aux conditions du contact 
d'ordre n est dite osculatrice à G au point considéré. 





Au lieu de déterminer les paramètres de R par la 
d'avoir avec G un contact donné en un point 
onné, on pourrait se proposer de les déterminer de telle 
sorte que K rencontrât G en un certain nombre de points 
nnés. , 

Soient, par exemple, Cune courbe plane ayant pour équa- 


do 


■ 



x 


?(0i 


y — <pi(0> 
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K. une autre courbe dont l'équation 


F(jp,» 


o 



contienne n + i parametr 

Posons, comme précédemment, 

F[cp(0,<Pi(0] 



t). 


t 


La courbe passera par les n + i points £ + A£, t 
A n t, si l'on a les équations de condition 



■ • 


7 



■ 



: O 


5 


W(t 



A,0 


o 


5 



A„0 


o. 


1 

11 est aisé de voir que, si les points t + Ai, . . . , t-+-k n t 
tendent simultanément vers le point fixe i } la courbelL 


aura pour limite la courbe osculatrice à G au point 




En effet, soit, pour fixer les idées, A£< A^ <; . . . < L n t. 


La fonction W s'annulant aux poi 



t 



m « • 


A /2 £, sa dérivée W 7 devra, d'après le tbéorème de 



e 


s'annuler en n points t A^, t + A^ . .., £ + A^ res- 


pectivement compris entre t + Ai et £ H- A<£, entre £ + A 4 £ 

A 2 £, .... De même, la fonction V, dérivée de W f , de- 


et £ 



vra s'annuler en i points t ± 

\ m 

vement compris dans les intervalles de t 
et ainsi de suite jusqu'à la dérivée n 


A t 


leme 




A0 


O 



a; 


■ i 


* , § 


o, 


■ m t 


S 



Aï 0=o 


A . . A|f étant compris entre A£ et A^^. 

Si donc Af et A /2 £ tendent vers zéro, ces équations devien- 

■ 

dront à la limite 


W(t) 


O 


Ce sont 
tion. 


W'(t) 


O 


« ■ « 


W n (t] 


o. 



les relations qui caractérisent l'oscula- 


437. Ce 

S OÙ. G é 


s'appliquerait ident 


au 


Mais 


G et K sont des surfaces, la fonction W dép 




s 



DE LA 



dant de deux va 



s, on 


ci- 



us, et la proposition à 




en 




DE TAYLOR. ^3l 

plus raisonner comme 
bien que restant vraie 
certains cas particuliers. 



m. 


Enveloppes. 


438. Soit F(#,y, c) ==o une famille de courbes planes, 
caractérisées par les différentes valeurs attribuées au para- 


mètre c. Donnons à c une suite de valeurs c 0 , c t , c 2 , 


Vous obtiendrons une suite de courbes 


o, 


jr* Ci ) 


o 


o. 


Marquons les points d'intersection A, B, C, . . . (Jig. i3) 


i 



* 



de chacune de ces courbes avec la suivante. Si les valeurs 
uccessives attribuées à c se rapprochent indéfiniment les 
unes des autres, les points A, B, G, ... se rapprocheront 
également et finiront par dessiner une courbe continue, qu'on 
. nomme X* enveloppe des courbes F(#, y, c) = o. 

Pour trouver l'équation de cette enveloppe, considérons 

l'une de ces courbes 


o 


et la courbe infiniment voisine 



de) 


o 


L 
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Leur point d'intersection sera défini par le 



deux équations. 
M^is on a 



ou en su 



par 


r - 




5 


r 


I 


.* 


f 



(a?, y, c) 4- 




de 2 


I .2 




de 



• » i 


o, 


le terme F (a?, ,)-, c), qui est nul, et divi 


<?F 



d 2 F de 

$C 1*2 


r 



O. 


. - ■ * . , w 


t » 


• I 


I 


A la limite, de étant nul, on aura simplement 


1 

f 1 


dF 



o. 


r 

r ■ 


— r 9* % 


4 • 


4 t I 


* 


4 f 


On obtiendra donc Véqwat 
nant c entre (es équations 

- 

F(^ 5 y, cj—o 



o. 


439. Rem 


Si ces de 
eloDpe. 


quations sont incom 


2° La règle donnée pour trouver l'enveloppe s 



ose 



) 


tème 


il en était autrement, l'en- 


veloppe cherchée pourrait échapper en tout ou en partie à 



ermi 





» * 


■ +■ *w 


« < 


(0 


X 



ri 



r 2 -h c = o . 

■ 


L'équation 


dF 


I 

o se réduisant ici 


a 


i 


/in 




i 


y 



c 


o 


et 



i 


* 



y 


r*- - 


o, il semble 


O m I 

qu on n ait pas d'enveloppe; en effet, les branches de courbe 



C 



de 


o 


ne se coupent pas. Mais, le radical 


affecté du signe 



i 



la 



y 


2 


contient une 
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y 


2 



C 


+ 
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o, laquelle coupe la courbe 


branche x 

e rapprochera de zéro, vers une limite définie par les"équa- 




o en un 


c l 


tions 



1 


y 



c 


X 



I 


y 



c 


o 


Eliminant c, on aura, pour 


nvelopp 



i 


y 


2 


O 


ou 


I 


y 


o. 


On aurait obtenu ce même résultat en c 

■ m ■ 

de l'équation (i) qui serait devenue 



le 


ra 



i 


y 


(,x -+- c)- 


o. 


L'équation étant mise sous cette forme, on aurait 


dF 

O — — = 2{X 


de 



et 3 en éliminant c, 


i 


y 


o 


4-40. Théorème. — L'enveloppe est tangente en chacun 
de ses points à l'enveloppée correspondante . 
L'enveloppe est définie par le système des deux équations 


F(#, y A c) 


o 


dF 

* 

de 


o 


Soient donc x 0l y 0 les coordonnées d'un de ses points 
c 0 la valeur correspondante de c; on aura 


5 


F 


0 


o 


^Fo 

de. 


o, 


en désignant, pour abréger, par F 0 , 


a dF 0 


et 


dF 


de 


0 


ce que deviennent 


de 


- lorsqu'on y remplace x,y, c par x 0 , JKo? c 0 


L'enveloppée correspondante au point (x 0l y 0 ) a pour 


équation 


F(a?, y, c 0 ) 


o. 


J. 


I. 


28 
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Soit maintenant (x { , jKn c i ) un point de l'env 
niment voisin de c 0 ; on aura les équalions 



e in fi- 




de. 



Fi et 


dCi 



désignant ce que deviennent F et — pour x 


y 



c 


c 


loppée, il faut montrer que F(# f , jk< , c o) ? 



ée, est au moins du second or 



par ra 


x \ 


o 


Xq 


r on a 


y* 


Pour établir qu'il y a contact entre l'enveloppe ët l'enve- 




la substitution des coordonnées x^ y K dans l'équation de 





(Ci 


{à 


c 0 ) 


e o)] 



2 


(c 1 -c 0 ) 2 + 


• • « t 



Mais F< et — 1 sont nuls. 

dc i 

cond ordre au moins par rapport à Ci 


D'autre part, posons, 




plus 


r 

sera donc du se- 



on aura 



de 


o 


m. 


o 


\X 


x o), y 


0 


0 



^0 


dx 



o 


0 



0 



R étant du second ordre en .r 


0 


)> c 


0 



I 


0 


+ 


0 


(9c 


* * 


0 


c o)] 


(Ci— c 0 ) + R, 


i 


c 0 .Or ( I>o 


est nul. Si donc 



o 


de 


o 


— ^ n'est pas nulle, cette équation 



a 


montre que l'ordre de c< — c 0 est au 



s égal à l'ordre de 


la plus grande des quantités j x K 
suite, à l'ordre de \ x K — x 0 \ + \y 


00 


o 


5 


* 


y* 


y* et, par 


yo 


J' > 




* à H 
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Cette démonstration serait en défaut si ^2 était nul. Il 

0 

serait aisé démontrer que, dans ce cas, (x 0 , y 0 ) est un point 
de rebroussement sur la courbe envelormfi 


441 


maintenant F(œ,y, z, c) = o une famille cle 


amètr 


suite de valeurs infiniment voisines, deux surfaces consécu- 
tives se couperont suivant une courbe. A la limite, ces 


courbes dessineront une surface 



des surfaces 


— - ^.* v auAiaLu, tz/t \ viujjfjv ues suri; 

proposées. Proposons-nous de déterminer son équation. 


Soient 

' v I Et m ' * *■■.' "à ■ " 


(a) 



l'une des enveloppées 


(3) F(x,y,z, c 



de) 


F (^>7> z, c) + 


de 


de 


d 2 F de 2 




' 1.2 



* ■ # 


la suivante. La courbe d'intersection sera définie par les deux 
équations (2) et (3), lesquelles équivalent aux suivantes : 


dF 

de 


d*F de 


o 


de 2 1 . 2 


o 



la limite, de = o, et les équations se réduisent à 


F 


o 


dF 
de 


o. 


La courbe définie par ces équations se nomme la earûcté- 
ristique. L'enveloppe cherchée, lieu de ces caractéristiques, 
'obtiendra en éliminant c entre les deux équations. 
Une caractéristique coupe l'enveloppée voisine aux points 
inis par les trois équations 


F 


o 


0 


F(œ, y, c 



de) 


1 


dF 

de 

dF 

de 


0 


de 


1 â^F 

2 de* 


de 



9 • • 
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Supprimant dans cette dernière les termes nuls F et 


dF 

Te 


de, 


i 


divisant par - de' 1 , puis faisant tendre de vers zéro, on voit 
qu'à la limite les points cherchés sont donnés par le système 



trois équations 


(4) 


F 


o 


dF 



o 


<? 2 F 


1 



2 


O. 


Éliminant c entre ces trois équations, on obtiendra les 


équations du lieu de ces points. C'est une ligne évi 




en 



située sur l enve 
Elle se nomme V arête de rebroussement. 


e et rencontrant les caractéristiques. 


Ce nom est motivé par le fait aisé à établir que les sec- 
tions planes de la surface enveloppe présentent un rebrous- 
sement aux points où elles rencontrent ladite arête. 


i * * 


442. Théorème. — U enveloppée 


est tangente 



loppe tout le long de la caractéristique . 


En e 




e a pour equa 



FO, y, z } c) ==o ? 




o 


enve- 


Soit (#o?yo? z oi c o) un ^ e ses points; on aura 


F 


o - 


o 


dF 0 



o 


0 


4* 


L'env 



ee correspon 



aura pour équation 


■ 

z r c 0 ) =:o. 


Soit (x^y { ,z K ,C\) un point de l'enveloppe infiniment 


voisin de (x Ql y 0 ^ z 0j c 0 ); on aura 


F 


ÔF 


: O 


1 


dc { 


o 


1 


et il faut prouver que F(x i ,y i , z t , c 0 ) est du second ordre 

■ ■ H. ^ 


par rapport à 


x 


K 


X 


0 




\ 



z 


\ 


0 
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r on a 




x \i j'i> z ii c o) — i* I^i > y ii z \i c 


{Ci 



(Cl 


c o) 



1 d- F t 

2 de? (C ' 


c o)] 

1 W¥, 

2 ôc\ 


(c 


1 



• * 


Cette expression est du second ordre en^ — c 
D'autre part, posons, pour plus de clarté, 


0 


àF 

de 


y, z 7 c) ; 


on aura 


o 


<JF t 



O[>o 



)> • • • > c 0 ( C I 


Co)] 


X 0 ) 



<?<M> 


(Ci 


c 0 ) 



Or <ï> 0 est nul et R du second ordre en où K 


x 


• • | J | 


C 



e 



on montre 


que 


l 

dc 0 


<? 2 F 


o 


R. 


c 


0 


+ 

n'est pas nul, 


Ci 

tités 


c 0 sera au moins de l'ordre de la plus grande des quan- 


x 


\ 


y* 


z 0 , et, par suite, au moins 


de l'ordre de leur somme. Donc ¥(x { ,y K , Z\ , c 0 ) sera au 
moins d'ordre 2 par rapport à cette dernière quantité. 

i 

Cette démonstration serait en défaut si l'on avait 


dcl 


o 


auquel cas le point (^ojJKo? z ù) appartiendrait à l'arête de 
rebroussement. Il serait d'ailleurs aisé de voir que cette arête 
est une ligne singulière sur l'enveloppe. 


443. Théorème. 



ebroussement a en 



point un contact du second ordre avec V enveloppée cor- 
répondante, et touche la caractéristique. 
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Cette arête est définie par les équations 


F 


o 


de 



O 


dc % 


o. 


Soit (a? 0 , y 0 , z 0J c 0 ) un de ses points; on aura 


F 


0 


0 


de 


o 


0 



O. 


L'enveloppée correspondante sera donnée par l'équation 



o 


la caractéristique par les équations 


y, M } c 0 ) 


o 




o 


Soit {%\,y\i %\ , C|) un point de Paré te de 
infiniment voisin du précédent; on aura 



F, 


O 


m 

dc i 


o 





Le théorème sera évidemment démontré si nous prouvons 

■ 

queF(^7 1 ,y 1 , < 5 1 , c 0 ) est du troisième ordre, et 
du second, par rapport à x t 





de, 



(c 4 


R 


<?F, 

■ " ■ 1 

(tel 


( c i — c o) ~t~ 


ce)] 
i d 2 F< 


2 <?C 2 


■ 

est du troisième ordre en c< 
En second lieu, posons 



On aura 
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I 



dF(gn.rn*i>Co) 

dc 0 



( 


de y 


(Ci 


2 dc\ 


(c, 


• • • 


ité du second ordre en c 4 


c 0 , car on a 



o 


1 


dci 


i 


dc\ 


o. 


n 


Il reste à prouver que C\ — c 0 est au moins de l'ordre de la 


plus grande des 



Ou \ 


X 


o ? 



\ 


7o 


*o|, 


et, par suite, de l'ordre de leur somme. Pour l'établir, po- 



d 2 F 
là* 


y> », c). 


On aura 


o 


ôc\ 


$(#1, fi, 


1? 


Cl) 


■27q , • • • , Cq 


C 


1 


0 



0 


doc q 



(Ci 


c 0 ) 4-R 


r $ 


d 2 F 


0 


' est nul et R du second ordre en x t 


x 


c 0 . Cette équation montre que c K — c 0 est au moins de 


l'ordre de la plus grande des quantités \x K — œ 0 [? JjKi 


7 


*1 


0 


, pourvu que — 


0 


0 


soit^ o. 


Si cette quantité était nulle, la démonstration serait en 
défaut. Dans ce cas, (a? 0J JKo, * 0 ) serait un point singulier sur 



444. Soit enfin 

contenant deux 




g, a, 6) une famille de surfaces 
a et b. Si l'on change a et 6 en 


44o 
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a 



dael b -f- db, on obtiendra une sur'fa 



F(#, r, -s, a 



da, b 




F 


<?F 




•da 


àF 






* ■ ■ t 


Si et sont infiniment petits, et quel que soit d'ail- 


leurs leur rapport, la surface passera par le point défini par 


les équations 


F 


o 



da 


o 


àF 
db 


o 


Eliminant a et b entre ces équations, on obtiendra l'équa- 
tion de la surface enveloppe. On vérifiera sans peine qu'elle 
est tangente à l'enveloppée. 


I. - — 




planes. 



445. Considérons une courbe plane, définie par deux 


équations 


x 


?(0* 


y 


9,(0- 


la 


Les fonctions çp, <p,, étant supposées développâmes suivant 

. _f ? r 1 1 T « * ■ -w- 


série de 



admettent u 




rivée continue. La 


courbe est donc rectifiable, et son arc s a une dérivée égale 



y f2 (111); on aura don 



ds 



446. Soient P un point ordinaire pris sur la courbe ; x ) y ) t 
ses coordonnées. 



et normale. 


droite 


L'équatio 



Y 


aX 


o 


passer la droite par le 



d'une 


■ 

îl - ^ 

contient deux paramètres dont on pourra disposer pour faire 




établir entre elle et la 


c 



e un contact du premier ordre , 



PPI.IGATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE Dlî TAYLOR. 

Il faudra pour cela satisfaire aux deux équations 


44 1 


(2) 

(3) 


o 
o 


W (t) 
W'(t) 


<?t(t) 


y 


a 


y 


ax 


a 


cl oc * 


Des équations (i) et (2) on déduit 


Y 


y 


o. 


Éliminant ensuite a entre cette équation et l'équation (3), 


on 



l'équation de la droite osculatrice 


X 


Y 


y 



f 


- • 


Cette droite se nomme la tangente au point P. 
a perpendiculaire à la tangente, ou normale, aura pour 


T 


F 

e 



(X 



1 


o. 


dans 


447. Pour appliquer cette formule (ou toute autre formule 

figureraient x, x> ', x" , ...,y, y\ y", . . .) au 




cas où la courbe serait donnée par une seule équation 


o 


n n'aurait qu'à poser x = o(t), cp étant une fonction quel- 


conque et t une variable auxiliaire. On aurait alors 


OC 


t 


<p'(0, 


X 


?'(0, 


■ 

Quant à y, ce sera une fonction implicite de t, définie 


l'équation 



F[?(0,'y] 


O 


dont on pourra obtenir les dérivées par la règle connue. 
Le plus simple est évidemment de poser x = t, d'où 



! 



5 


m 


dy d % y 


o; y<>y f i . • . ne seront autre 



se que 


les dérivées ~, ^7^2 ? * ,# et seront fournies par les équations 



dF 

dx 

x iPF_ 

dx* 



â¥ dy 
dy dx 


o 



d 2 F dy â 2 F dy 



dx dy dx dy* dx 



dF dy 

dy dx % 


o 


* m » 


• * 


* • • ■ * 


• •»■*• * * 


44a PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE IV. 

On aura donc la règle suivante pour transformer | Cs f or 
mules : 

Remplacer x' par V unité, x" ', x'\ ... par zéro 

i r d y d}y * ? 

/, ... par les valeurs de -j-, Urées des 

lions (4). 

Opérant cette substitution, l'équation de la tangente de 




ra 


Tv (X~x)+-(Y-y)=:o 


et l'équation fie la normale sera 

X — x Y 


y 


ôx ()y 

ii<S. Cercle oscillateur. — L'équation d'un cercle 


(X — c0 2 + ( Y — S) 2 — R 2 


o 


contenant trois paramètres a, [ï, R, on pourra les déterminer 
de manière à établir un contact du second ordre au point P 
entre le cercle et la courbe. 

Ce contact sera exprimé par les équations 


(5) o = 

= V(0 = 

= {x 

(6) o = 


~(x 

(7) o = 


= {x 


«) 2 ~+- {y — fiY — H 2 , 


<x)x"+ (y — $)y" + af* + y' 2 . 


De ces deux dernières équations on tire 

( 8 ) X <x ' = ^J~7r -7-F- 


x y — y x 


{ \ —9 — — *p'0"h-j") 

W> y H— rfy<<_ y < x << 

et, en substituant dans l'équation (5), 


3 
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I r ivon R tUl cercle oscillateur et les coordonnées a, (3 

. 1 p ntre se trouvent ainsi déterminés. 

jj. son ti i" 

U9 Le Heu 'les centres des cercles oscillateurs se nomme 
j^etoppée de la courbe primitive C. Pour l'obtenir 


obstituer, dans les équations ((>) et { -), les valeurs 
y' ? y, r" en fonction de /, et éliminer / entre 


les deux équations 


y regardant a, t 3 


conu llc 


,| e la normale à C. L'équation (7) est sa dérivée par rapport 
au paramètre /. La dévelof>pée est donc l' enveloppe des 
normales. 

ISO, Courbure. — On nomme courbure moyenne d'un 
ar c le rapport de l'angle cp formé par les tangentes extrêmes 
; -, la longueur As de cet arc; courbure en un point (a?, y) la 
limite ver> laquelle tend la courbure moyenne d'un are infi- 
niment petit commençant en ce point. 

Soient —, le coefficient angulaire de la tangente en x, y, 


! celui de la tangente au point [x -f- lx y y -h Ay) 
.r' -H A.r' 


s l'angle de ces deux tangentes. On aura 


3? 


' h- A.r .r' x' A v' — y' A.»-' 


tango — r , + Ar , y — ^, + lr>)y + ( y . + 


i -+- 


Or on a sensiblement 


tangç = o, 


d'où 


Ay ' — y'dt, àx' = x" dt , 
x' A/' — y' kx' = ( x'y" — y'x" ) dt, 


(x' + A*' ) H- ( y' + A/ )/ = x" + /*, 


aux infiniment petits près du second ordre 




TIE. 


CHAPIÏRI5 IV, 


On a d'ailleurs, avec 

M 



roximation, 


As 




La courbure k = lim sera donc ég 


As 



. x r y" 
e a — — 


y 1 x lf 




1 


est, comme on le voit, égale à ^ 5 R étant le rayon du cercle 
oscillateur. 


Ce cercle a la même courbure que la courbe proposée. En 


effet, As désignant un arc 



cercle et cp l'angle des tan- 


gen 



a ses 




, ou, ce qui revient au même, 



des deux rayons menés à ses extrémités, on aura évidemment 


As 


Rcp, et la courbure ~ sera égale 
On donne souvent à ce cercle 


, 1 

rt * 

R 




de 



^1 


Je 

<. w 

bure; son centre et son rayon seront dits le centrée 




de courbure. 


cour- 
rayon 



i i ' • 1 ...,»•'* ' 

. L'expression trouvée ci-dessus pour cp est positive ou 
négative, suivant le signe de la quantité 


x f y 1 


x 


'2 


\ r 9 ■ > 



Si cette quantité est de même 




que x\ la 



T x coefficient angulaire de la tangente, croîtra ou décroîtra 

- 

en même temps que x. La cour 




d 




vers les y négatifs. 

Ce serait l'inverse si x f y rf — y 1 x u é tait de signe opposé 


cl Ou § 



• Les 


1/1 



ou x f y 




o se 





cour- 


4 

bure aura son rayon infini, et se confondra avec la tangente. 

La tangente T en un point d'inflexion se confondra 
avec la tangente V en un point infiniment voisin aux 
infiniment petits près d'ordre supérieur au premier. Car, 
en bornant l'approximation au premier ordre, l'angle «p de 
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ces deux droites est nul; en outre, le point de contact de T 


est sur 



tangente T. 


453. Les formules précédentes se simplifient si x est pris 


pour variable indépendante, auquel cas il faudra poser x f 

u 


X 


o. 


Il viendra dans ce cas, pour la différentielle de l'arc, 


ch 


y i -+- y' 2 dx\ 


pour l'équation de la tangente, 


Y 


y 


our la courbure, 


C : 




il > 

7' 2 ) 1 


I 


5 


et, pour l'équation des points d'inflexion, 


y 


n 


O, 


454. Il est souvent préférable, pour ne pas détruire la 
symétrie entre les deux, coordonnées, de prendre comme 
variable indépendante l'arc s de la courbe. 

■ 

— _ ■ 

Dans ce cas, la formule 


ds 


où l'on 



(10) 


t 


s, montre qu'on 


a l'identité 


00 



y 


f a 


i 


5 


dont la dérivation donne 



(12) 


/ // 



/y» 



y 


y'y" 




'y'" 


La formule de la courbure devient 


o. 


(ï3) 


k 


x> y v 


y x 


* 
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Des équations (i i) et (i3) on déduit 


x u — — ky r , j" — } 



(i4.) - v-hy* 




et enfin 


" m 


( 1 5 ) k B — — k x 1 x w — ky 1 y ll! = x 1f y ut — y n x 


On donne le nom d équation intrinsèque de la courbe à 


la relation 


* = <p(*) 


cjui existe entre la courbure k et l'arc s. 
Une s 

de la courbe, sans déterminer sa situation dans le 






orme 


Les coordonnées x, y d'un point de la courbe s'obtien- 


dront en effet en intégrant les équations différentielles 


.'2 i V /S T 

x ! y". — y 1 x u — y (s). 


On satisfait à la première en posant 



'=cos«, y / =sinUj 


u désignant une nouvelle variable. 
Il vient ensuite 


x n = — tt'sinH, y 11 ' — u f cosw, 

x ! y n — y f x ,f = u 1 — 9(5), 


<b(s) désignant l'une des fonctions primitives de cp($). 
11 vient ensuite 


■ 



(<Ps + c), y f — sin($5 + c) } 


x—i cos(<Ds H- c) ds -+- x 


0? 


y—l sin c) ds +y 0 


( 
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x 



M 


S 


cosc 


cos<&5 ds 


sm c 


sin<D,ç ds 



OC 


07 


0 


0 


sin c 


eos<Ds ds — h cos c 


0 


sin<Ds ds 



* |l # I I à m » * 

Ces équations définissent une famille de courbes dépendant 


parametr 


x 


toutes ces courbes sont super 



es; car 



s 


uffit 


de changer l'origine et la direction des axes pour ramener 
les équations précédentes à la forme 


x 


cos<frs ds, 



§in<S>sds. 


o 


0 


455. Proposons-nous d'appliquer les formules qui pré- 
cèdent à quelques courbes simples. 


Parabole. 


On aura 


y 


2JJX 


- 

d'oùj en prenant x pour variable indépendante, 


yy =p> 


y 


y 


yy 



y 


f2 


O 


y 


P 


2 



Différentielle de l'arc : 


ds 




p 



y 



p 


2/V> 



r 

Equation de la tangente : 



y 




(X 


x). 


de courbure : 


448 


PREMIÈRE PARTIE 


Développée : les formules 


a 


x 


y ('+r' 2 ) 


On en. déduit 


y 


// 


I 



y 


oc 


oc 


7 + 


CHAPITRE IV. 


i f 

(9) donnent 

p (p*+y*)Y 


2 





p 


X - 


( p é + y 2 )y 




r 


2 


x 


3 


Mais l'équation y 2 — ipx donne 



6 



3 sy* 3 


\ . 1 


Substituant dans cette é 


vient 





On a 



8 


27 



les valeurs de x et j 3 , il 


/y* 


.5 


2 


£ 


équation qui équivaut aux deux suivantes : 


OC 


a cos £, 


y 


b sin £ 


On déduit de celles-ci 



x 


! 


X 


f/ 


a sin 


a 



y 

y 


t 


ir 



/2 — a 2 sin 2 £ 


x 1 y n 


b cos£ ? 
b sin t, 



cos-£, 


o 


n aura donc, pour la diffé 


de l'arc 


ds — \J sin 2 1 -h 6 2 cos 2 £ ^ ; 
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A 

pour l'équation de la tangente. 



X 


a cosl 



a sui t 


b sin t 

• 


b cost 


pour le rayon de courbure, 


R 


(a'sin'l-f- b 2 cos*ty 


ab 


et, po 


ur les 



coordonnées du centre de courbure, 


a 


a cos£ 


b co%t(a- sin 2 £ 



6 2 cos 2 £) a 


2 


ab 


a 


cos 3 1 


(en remplaçant sin 2 1 par 


i 


COS 2 £), 


(3 


b si» £ 


q M'nt(q 2 sin 2 l 6 2 cos 2 £) 


Z> 2 


rt6 


6 


sin 3 £ 


(en remplaçant cos 2 £ par 


i 


sin 2 1). 


On en déduit 


{a 

{à 


î _ 
b*) z cos£ = (aa) 3 , 


i 


6 2 ) 3 sin £ 


i 


Elevant au carré et ajoutant, on aura l'équation de la dé- 



oppee 


(a oc) 


% 

S 



{a- 


457. 



o ïde . 


On donne ce nom à la conrhe png 


drée par un point d'un cercle qui roule sans glisser sur une 

■ 


droite fixe. 


Pour obtenir les équations de cette courbe, prenons pour 
axe des x la droite fixe et pour axe des y la perpendiculaire 
menée par le point décrivant au moment où il se trouve sur 
l'axe des x. 

Considérons une seconde position du cercle générateur. 
Soit OA (fig. i4) la quantité dont le point de contact s'est 
éplacé sur la droite OX. D'après la définition du roulement, 
devra s'être déplacé de la même quantité sur le cercle. Le 


J. 


I. 


2 9 


45o 
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CHAPITRE IV. 


point qui décrit la cycloïde 


i 

donc dans une 


tion B, 


AB 


AO 


Fig. i4- 


r 



X 



pose 



a 


le rayon du cercle, t l'angle ACB, 


nous considérons comme variable indépendante. On aura 


AO 


AB 


a 


x 


y 


OA 



BD 


at 



— CD 


a 


a sin t, 
a cos t. 


■ 

On déduit de ces équations 


x 


cos t). 


X 


ff 


a sin t, 


y 
y 


1! 


a sin t 


a cosf. 



OC 



cos£), 


œ y 


a 2 (i 


cos£). 


La différentielle de l'arc sera donc 


2 


2 COS 


t dt. 


La tangente aura pour é 





Y 


y 


a{i 


cost) 


a sin t 


La normale aura pour équation 


(X 


cos*) rh (Y 


y) sihj 


0. 
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Le point où 



Y 


o 



coupe l'axe des .z s'obtiendra en faisa 


ni 


cette équation. On trouvera 



00 



I 


y sin t 
cosf 


a(t — sinf) -+. asint 


- at. 



i normale passe donc par le point A, où le cerçl 
rateur touche l'axe des x. 

i distance N de ce point au point B, qu'on nomme 


norma 


N 



x) 



y 


2 




ai/2 


2 cost. 


■ 

Le rayon de courbure sera égal à 


[ 


cos£)] 


3 

2 


a 2 (i 


cost) 



2 COS t 


Il est donc double de la normale en grandeur e 
Les coordonnées du centre de courbure seront 


a(t 


sin t) 

cost) 



2 a sin t 


a(t 

ia{i — cost) 



sin £), 


cost). 


* 

Posons, dans ces équations, t = tz -+- t K ; elles deviendront 


Cf. 


an — sin t t ) } 


la 



a(i 


cosft), 


et l'on voit qu'elles représentent une cycloïde égale à la pro- 


déplacée de an dans le sens d 
desjy. 


la 


V. 


Géométrie infinitésimale. 




8. Soient h, k, ... des infiniment petits connus, a, p 
quantités qui leur soient liées par des équations 


/(a, (3, . . . , h, k, ...) 


O 
O 


y 


7 


« • » 


02 


PREMIÈRE PARTIE, 


CHAPITRE I 


Supposons qu'on veuille déter 



a, 


aux infini- 


ment petits près d'ordre n; il est clair qu on 
primer a priori dans les expressions de A, k, 





dans les équations f= o ? 
sence n'altérerait a, (3, , . . que d'un infi 
^n. On verra aisément dans chaque 


les termes dont la pré- 
petit d'ordre 





ne 


s, avec un peu d'at 


tention, ce qui est négligeable et ce qui ne l'est pas. 
Dans les applications géométriques du Calcul dil 



les infiniment petits a, (3, . . h, k, . .. qu'il s'agit de cal 




culer en fonction les uns des autres sont ra 
par une figure de laquelle on déduit les équatio 


es ens 



e 



/ 


o 


qui les lient. 

Au lieu d'établir les équations exacte # s et d'y néglige 

. i 

ensuite certaines quantités, il est souvent plus simple de 
considérer, au lieu de la figure rigoureuse, la figure appro- 
chée qui s'en déduirait en négligeant ces quantités; de cette 
nouvelle figure on tirera les équations approc 



Po 


ur que ce 



soit 



îtime, 





qu'on soit en mesure d'établir que les change 
figure n'altèrent le résultat à obtenir que d'une qu 
geable eu égard à l'approximation qu'on demande. La néces- 



sité de cette discussion diminue notablement les avantages 
que présente souvent la méthode géométrique au point de 
vue de la simplicité et de l'évidence. 

Les exemples suivants éclairciront ces considérations gé- 
nérales. 


459. Soient P, F deux 



pris respectivement sur deux 


courbes G, G'; r la longueur du segment de droite qui les 





joint; rx, tx, t'x les angles que la demi-droite FP et les 
tangentes Pf, P' t' forment respectivement 



la direction 


des x positifs ; tr 





tx 


rx et t' r 




t'x 


tangentes forment avec là droite r 



1 


S 


les 


que le 
comp 
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tés respectivement sur les courbes C et C à partir des 
points M, M', origines des arcs, jusqu'aux points P, P'. La 



ongueur /• et l'angle rx seront des fonctions de s, s' ; cher- 
chons leur différentielle totale. 

■ 



Projetons le quadrilatère curviligne P'PQQ'P' sur une 
droite quelconque; la somme des projections sera nulle. 


Fie, i5 



Opérons une première projection sur une droite D per- 
pendiculaire à r. La projection de P'P sera nulle. 

Celle de PQ est égale au produit de la longueur de sa 
corde (laquelle a pour valeur principale ds) par le sinus de 

l'angle qu'elle forme avec r, lequel est sensiblement égal 

/\ é 
à tr. La projection de PQ a donc pour valeur principale 

» 4 

sm tr as . 



Celle de QQ' sera égale à (r H- Ar) sin(u -+- krx). La va- 



leur principale est — r drx. 
Enfin, celle de Q'P' a pour valeur principale 



sin t f rds\ 


n aura donc cette première relation 


(0 




r drx 


sin trds — ûxit' r ds'. 


• ' i 

Projetons maintenant la figure sur la droite r 
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La projeclion de P'P sera r. 

/\ 

Celle de PQ sera sensiblement égale à cos tr 



Celle de QQ' sera 






dr) en 


négligeant les infiniment petits du second ordre par rapport 



à ds y ds ! ) car, Lrx étant du premier ordre d'après la form 





précédente, i — cosAr.r sera du second 

Enfin ? la projection de Q'P' a pour valeur principale 

cos vrds . 

On a donc cette nouvelle relation 



(2) dr=z cos trds — cost ! rds. 


Si le point P', au lieu de se mouvoir sur une courbe C, 
restait fixe, on aurait ds f = o et les formules deviendraient 



(3) r drx — sin trds, 

* • 

(4) dr = cos trds. 


1 -« 


Ces formules donnent lieu à des applications très nom- 
breuses. 


460. i° Soitr=/(<p) l'équation d'une courbe en coor- 
données polaires. On demande l'expression de la différen- 


tielle de l'arc de cette courbe et la direction de sa tan- 
gente. 



On aura ici a\t = cp et l'on déduit des équations (3) et (4) 


ds 2 = dr* 4- r 1 dcp* y 

do 

iangtr=r-£- 



461. 2 0 La courbe C étant supposée quelconque, portons 
sur ses diverses normales une longueur constante r. Le lieu 
de leurs extrémités sera une courbe G ; , parallèle à C. 


F { A J 1 f 
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iquons la formule (2). Par hypothèse, dr et 


cos£r 



sont nuls; on en déduit cos^r 


o. 


Donc deux courbes parallèles ont les mêmes normales. 


462. 3° Soient encore C une courbe quelconque, 


CI sa 



oppée; r la normale à G; elle sera tangente à C; on 
aura donc dans la formule (2) 



tr 


7T 

2 



et 


t'r 


O OU 7T 


i 

suivant le sens dans lequel les arcs sont comptés sur la 
courbe C. La formule se réduit à 


dr 



ds\ 


et en intégrant de s' 0 à s\ il viendra 


r 


r 


4) 


Donc un arc de la développée est é 



à la différence 


entre les longueurs des tangentes à ses extrémités, arrê- 


tées à la développante. 


463. 4° Gons 



, G'. Par 


M de G, menons 


r 


1? 


MA 


r 


à la courbe C Elles seront également inclinées sur la tan- 


ente à G. On aura donc 




cos tr\ -h cos tr 2 


o. 


On en conclut que la différence entre Tare A 4 A 


2 


e 


t la 


somme des deux tangentes / 



r 2 a une valeur constante 


A 


Soient en effet s\, <J les valeurs de Parc s f aux points À„ 


2; on aura 


arc Ai A 2 


s 


S 


i 9 


456 





Déplaçons infiniment pe 


ront des variations 



e 



dr j ? dr%) 



f 

2 


Or on a, d'après la formule (2), 




1 


cos tr t ds 


dr, 





M 


2 



1 


ds[. 


ds' 



cos£r 2 ds ds'», 




l'angle t f r x étant nul et l'angle t' r 2 égal à m 


Fis:. 16 



Ajoutant ces équations, il vient 


dr. 



d'où 


ds: 


ds', 


Ai A. 


✓/À A 



const. 



5° Soient 


7 


1 ? * * * ? 


7^ les 



i 

tances d un point M à 


n 



fixes F,, F/,. Si on les assujettit à une relation 


, '») 


o 


le point M décrira une courbe G. 
tangente. 

On déduit de la relation donnée 



à dé 



miner sa 
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ais, d'autre part, si M se 


; 




l'équation (4) 


DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 



be G, on 


dr x 



cosi/'i as, 


dr 



n 


cos tr n dsy 


et, par suite 


do 

dr x 




do /\ 
-T- 1 - cos tr n 
àr n 


o. 


Si donc sur chaque rayon vecteur r; on porte une lon- 
gueur—^-* la projection de leur résultante sur la tangente 
cherchée sera nulle. Cette résultante est donc dirigée suivant 

■ 

la normale. 


465. 6° Soient M un point d'une ellipse; r,, r 2 les deux 





rayons vecteurs menés des foyers F 1? F 2 à M; r K x, r 2 x, tx 
les angles que ces rayons vecteurs et la tangente forment 
avec l'axe des x. Cherchons le rayon de courbure R au 
point M. 

1 


o 


n a, comme on sait, 


D'aille urs 


i 


R 


/s 

dtx 

ds 


tx 






tr 


i 



r x x 


tr 


2 



A* 2 00 * 


> A 


f * * 


( } 


\f.f- 



les rayons vecteurs ayant pour bissectrice la nor- 



tr 


i 


D 


onc 



2 t OC 


71 



tr 


71 





r x x 


r%X) 




«A 
dtx 


dr % x 



dr G%x 


# 4 
1 . 


2 


è i 


I 


Or la formule 






r t di\ x — sin tr t ds 



T* 2 d l*o OC 



sin tr 



et 





n 



On aura donc 


2 





sinfr t . 


466. Soit à construire la tangente à la 
sommets d'un angle cp de grandeur constante 



K lieu des 


les côtés 


restent tangents à deux courbes données. 


Fig. 17. 


8 



à • 


S 



AiBjG, deux 




oisme 



angle. Il s'agit de déterminer la direction limite 
droite BB,. 

L'angle des deux droites 



cet 
la 



deux droites AB, A, B, est égal à < 
G t . Si nous le considérons comme du pre 
arcs AA 4 , CC, seront du même ordre et BB 



ement 


A 


B. 


et c 



de G à B, G, seront du second ordre. Si donc par A et G on 
menait des parallèles à A, B, età B, G,, leur point d'intersec- 
tion p serait à une distance du second ordre de B t et, par 
suite, infiniment petit par rapport à BB,. La direction limite 

H H m. *_ 


même 


[3. Mais Bp 
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45q 


petite du cercle lieu des points d'où l'on 

-a tangente à ce cercle donnera donc 




467. Soit à circonscrire à une courbe donnée un triangle 


d'aire minimum 
Supposons le 



e résolu. Soit ABC un des côtés d 


u 


Fig. 


18. 


G 



Bj 


triangle. Déplaçons- 


de manière qu'il vienne 


en A'B'C et soit encore tangent à la courbe donnée 

enB'. 

L aire S du triangle aura subi un accroissement 


AS 


DCG 


D A. A. y 


dont la partie princi 



dS doit être nulle pour qu'il y ait 


minimum . 


Si est du premier ordre, il en sera de même de BB'.La 
distance de B à la tangente A'B'C sera du second. 
Par le point B menons une parallèle BE à A'B', et, du même 
int comme centre, décrivons un cercle CF de rayon BC. 

■ 

'aire du secteur BGF sera -BC^cp. Celle de BDC'E et de 

2 1 

GEF seront évidemment d'un ordre plus élevé. Donc la va- 


leur 


î 


principale de DCG' sera -BCafo. 

2 


i 


On voit de même que celle de DAA/ sera ^ BAe/cp. 


i ■ 


* 
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RE IV. 


Pour que dS soit nulle, il fa 




BG 


BA. 


contact du triangle avec la cour 


ses cotés. 


j. 


o 



ît 


Donc, pour qu'il y ait minimum, il faut 



que les points de 



VI. 


Courbes 






• i 

468. Soient 


OQ 


?(0» 


y 


?i(Oi 



<P»(0 


les équations d'une courbe gauche; y, z r t les coordon- 
nées d'un point P pris sur cette courbe. 

Les fonctions cp, <ù i7 o 2 étant supposées développables pa 


la série de Taylor, la courbe sera rectifiab 




pour différentielle 



arc 



ds 


s[x* 



y 



z 


' 2 dt. 


469. Tangente et plan normal. — Les équations d'une 


droite 

(0 


Y 


aX 


o 


7 


Z 



o 


établ 


paramètres dont on pourra disposer pour 
ir un contact du premier ordre au point P entre la 


droite et la courbe. 


(2) 


r 


&/ oc 


a 


o 


équati 


d\ x 


( y' 


OC 


o 


J 


CL OC 


I 


- O 


7 


z — a* x 


o. 


Des équations (î) et (2) on déduit 


Y 


y 



) 


o 


5 


Z 


z 


X) 


o 


î - 


I , 1 y- • *' * T îi v 

et, en éliminant a, <2 l5 on aura les équations de la droite 
osculatrice ou tangente 


X 


x 


Y 


y 


Z 


z 
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I 


Le plan pei 

aura pour équation 



à la tangente, ou plan normal, 


(X 


/y» \ /yi 





(z 


Z ) Z . — o. 


Si la courbe était donnée par deux équations 


o, 


o 


1 


y 


quer 


orm 



s 


rem 


des équations 


P 






dx 



dF_ 

ày 

à& 

ày 



f 



y 



dF 
dz 

dz 


z 


O 


z 


l 


o. 


Par cette substitution, les équations de la tangente devien- 


dront 


X 


x 


Y 


y 


dF â<ï> à F d& dF d® oF o4> dF otf 


dy dz 


dz dy 


dz dx 


dx dz 


dx 



dy dx 


et celle du plan normal prendra la forme 


X 


x 


Y 


y 


z 


dF 

dx 

d® 


dF 




d<f> 

ày 


àF 

dz 


à 


z 


o. 


470. Plan oscillateur. — L équation 


(3) 


AX 



BY 



CZ 



D 


o 


G 


parame 



C 


exprimée par les équations 


(4) 
(5) 

6) 


Ax 

Ax f 

kx" 





By 
By' 
By" 




G z 

Cz' 

a» 



D 


o 


o 


f 


o. 
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Des é 



ons (3) et (4) on déduit d'abord 


(7) 


A(X 


x) 



B(Y 


y) + 



O. 


Éliminant ensuite A, B, C entre (5), (6), (7), il viendra 


X 


x 


Y 



1 m 

Z 


x 


1 


y 


1 


z 


! 


✓y* 


y 


z 


it 



O. 


Les coefficients A, B, C auront donc, à un fac 



r commun 


près, qu'on peut supposer égal à l'unité, les valeurs sui- 


vantes : 


A 


y » 


B 


z'x" 


x'z" 


G 


f il 

a r y 


y 1 x 


Ces coefficients satisfont identiquement aux équations (5) 
et (6), ainsi qu'à celle-ci : 


(8) 


A * 


A.'x 


f 


BV 



G 


Aï 


o, 


laquelle s'obtient en prenant la dérivée de 
les termes qui se détruisent en vertu de (6). 



et s 



mant 


471. L'équation ci-dessus du plan osculateur contient le 

■ 

paramètre t, variable d'un point à l'autre de la courbe. Consi- 
dérons la surface enveloppe de ce plan, lorsqu'on fait varier 
ee paramètre . 

La caractéristique de cette surface sera donnée par l'équa- 


tion 


(9) 


A(X 


x) 




G(Z 


o, 


jointe à sa dérivée par rapport à t 


A'(X 


x) 



B'(Y 


y) 



C'(Z 


r 


Br' 


C*' = o. 


Cette dernière équation se réduit à 


(10) 


A'(X 


^) + B'(Y 


y) 



C'(Z 


o 


en vertu de l'équation (5). 


1 
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Cette 



ue n est autre chose que la tangente 


X 


x 


Y 


y 


z 


A» 


X 


t 




x,y, z). En effet, si l'on donne à X 


x, Y 


V 


aie 


urs 





S 3 Où 


t 



y z 5 



équations 


(9) et (10) seront identiquement satisfaites, leurs premiers 


membres contenant en facteur les quantités Ax f 



BV 



Cz 


t k f X 


t 




Cz'. 


Le point où la caractéristique rencontre l'arête de rebrous- 
sement est défini par les équations (9) et (10), jointes à la 
dérivée de l'équation (10). Cette dérivée se réduit à 


A"(X 


00 



B"(Y 


y) 



C"(Z 


o 



en tenant compte de 1 équation 

Les équations (9), (10), (1 1), combinées entre elles, don 
neront évidemment 


X 


œ 


Y 


y 


Donc la surface enveloppe des plans oscillateurs a pour 

ues les tangentes à la courbe proposée et 



pour arête de rebroussement cette courbe elle-même. 

Réciproquement, soit donné un système quelconque de 
plans P dont l'équation contienne un paramètre t. En faisant 
varier ce paramètre, on obtiendra une surface enveloppe dont 
caractéristiques seront des lignes droites, tangentes à 
e rebroussement, et le plan P, ayant un contact du 

avec celte arête de rebroussement, lui sera 





oscillateur. 


On donne le nom de surfaces développables aux surfaces 
engendrées par les tangentes à une courbe, ou 


env 




d'un plan variable dont l'équation ne contient qu un para- 
mètre. Ces deux définitions sont en général équivalentes, 

comme on vient de le voir. 
Toutefois, la seconde a sur la première l'avantage d'em- 


brasser les surfaces coniques et cylindriques. 
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On obtient les surfaces coniques en supposant que le pi 
variable soit assujetti à passer constamment par 



qui sera le sommet 




O 



en su 


■ 

riable reste 


tammen 



a une 


point 
e jouera le 
nt. 

e . le plan va- 

L 


île 


ne se couperont pas. La surface pourra être considérée com 
la limite d'un cône dont le sommet s'éloigne à l'infini da 
une direction déterminée. 


472. Enveloppe des plans m 
au point (x, y, z) a pour équatio 


Le plan normal 



N 


/y» 



*)+/(Y 


I 


O. 



le. 


Cette équation contient le paramètre /. En le faisant varier, 
on obtiendra pour enveloppe une surface dévelop 

La caractéristique de cette surface 
nomme Y axe du plan oscillateur. 



droite 



a pour e 



N 


o 


dt 


a?'(X — œ)+y ff (Y 


Y) 



) 


x — y 


o. 


> > c /• , - f ■ - . - % * ■ 

Elle est perpendiculaire au plan oscillateur, car les é 


tions 



A. x 


B/ 


G 


t 


O 


Kx n 





Cz" 


o 


trouvées plus haut, montrent que chacun des deux plans 


N 


o 


dt 


o est perpendiculaire au plan oscillateur 


Enfin l'arête de rebroussement de cette surface sera donnée 


par les équations 


N 


o 


dt 


o 


d 2 N 


o. 


473. Cercle osculate 


ur\ 


Les équations générales d un 
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c 



sont 


(X 


2 



(Y 



(Z 


y) 


R 2 , 


m 


-+- 


P) 



y) 


O 


p, y étant les coordonnées de son centre e1 
Nous avons ici six paramètres : a, fi, y, R 


n 


P 


5 


ordre au point s). 


bte 


> — ? qu on 

m m * 


o 


(12) 

■ 

i3) {x 

x"(x 


(x 


m) 



(y 


six équations de condition 


R 2 


— a) 
-«) 




y' (y 
«) + 


PJ 



-4» 



(3) 



y) 
y) 
-y) 

p(* — y) 



o 


x f% 



y 



z 


12 


O 


o 



ny 


I 




pz 


1! 


o 


o. 


I' 


Des trois dernières on déduit, en éliminant m, rc, /?, 


(3 


z 


y 


x 


y 


z 


If 


y 


Z 


O 


ou 


A(x 


«) 




C(z 


y) 


o. 


Cette équation montre que le point (a, J3 ? y) est dans le 
plan osculateur. 
La deuxième et la troisième montrent que ce point se 

dN 


trouve dans les deux plans N 


o 


dt 


o, dont l'intersec- 


tion est l'axe du plan osculateur. Le centre cherché se trouve 
donc à l'intersection de cet axe avec le plan osculateur. 
Pour calculer a, (3, y, R, nous résoudrons les équations 


(i3), (14) et(i5) par rapport à x 


CL 


5 


y 


y. Le 



terminant 


x 


1 


Z 1 


X 


11 


A 


y 

y 

B c 


z 


* i ■ 


T 


I 


3o 


de ces équations étant égal à A 2 + B 2 + C 2 , on trouvera 



a 


(cy 


Bz')(x'* 






y 


(3 


(A* 


B 2 


Gx')(x'* 




G 2 

y 


m 



z'*) 


A 2 



■ ■ 



G 2 


y = 


(Bx' 


Ay> (^"4-/" +«.'•) 


A 2 4-B 2 



2 


et, en substituant dans (12), 


R 


(.2? 


/2 



r 



s' 2 ) 2 


(A 2 


B 2 -+- G 2 ) i 



x[(cy 


Bz') 



(Xz 


1 



'\2 


) 




X 


f 


Or la quantité entre parenthèses peut s'écrire 


(A 2 -h B 2 +-C 2 )(#' 2 + / 2 



■4» 


) 


(A a?' 



By 



G-') 2 , 


et, comme 
il viendra 



G s 


o 


R 


3 

'2\2 


1 


-h z'*) 



B ; 


•2 



G 2 


474. Sphère osculatrice. — L'équation d'une sphère 

- 


(X 


a) 2 H- (Y 




c) 


2 - 


P 


contenant quatre paramètres, on pourra obtenir un contact 
du troisième ordre. 

On devra, pour cela, satisfaire aux équations 


M 


(x 
x' (x 


a)*+{y-b)*+{s 


a ) +y'(y 

dM 

1 

~dt 

i 


b) 



-c) 2 

z'(z 


P y 


- C) 


o 


o 


o 


dont la première donnera p 2 , après que les trois autres auront 
fourni a, 6, c. . 
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Le 
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M 

chose que l'arête de rebroussement 
normaux. Car ce lieu s 'obtiendrai 


équations M = o 


dt 


o 


dm 



de reb 


sèment en 



ant t entre 


quations 


o 


dt* 


1 


dt 


o 


Or M 


désignation des coordonnées courantes (a, b, c, au lieu de 


Z) 


admettrons, pour sim 



■ 

r le calcul de a, b, c, p, 
que nous ayons choisi pour variable indépendante l'arc s de 
la courbe, compté à partir d'un point fixe. On aura, dans 
cette hypothèse, t = s, d'où 


dt 


et, par suite, 


(16) 


ds 


\fx î 




y 


y 


/9 




z 


z 1 * dt, 


1 • 


Prenant la dérivée de cette équation, on aura la suivante : 


a?' a?* 4- y y H- z f z" 


o. 


I 


Formons les dérivées de M en tenant compte de ces rela- 
tions. Il viendra 


o 


o 


o 


M —{œ 


dt 
ât 2 


a)x 



(y 



( 2 


a)x" -h (y — b)f ■+- (z 


a)x 


m 



(y 


b)y 


m 



( 



c)z', 


c)z" 



c)z"'. 


I 


En désignant par D le déterminant 


x 


t 


/Y* 


m 


y 

y 
y 


z 


f 


m 


Z 


fff 
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on déduira de ces équations 


r 


x — a 


y< z m_ z < y m A' 

D ~ ' 



A 


i 


a — x 


D 


On aura de même 



B 


G 


t 


et enfin 



«) î H-(/ — b) 2 -t-(z-c) 



v/A' 2 +B' 2 +C' 2 


D 


On. peut donner à cette valeur de p une autre expression. 
Le point (a, 6, c) étant sur l'axe du plan osculateur, qui 
coupe ce plan au centre du cercle osculateur, p sera l'hypo- 


ténuse d'un triangle rectangle ayant pour côtés R et la dis- 
tance h du point (a, 6, c) au plan os 

Or, le plan osculateur ayant pour équation 




A(X — x) + B(Y-y) + G(Z — z) = o 


on aura 



i AA/-+- BB' -+- GG 


M zb^A'-h B 2 +C 2 
A 2 h-B 2 +G 2 / i 



D 



B 2 -h G 



Mais, en tenant compte de l'équation (16), on aura 


i 


y/A 2 -f-B 2 + G 


R. 


Désignons, d'autre part, par r la quantité 


. , A 2 -f- B 2 -+- C 2 


D 


(que nous retrouverons plus tard sous le nom de rayon de 
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* \ * 1 * 1 

torsion)', il viendra 


d'où 


h = ±rW, 


p 2 •= R 2 h- h % = R 2 + r 2 R' 2 . 


475. Soient 


p un point (a?, 7, *) de la courbe correspondant à une va- 
leur t de la variable ; 
T la tangente ; 
P le Dlan oscillateur. 


iment 


respondant à la valeur t + dt, et soient x -h A#, y + Ay, 


z + A* les coordonnées de /?, ; T„ P, la tangente et le plan 
osculateur correspondant. 

Les distances de p K à /?, à T et à P, de T 4 à T, et les angles 
T t avec T et P, de P, avec P sont autant d'infiniment 

* 

petits, dont il est intéressant de déterminer les valeurs prin- 
cipales. 





i à p. — Elle est égale à \f kx 2 + Aj- + As 2 , 


ou, en remplaçant A#, Ajy, A* par leurs valeurs a 





sjx 1 - + j /2 -+- s' 2 dt = d$. 


476, Angle de T 4 awec T. — On sait que l'angle <x> de 
deux droites, dont les cosinus directeurs sont respectivement 


proportionnels à a, b 1 c et à a,, c { , est donné par 
formule 



COS0 


aa x H- H- cc x 


sja? -h 6 2 + c 2 |^èj + b\ + c\ 


On en déduit 


(a 2 +ô 2 +c 2 )(^ + ^ + cJ)-(^a 1 + W 1 + cc t ) 


sm (d z=z 1 1 — 

Y (« ï +è 2 +c î )(flî+^ + c|) 

■ 


( a a h_ c 2 ) ( a\ -+- 6 2 H- c\ ) 


4?o 
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CHAPITRÉ IV 


Pour appliquer celte formule, il faudra y remplacera, b, c 


di, Ct par leurs valeurs actuelles 


x 


y', 


Z 


x ! -h A*r', y 


t 



z 



r 


5 


ce qui donnera 


(f7) sin 2 cp 


( y às> 


z'Ay)*-h (z'Ax' — x' Az 1 )'--+■ (x' Ay' 



(x 


12 



y 



z 


12 




'\2 


) 




(*'+ A*') 1 ]' 


y / A.2?' )» _ 


Ai»', Aj-', As', étant infiniment petits, peuvent être négligés 
au dénominateur, qui est fini. Au numérateur, on les rem- 
placera par leurs valeurs approchées x" dl 7 v* dt,z" dt. 


viendra alors 



sin 2 <p 


A 2 



B 



G 9 


(x 



y 


n 



~/2\2 


) 


dt*. 


* r 

« * * • | * »- " t. 1 '. 

Donc <p, qui est égal, au troisième ordre près, à sin <p, aura 
pour valeur approchée 


sJk 



B 2 



G 2 



y 



z 


Nous 



courbure, comme dans les 


de l'angle de de 


Cette 


est évidemment égale au rapport des Valeurs principales de 
ces deux quantités ; en la désignant par k, nous aurons donc 


k 


ce 


ds 


v/âTTb 2 " 



(x 


'2 



y 


n 



3 



I 

R 


R désignant le rayon du cercle osculaleur. 

Ce cercle, son rayon et son centre pourront s'appeler, 

comme pour les courbes planes, cercle, rayon et centre de 
courbure. 


477. Angle de P avec P,. — Cet angle «|*, égalà celui des 
normales à ces deux plans, sera donné par la formule sui- 
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A71 


vante, analogue à la formule ( 


1 


7 



sin 2 ^ 


(BAC 


CAB) 2 



(CAA 



AAC) 2 



( AAB 


BAA 1 5 



B 2 



C 2 )[(A + AA) 2 -h(B 



AB) 



(G 


■ 1 ■ m. 



AC) 2 J' 


au 



minateur, on pourra négliger AA, AB, AG ; au nu- 


mérateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées 


dA 
dB 
dC 


(fz" f 
{z'x"' 
{x'f 


z'y'" ) dt, 


t -/// 


X z 


) dt, 

y f ) m 


Posons, comme précédemment, 


D 


x 


1 


y 


x 1! y a 


x"' y'" z'" 


on trouvera 


BAC 
CAA 


CAB 
AAC 


Dx' dt, 
D/ dt, 


A AB — B AA = Ds' dt, 


d'où 


sin 2 iL 


D 2 (x' 2 



Y 


fi 



z 


'2 


)dt a - 


D 2 t/.v 2 


(A 2 



B 2 



C 2 ) 2 


(A 2 


B 2 



C* ) 2 


et, en remplaçant le sinus par Farc 


D 


A 


2 



B 2 



C 2 


ds 


La quantité 


D 


A 



B 


2 



C 


- se nomme la torsion de la 


ourbe ; nous la désignerons par t. Son inverse se nomme le 

1 * 1 

rayon de torsion. 



Angle de P avec T 4 . — Cet angle 0 est donné par 


formule 


sin 0 



Au dénominateur, on peut négliger A#', A^', àé\ Au nu- 
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s remplacera par leurs valeurs 
x" dt + {x"'dt*,y"dt z" dt + { z m dt* 

Remarquant que l'on a 



A. oo 




11 



m 

Ax 



By« 
Bf" 



o 


o, 


et mettant G au lieu de son sinus, il viendra 


6 


V/A f -h B 2 



x 




zk ds* 


2 



Distance de p K à T. 


Nous 


avons 



la distance du point (a, a,, a 2 ) à la droite 


(403), pour 


X 


a 



bt } 


Y 



Z 


«2+ M> 


la formule 



[{a x 


<x x )b 


2 


Nous 


{a 


avons ici 


cx^b 


(a 


6 2 -h bl~h b 



a 


x 



X -h A.T, 


b 


X 


I 


La formule deviendra 


y 


/ + Ay, 


V 



a 


2 


-+- As, 


6 



( .y' As 


Av) 2 



(s'A-z — .r'As) 2 



.'2_i 


■ y 

ou, en remplaçant A#, Ay, As par leurs valeurs, 


Aa? 


r dt 



x 


dt 


y dt + y 


Az 


z 1 dt 


I . 2 

dt* 

■ 

dC- 






• ■ 


y 1 A.r ) 2 
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• Distance 



mule connue 


p x à P 


4 7 3 


Elle est donnée par la for- 



A(x 



âx 


x) 



B(y 





B 2 


y) 





C 2 


) 


ou, en remplaçant A#, Ay, A* par leurs valeurs appro 



oo d t 



f-i 


D 


6 


V/A s 



B 2 



2 


xk ds z 

""6 ~ 


s 


481 . Distance deT àT { . — Appliquons la formule trouvée 
pour la distance de deux droites, en y posant, pour a, a 1 , a 2 , 
b, b 2 , a, a <? a 2 , (3,, (3 2 , leurs valeurs actuelles x,y, $ % 


x 


/ 


t 



A#, y 



Ay, £ + A*, #' + Ax', r' + Ay, 


+ As'. Il viendra, pour la distance cherchée e, 



L 


^'As') 2 + (a?' A/' — /'A^') 2 


u 


L 


A,r 

Àa?' 

— X 


A/' 

-y' 

As 

A*' 

— z 1 


Le dénominateur a pour valeur principale 
On a, d'autre part, 




L 


i 





v'dt 


z'dt 


X 


ft 



u 



ff 


dt'- 

-h af 

dt z 



6 

dt* 

1 


6 

dt 2 

2 


6 



■ * • 




x n dt-r- X 


* « 


y 


"dt 


m m 


n dt 


dt 


2 



y 


m 



tff 


2 
2 


2 



* • ■ 




* ■ ■ 


G 2 <(i . 


OC 


y 


t 


z 


ou, en ajoutant aux termes de la première colonne ceux de 
a deuxième et de la troisième, respectivement multipliés 
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par 
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• 

|:jfl el par (ce qui n altérera pas le déterminant) 


ma 


l ) 



m * 


x"dt 




m 



L 


2 



m m 


y dt> ( \ 


ï) 



y" dt + y 


m 


A!» 


i) 



z 



Z 


2 



• * 



2 



. . . 


Z 


t 


ou, en réduisant chaque terme à sa vale 



L — -7^2 dt 1 * 


Donc 


x 


y 


x 



/// 




t 


Z 


1! 


/ 


D 


I 2 


dt k 




D 


£ 


i/A 2 -t-B 2 + C s 



t 


48: 


correspondent aux points où D 

i • I" 



ires ceux qui 


La torsion étant 

- 

nfondra, au deu 


ordre près, avec le plan osculateur en un point/?! infiniment 

A m 


voisin. 

En outre, la distance de P à p K sera 



Le plan P aura donc un contact du 
courbe, et se confondra avec la s 

On voit par là que les 
aux tangentes d'inflexion des courbes 


qua 





re avec la 



latrice. 



lans stationn 



4 , 83 



ment 


ait pris pour variable indépendante l'arc s. 


les calculs en admettant qu 


On 


aura 



ce cas 




y 


'2 



Z 


/2 


f 


et, en différentiant, 





j'y" 



O 


1 
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P 


U1S 


x' x m -4- y' y -+- z' z w -+- œ"* y"* s 't — G> 


■ 

On déduit de là 


Cy f - Bz' = (x'y''-y'x")y'- (z' x" - x'z")z' 


x ( y y •+■ -s' 2" ) — a? ff (/ 2 -+- y 2 ) 


a?'. a?' a?" — a-"(j — a?' 2 )= — a", 


As'— Ca' = -/', Bar'— -A/ 
et la, formule de la courbure devient 


Gela 



l# + Ajk 2 + A* 2 . 11 s'agit d'évaluer la différence de ces 
deux expressions. 


entiquement 


ds 




ds H- \/A^ 2 +Ar 2 + As 2 


Le dénominateur de cette expression est sensiblement 2 
Pour avoir le numérateur, on remplacera A#, Ay, As par leurs 



,. ds 2 

Ajc = .t' ds H- x" — H- 




2 6 


• * • 



oppanl et ordonnant suivant les puissances de ds, il 



(ï — a: f * — y*—z'*)ds*—(iv'af-hyy-{-z , 2')ds 


x »* -f. ^ a -4- s"* ^^ + /y+^V / '|^ 

Les coefficients des termes en ds 2 et ds 3 s'annulent. Celui 
du terme en ds* sera, d'après les équations précédentes, 
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Donc la différence c 


k 


2 


12 


ds* 


2 ds 


CHAPITRE IV. 



a pour valeur principale 


k*ds 

2 4 


484. On nomme normale principale au point y, z) la 


perpendiculaire à la tangente située dans le plan oscillateur* 


binormale la perpendiculaire au plan oscillateur. Ces deux 


droites forment avec la tangente un trièdre trirectangle. 


Déterminons les cosinus directeurs de ces trois droi 

i 

m ■ 

i° Les cosinus directeurs a, 6, c de la tangente, étant p 
portionnels à x f , y\ ê\ seront respectivement égaux à 



x 


S/a;' 



y 


dx 
ds 


z 



X fi -h y'* 


y 


mm 


I ! 0 

\ X* 1 



y 


! 



dz 
ds 



d: 


s 


2° Ceux de la binormale a 
B, G seront égaux à 



5 r? 


y étant 



ortion 



a 


A 


B 


v/A 



B 2 



G 2 



G 



B 



G 2 




B 2 



G 2 




i 

3° Enfin 1 a normale 

■ 

deux droites précédentes, ses cosinus direcleurs X 


ipale étant perpendiculaire aux 


satisferont aux équations 



5 


V 




vz ! 


o 



V 0 O y 


et seront proportionnels aux quantités 


On aura donc 


A* 


f 


G 


x 


Bec' — A.y[ 


À 


cy 


Bz 


f 


s/(cy 


Bz'r 



(As' 


S/(A 


Bz 


ky' ) 2 



B" 



C 2 ) ( x' 



y 



z 


) 


(A x f 
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Gz 


i 


o 
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V/(A 



B 





yb 


(3c 


On aura de même 


v 


a b. 



. Cherchons comment varient ces cosinus directeurs 



le point y, s) se déplace infiniment peu sur la 


On aura d'abord 



d 


00 


f 


i 



y 

x h dt 



/2 


S ( x f x tt + y' y" -+- t£- ) 



x t% -+- y' 2 



'2 


(5? 


'2 



/2 



1 

/2\2 


) 


a?' 7 ( 3? 


/2 



y 



) 


x l (x ! x lt 



y y 



z f z n ) 


(x f ' 2 -+- J 


Hz 


/ 


(x f% -+- y 



z 


3 

/2 \2 


-dt 


) 


1 

/2 \2 


) 


1 


/2 



B 2 



G 



/2 



/2 



n aura 



même 


db 


pk ds, 


de 


v k ds. 



V 


aura, en second lieu, 


• 


dix 


d 



A' ( A 2 



B(BA' 


A 



B 2 h- G 



B 2 



C 2 ) 


(A 2 


AB ) 


A(AA' 






B 2 


G(GA' 


C 2 ) 


A 
2 


AC') 


3 


dt 


(A 



B 2 



C 2 ) 2 



Bz')D 


(A 3 



B 



G 2 ) 


H 
2 


dt 


W ds , 


CG') 


dt 
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et de même 





vt ds. 


Enfin 


dk 


d(yb 


(3c) 


y db 




y 


cdfi 


âdc 


(ôv 


ypk -+- bvz 
yfx)k ds 





V 


$vk)ds 
c\L)ras. 


On a d'ailleurs 



v 




a 


ab) 


y(otc 


\ 


a(oc 


a(aa 



ô (3 + c y ) 


a, 


6v 


op. 


6 



C') 


C(0LC 


y 


a 




a(a<x 



bfi -h cy) 


Donc 


dl 


akds 


eux ds 9 


et de même 


d}x 



bk ds 
ck ds 


firds, 



486. Il résulte de ces formules qu'une courbe est complè- 
tement définie lorsqu'on connaîtra : 

i° La loi suivant laquelle la courbure et la torsion varient 
en fonction de l'arc s comme variable indépendante ; 

2° Les valeurs de y, z, a 1 b, c 1 a, (3 ? y, X, |x, v corres- 
pondantes à une valeur particulière 
par exemple . 



Sj à la valeur zéro, 


En effet, les formules précédentes donnent les dérivées, 
par rapport à s, des quantités 


a 


dx 
ds 


b 



dz 



c 



mêmes 


dérivées 


Mais, po 


o, on connaît les 
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valeurs des quantités a, b, c, a, (3, y, X, u,, v. On aura donc, 
our 5 = 0, la valeur de toutes leurs dérivées. 


Go 



issant ainsi, pour s m o, les valeurs de a 


du 




d*x 
~ds* 


rin 


ds 


• » * 


on pourra calculer # par la formule de 


3^0 T 



5 


0 


1 .2 


e même, pour y et 



A87. Appliquons les formu 


nom 


G 


trairement et dont la hauteurs au-dessus du plan des x } y 


ment 


Prenons pour variable indépendante Tare i de la projec 


Les equati 


x 


A 


Y 


<?(<?)> 


a cr, 


étant une constante. 
On aura, par suite 


z 


! 


a 


d'où 


o 


A 


ff 

a y", 


B 


(X oc 


11 


1 


G 


x ! y" — y 1 x ff 


et de plus 



OU 


f2 



y 


1<L 


I 


x f x /; -+- y 1 y" 


//2 



//2 


y x" 

y" x m 


y'y m 


y 3 > 


- 9 


désignant la courbure de la projection. 


Gel 


a posé : 

J 


i° L 


a 



érentielle de l'arc de l'hélice sera donnée par la 



ds 2 — ( x" 1 -+- / 2 -4- a % ) da 


(1 



a 1 ) da* . 
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Le rapport de ds à d<r est donc constant. 


2° L'angle 0 de la tangente avec 1 axe des z sera donné par 


la formule 


cos0 


z f a 


\Jx n + y f *^rz t2 sji 



a 1 


Il est donc constant. 

3° L'équation du plan osculateur sera 

— ay"{X — x) + ax"(Y — y) + y{Z — z)=o. 

■ 

Il contient la normale au cylindre projetant, laquelle a 


pour équations 


Z_* = o, x'(X-x)+f(Y-y) = o } 


car en substituant dans l'équation du plan osculateur à X— x } 
Y — y, Z — z les quantités proportionnelles — y\ S x o on 
obtient comme résultat 


■ 

a(x f x n -f- y 1 y"), 


ce qui est nul. 

4° La courbure k est égale à 


V/a 2 j' /2 -f- a 2 #" 2 + (x* y" — y f x ff ) 2 _ v/(« 2 + i)y 2 _ y 


3 


3 



(i + a 2 ) 2 (i-f-a 2 ) 2 1 + a 


5° La torsion t est égale à 


a y" x f// -h a x f/ y m ay % a y 


VII. — Systèmes de droites. 


488. Une droite D, passant par un point (a, a 2 ) et dont 
les cosinus directeurs sont proportionnels à b, b t , b % , a, 
comme on l'a vu, pour équations 
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ou ? en introduisant une 


48 i 




X 


a 



ht. 


Y 


a 



b t t, 


ire t, 
Z 


a 



b 2 t, 






b\ é 



1 


a 



nce du 


oint (a, a 4 , a 2 ). 


point 



, Y, Z) au 


Supposons que les coefficients a, b, . . . dépendent de cer- 

* -E» faisant varier ces parafes, 


paramètres 


système 


S'il n'y a qu'un paramètre a, ces droites formeront une 
irjace réglée dont on obtiendrait l'équation en éliminant 
a entre les deux équations (i). 

- 

S'il y a deux paramètres a, (3, on aura une congruence de 
Iroites. Par chaque point (x,y, z) de l'espace passeront une 

1 * 1*11 

u plusieurs droites de la congruence, correspondant aux 


quations 


OC 


a 


y 


2 


b 


b 


S, y, on aura un com 


d 


Iroites. Par chaque point j', z) passeront une infinité 



e 


rmant 


e 


éliminant a, p, y entre les équations (i) et (3). 
Enfin, s'il y avait plus de trois paramètres, le système con- 


tiendrait toutes les droites possibles, car on pourrait déter- 



manière 


ux points arbitraires y, s), (x t , y K , z, ), ce qui ne don- 
nerait que quatre équations de condition. 

■ 

- \ 

489. Soient D une droite du système, ayant pour équations 


X 


a -+- bt, 


Y 


«i -h #i /, 


Z 





t une droite infiniment voisine, laquelle aura pour éqna- 


►ns 


Y 
Z 


a 






(b -h db ) 




(6 2 




dbi ) 
rffrj ) t, 


J. 


I. 


3i 


482 
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en bornant l'approximation au premier ordre et écrivant par 


suite da. db, ... à la place de A«, A6, .... 

La position relative de ces deux droites dépend des 
ments suivants : 



i 


Leur angle cp. On aura, d'après des formules précédem- 


ment trouvées, 



2 



A? 



A 2 


b 



u \ 





en posant, pour 



ger 


A 


bi db 


2 


b 2 db i9 



i 


b^db — b db % . 


A 2 = b db, 


b t db. 


2° La direction de leur perpendiculaire commune E, la- 
quelle a pour cosinus directeurs 


1 


A 


« 


y/A 



A^ 



A 2 


v/Â 



^2 


A 


y/A 


A 2 
l 



A 2 


3° La position du point de rencontre de D et de 
valeur T de la variable t qui correspond à ce 






T 


N 


A s 



a; 



A 2 
A 2 


N désignant le déterminant 


1 A b -+- db ■ 


Ai b i -^db 1 

dci\ 

A 2 è 2 + ûtà 2 



ou plus simplement 


A 


6 


A ^ i b\ 
A 2 £? 2 

4 I 

en négligeant db Ky db 2 par rapport kb : b { , b 


2 


APPLICATIONS 



DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 


483 


i 

4° La plus courte distance 8 des deux droites D, D 4 . Elle 
st donnée (405) par la formule 


L 





A* 


^ 


L désignant le déterminant 


da 


db 


b 


da x dbi bi 


da 


db 


b 


m 

On peut convenir de prendre le radical positivement dans 
outes ces formules. Alors S aura le signe de L; et ce signe 
fixera le sens dans lequel la Longueur 8 doit être portée sur 
la droite E. 

On peut d'ailleurs substituer comme élément de définition 
à la distance infiniment petite S le rapport fini 


P 


â 


L(b 2 




A 2 



1 



A 2 


qu'on nomme le paramètre de distribution. 

Proposons-nous de déterminer les relations qui existent 
ntre ces éléments T, X, X l? p. Nous aurons à distin- 
lier trois cas distincts, suivant le nombre des paramètres 
variables. 


■90. Premier cas : Surft 


On n'a 


qu un 


paramètre a, et si, dans les expressions de T, X, X 


pi 


quantit 


nominateur 



La droite E, sur laquelle se mesure la plus courte distance 
des droites D et D< , étant complètement déterminée par les 
eurs de T, 1. X, , X 2 , on aura ce théorème : 



Les génératrices d'une sur/ace réglée infiniment voi- 
sines d'une même génératrice D viennent toutes couper 

~- 1 ' w mm 
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culairement une même droite E {au second ordre 


près ) . 


w 

4 # 

Le point d'intersection de D av 



E 



central de la génératrice D. Il aura pour c 



le 




X 


a 


b% 


y 


A3 


a 



b 9 T. 


Le lieu des points centraux se nomme 



e 


de ; 


striction 


îminant 


tions ci-dessus. 


les trois équa- 


491. Soit 


X 


a 



bt, 


7 — *i M» 


-4J 


a 



b«t 


un 



de la surface. Ses coordonnées sont 


comme on le voit, en fonction des deux 
L'équation générale d'un plan 


XX 



iffeY 




o 





s 


J 


es a et t. 


contient trois 



, dont on pourra disposer pour éta- 


blir un contact du premier ordre avec la surface. Il 
pour cela satisfaire aux trois équations 



o 


o 


o 


W(t, a) 

ÔW 
dt 

dW 

dct 


A (a 



Ab 


A (a' 


bt) 


{- Tlb^! -+- bit) 4 



b't) 


(«2 H- M ) 





(a j 




b\t) 



( a 2 



b-t) 


CD, 


On en déduira 


o 


a 


bt) + \&(Y 


a 


bit) 



sous la forme 


X 


a 


b 


bt Y 


a 


i 


b x t Z 


b x 


a 



b't 


a 


+ b[t 


a 


b 


(Z a 2 


et, en éliminant A, e, on aura l'équation d 


M) 


u 



b»t 


a 


f 

2 


hb\t 


o. 


m 
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Ce 



cff 


a 



bt., 


a 


i 



Mi, 


rdonnées de la forme 


b<% 





« F 

Substituant ces valeurs des coordonnées dans l'équation 
du plan tangent, les deux premières lignes du déterminant 
leviennent identiques, sauf le facteur commun t { 

Mais la direction de ce plan tangent variera en général 
avec la position du point de contact y, z) sur la géné- 


O 


dépend 


4 



erminer 


ous admettrons que nous ayons choisi pour axe des z la 
génératrice considérée D, et pour axe des y la droite E qui 
lui correspond. 

On aura. DOlir tons Ips nm'nfft Aa Tï 


oc 


o 


y 


o. 


Donc, pour cette génératrice, a, b, a K , b K seront égaux à zéro. 
D'ailleurs rien n'empêche de prendre pour variable i 





, à la place de t, la fonction linéaire a 2 + b 2 t. On peut 


supposer qu'on a constamment 


a 


o 


3 


b 


a 


b'. 


2 


O 



posé, la génératrice D aura pour équations 


OC 


o 


y 


o. 


Une génératrice infiniment voisine aura pour équations 


x 


da 



r 




tdb 
tdb i 


da 
da t 




z db, 
z db\* 


a 


.. . i % 

Mais, par définition, cette génératrice rencontre Taxe des 
^ne distance 8 de l'origine ; on aura donc 


da 


o 


dai 


a 


486 
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i 

De plus, elle est perpendiculaire à cet axe et fait un 
avec l'axe des z. On aura donc 


angle <p 



o 



~ tango 


en négligeant la différence entre la tangente et l'arc. 
On aura, par suite, 


a 



doc 


o 



1 


I 


6' 



dot 9 



o. 


Substituons ces valeurs et celles de a, a,, a 2 , 6,, 
a 2 , b 21 dans l'équation du plan tangent; elle deviendra 



2? 


OU 


X 

Y Z 


0 

h 

o 

I 

V t 



da 

dot 

O 

Y: 

=4 x = 






o 


x 


■ 

V que le plan tangent forme avec le plan des yè 


sera donné par la formule 


tang V 


z 


P 


Cet angle, en 
les deux hypothèses 



variable avec 


s, sera 


constant dans 


suivantes : 


P 
P 


o 


d' 


ou 


oc 


d'où 


a 


o 


O. 


493. Il est intéressant de chercher quelle est la 


nature 
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particulière des surfaces réglées pour lesquelles une de ces 


deux conditions cp 


o ou 


S 


o est constamment satisfaite. 


i # 

Théorème. — IJ équation 8 = 0 exprime que la surface 
réglée est développable. 

0 * « 

Cherchons en effet à quelles conditions la surface sera 
éveloppable. Soient y, z les coordonnées du point où 
la génératrice touche l'arête de rebroussement, 9 la valeur 
correspondante de t. On aura 


x 


a 



y 


a 



M, 


a 



M, 


1 


AS 


et 6 variant en général d'une génératrice à l'autre, et 


par suite étant des fonctions de a. 

, différentiées par 



s 




à a, donneront 


dx 
dy 
dz 


da 


6db 



da 1 -h 9 db x 


Qdb 



b dB, 

b x dQ, 
b« dQ. 


Mais, la génératrice étant tangente à l'arête de rebrousse- 
ent, ses cosinus directeurs seront proportionnels à dx, dy, 
z ; ils le sont d'ailleurs à b K , b 2 ] on aura donc, en dési- 
nant par pi un facteur convenable, 


dx 


pb, 


dy 


dz 


ix b^ 


Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, il 



o 


o 


o 


"da 
da x 



da 


2 



Qdb + b (dd 
6 db x 

1 • 

Qdb, 



b t (d9 — [x), 
b 2 (dd — ju). 


Ces trois équations entre les deux quantités 9 et d§ 
e seront pas compatibles en général, mais elles le devien- 


dront si le dé 



1 I L 


t 


da 


db 


h 


da y db x b t 


da 


dbo b 
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s'annule. Or ce déterminant est précisément L, numér 


de S. 

Donc 8 sera nul, à moins qu'on 
auquel cas le dénominateur s'an 




ur 


A 


2 


0 


1 


494. Les trois équations 



A-{ ■ — — A. 


o é 



l'équation unique cp = o. Si celle-ci est sati 



aient à 
surface 

sera un cylindre. Car, deux génératrices infiniment voisines 
ne formant qu'un angle du deuxième ordre, les 




recteurs de la génératrice, considérés co 
n'éprouveront qu'une variation du seco 
à l'accroissement de a. Donc leurs difïérentielles sont nulles; 

m 

donc ils sont constants. 



notions de a, 
e par rapport 


495. Deuxième cas : Congruences. — O 
deux paramètres variables a, (3 et, par suite, 


n a 



ce cas 




db 


da 
da 


da 



dot 



da 




5 


Substituant ces valeurs dans les expressions de % 1^ 1 
T, /?, on voit que, pour une génératrice donnée D, corres- 
pondant à un 



e terminé 


e a e 


qu 




I 


donc exister entre elles quatre 
choix de la génératrice D 4 . 

Proposons-nous de trouver ces 


dép 



• Il doit 


i du 




N 


ous 


A 2 


remarquerons tout d'abord que la quantité 



+-^2? °t u i figure au dénominateur des expressions 

*\ ■ M m * 


i hi ^2, T, /?, ne pourra, en général, s'annuler 


valeur de 


da 



aucune 


• En effet, il faudrait pour cela qu'on eût simul- 



A 


o 


Ai 


O 


A 


2 


O 


■ 
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d'où 


db 
b 


dbi 

~b7 


db_ 
b« 



, en appelant pi la valeur commune de ces rapports, 


db 
da 

db, 
da 


*- 


da 




— — da. -4 

da 


db 
d^ 

dp 

db 2 


dp 


dp 



dp 


bip, 


équations qui ne peuvent subsister simultanément que si 


l'on a 



db 

db 

da 

dp 

db 1 

db x 

da 

dp 

db 2 

db 2 

da 

dp 


b 


b 


o 


C'est là une équation entre a et fi 


A 



a; 



A* puisse s'annuler. 


Nous pourrons appeler génératrices singulières les géni- 
trices de la congruence pour lesquelles l'équation (4) est 


ite. Elles forment une surface réglée, dont on aura 



quati 


iminant a, [3, t entre l'équation (4) 


e 



ons 


(5) 


X 


a H- bt. 


y 


a 


1 




b%t. 


497. Supposons que D soit une génératrice ordinaire. 


rime p 


w ènes et du second degré en du., d$, 
et dont le dénominateur- ne peut s'annuler aura un maxi- 

T, toujours réels; on pourra les 


nimum 


dp 


obtenir ainsi que les valeurs correspondantes de -7-, p 


ar 


49° 


PREMIÈRE 






IV . 


méthode exposée au n° 407. Substituant ces valeurs à la 
place de t da 





e 



ns 




ra les coordonnées 


des points correspondants 



D, exprimées en fonctions 

oints principaux. 0 



de a, (3. Ces points se nomme 

nomme plans principaux ceux qui passent par les lignes 
de plus courte distance correspondantes à ces points et par la 


droite D. 

Eliminant a et fi entre les équations qui 

d'un point principal, on 





nt les coo 
lieu de ce 


point. On obtiendra de même le lieu du second point prin^ 
cipal. Les deux surfaces principales ainsi obte 
ront constituer, soit deux surfaces distinctes, soit pl 

- 



s pour- 



tuellement deux nappes d'une seule et même s 





. Passons à l'examen de 1' 



mètre 


déterm 


numérateur, étant du second degré en 



qui donne le pai 

qui figure 

mnulera p< 



i 

suite, un point de D. 
Les deux points a 


imaginaires de ce rapport. A c 
)rrespondent une valeur de T 


(surfaces focales) se 
principales. 


si obtenus 

r 

imaginaire 


nomment foyers. Ils 


rmineront comme les surface 



Soient 


(6) 


(7) 


d& 

dot. 
da 


les deux valeurs de ^ 

dtx 



M, 


tirées de l'équation L 


P une expression S 


Cal 


o 


M 




<p(a) qui satisfasse identiqu 
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à l'équation différentielle (6) et qui, de plus, se réduise à (3 0 
pour a — a 0 , les constantes a 0 et (3 0 pouvant être choisies à 
volonté. 

Cela poséj substituons (3 m 'f (a) dans les équations 


x = a 




y 


a 


î 



AS 


a 



b*> t 


des génératrices de la congruence. Ces équations, ne conte- 
nant plus qu'un seul paramètre a, représenteront une surface 
réglée, dont les génératrices font partie de la congruence ; 
cette surface est développable, car, l'équation (6) étant une 

■ 

conséquence de l'équation (3 = cp(a), on aura p = o pour 
eux génératrices voisines prises sur cette surface. Enfin, 
cette surface contient la génératrice correspondante aux va- 


leurs 1 


po> a 


a a des paramètres variables. 


La considération de l'équation différentielle (7) donnerait 
ne seconde surface développable jouissant des mêmes pro- 
priétés que la première. 
On aura donc ce théorème : 


Une droite quelconque D de la congruence fait partie 
de deux surfaces développables , formées de droites de la 


congruence. 


On doit remarquer toutefois que ces surfaces n'auront 

• ; m d& ,r, 

a existence réelle que si les valeurs de ^ déduites de l'équa- 
tion L = o sont réelles. 

La droite D est tangente à l'arête de rebroussemenl de 


chacune des développables dont elle fait partie. Mais ces 
rêtes de rebroussement sont évidemment situées sur les sur- 
faces focales; on a donc cette proposition : 

Toutes les droites de la congruence sont tangentes à 
ne des surfaces jocales. 




nomme plans M 


pectivement perp 


les plans menés par D et res- 
aux lignes E de plus courte 
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distance correspondantes à ses deux foyers. Ces plans sont 


tangents aux deux développables qui se croisent suivant la 
droite D. 


On a vu, en effet, que, dans une surface réglée quelconque, 
le plan tangent en un point situé sur une génératrice D à 
une distance z du point central fait, avec la perpendicu- 
laire E, un angle V donné par la formule 



une 


sera droit. 


tangV 




z 


P 



tansrV sera infini et V 




500. Pour nous rendre un compte plus exact de la distri- 



bution autour de D des droites de la congruence qui e 
infiniment voisines, prenons cette droite pour axe des 3, ei 
nous réservant de disposer ultérieurement de la position de 
l'origine, ainsi que de l'orientation du plan des xz. 

Supposons, en outre, qu'on prenne z pour variable in- 
dépendante, on aura constamment a 2 = 


o 


b 


da 


y 


db 


o, z 


— o. En outre, D ayant pour équations x 
t 7 on aura, pour cette droite, 


a 


a 


b 


o. 


Portons ces diverses 



eurs dans les formules 


il viendra 


A 


db x 


y 


N 


(da db -h da i db i ) J 


db 7 


A 


o 



db 


1 


o 


\Jdb 

■ 

L 


db\ 

■ 

da db t — da t db 


et, par suite 


(8) 


T 


da db -4- da x db x 


db 



db\ 


P 


da dbi — da\ db 


db 



db\ 
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Enfin, le déterminant (4) se réduira à 


db 
doc 


db 

dp 


o 


db x db { 


doc 


dp 


o 


o 


o 


I 


db 

db 

doc 

dp 

db, 

f 

db % 

doc 

dp 


D étant supposée une génératrice ordinaire, ce 
Le sera pas nul. On pourra donc des équations 



db 


db { 


db 

doc 

db r 
doc 




doc 



db 
dp 

db, 

dp 


dp, 


dp 


déduire l'expression de dcn et dp en fonction linéaire de 
db et db\ . 

Les quantités da, da i7 étant des fonctions linéaires de doc, 

« v * , « * 

deviendront des fonctions linéaires de db, db iy 



ue 


da 
du 


■ 

P db -h Q db u 
P x db H- Q l db i . 


h 


On aura, par suite, 


ï 


Pdb 




Q) db db x 



Q x db\ 


P 


V.dV 1 


db 



db\ 
Qi ) db dbi 


- > 


Qdb] 


db* + db ! 




d' 


it d'ailleurs J> l'angle que la plus courte distance forme 
l'axe des y. On aura 



sin^, 


tangù 


i 


cos<]/, 


1 


db x 
1b 


o 


orresp 


maximum et le minimum 


n 
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sait 




PARTIE. 


qu'il faut pour cela poser les é 



IV 



(9) 
(io) 




Q) 



i 




Q)db 



o 


o 


v 


d'où 


2P 

Pi 



2 IX 





Q 


2 Q 


1 



2jUL 


O- 


i v k 1 

Cette dernière équation donnera le maxim 



mum cherchés. Les précédentes donneront 


db 

pondante de — 
r db 


tang ^ 



t le mini 


r corres- 


Supposons maintenant 



nous 


ayons pris pour plan 


des zy l'un des plans principaux, et choisi à l'origine à égale 



distance des points principaux. On devra avoir un maxi 


db 

ou un minimum pour <J/ — o, d'où 




y ce qui 


réd 


uira 


l'équation (10) à 


Pt 



Q 


o. 


L'équation (11) se réduira à 


1 

2Lt)(2Q t 


(aP 




2Ll) 


o 


et, ses racines devant être égales et opposées, on 



Qt 


p. 


Faisant donc P { 
ules, il viendra 


Q, Q. 


p 




tangd; dans le 


(12) 


1 

T 


P 


1 


tang 2 (|i 


1 -4 


tang*^ 



COS 2 tyf 


(i3) 


P 


2 P langui -+- Q ( 1 lang'd;) 


1 



tang 5 d; 


P sin 2<L 



Q. 


501. On déduit de ces formules des conséque 


tantes : 




0 l'- 


uni ou minimum pour «ji 


d'où cette conséquence : 


0 et <j> 


9°"; 
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Les deux plans principaux sont rectangulaires. 


2° p s'annule pour sin 2 



Q 
P 


, d'où 


T 


P 



Q 2 
m 



s/p- 


Q 


Ces deux valeurs étant égales et de signe contraire, et 


01 



s que P, on aura ce résultat 



fi 


a 


mi 


es foyers seront d'ailleurs réels ou imaginaires, suivant 


m 

e P sera 





Q 


q 


Q 


* 


7T 


2 



i 


^es plans focaux auront pour azimut 


2 




donc 


/< 


<i» 0 et TC 

■ 

avec les 


n 




4° 



= o, les foyers et les plans focaux seront réels et 
se confondront avec les points et les plans principaux. Les 
plans focaux seront donc rectangulaires. 


quement 


7T 


0 


7T 
2 



». 


d'où 


o et, par suite, Q = o, et les autres propriétés 


ci-dessus auront lieu. 



■ 

2. Les plans focaux ont pour équation 


(<4) 


X 


tang 


sin 2 & 


COS2^ 


y 

x 


Q 


p 


Q 2 


^ i 

ils seront distingués l'un de l'autre par le signe du radical. 


Soit, enfin, D< une 


droite de la congruence infiniment 
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PREMIÈRE PAR 




v 


IV. 


voisine de D : elle aura pour équations 


à? 


X 


y 


da 



dbt 
db ï t 


da 





db z 
db x z 


(z 


-hP)db-{ 
Qdb + (z 


Qdb t , 



Elle rencontrera le plan fo 




en u 


n po 



) db x . 


dont le z est 


déterminé par l'équation 


Q db 



( 


4f 


(z 


P)db + Q dô t 


Q 


P 


m 


s/p 


2 



Q 2 - 


Or, cette équation est satisfaite, quel 
dbt 

—j^y en posant z = 

Cette équation, jointe à l'équation (i4) 3 
perpendiculaire à D menée dans le p 


Q 2 

* 

soit le rapport 



local e 




le foyer. Cette perpendiculaire a reçu le nom de droite fo- 
ca 

On peut donc énoncer cette proposition : 

Les intersections d } une génératrice quelconque D<, in- 
jiniment voisine de D, avec les plans focaux, sont situées 


sur les droites focales (aux infiniment petits du second 


ordre près). 


503. Il nous reste à étudier la distribution autour 

■ 

droites infiniment voisines, lorsque D est une g 
singulière. 

i r » 

Dans ce cas, le déterminant 



des 




4 


db db 



da dfi 

» 


db i db 

étant nul, le rappc 

* 

>rt des 

db 

* 

■ 

quantités 

db 1 
da 

t 

* 

db x 

m 

db x . 
-r — aa -+- 
da 




d£>, 


d$ 


ne 
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J 



tang^ 


db 


1 


db 



d'où 



On pourra orienter les axes coordonnés de telle sorte que 
l'on ait ^ = o, d'où db K = o. 

Les formules (8) deviendront alors 


T 


da 
db 


P 


m m 



Si le déterminant 


(,5) 



doc 



doc 


da x 

db 
dô 


n'est pas nul, on pourra déduire des équations 



i 


db 


da 
db 


da -f 


da 



da^ 
db 

m 


d& 



s valeurs de da., dp en da K et en db. Substituant dans la 


■ 

valeur de da 
de la forme 


da 
doc 


doc 



da 


dfi, on trouvera une équation 


da 


P da x 



Qdb 



par suite, 


T 


P da x 



Qdb 


db 


Pp 


Q 


On peut d'ailleurs, en déplaçant l'origine delà quantité Q, * 
faire disparaître le second terme de cette expression. On aura 


donc les deux relations 



4* 


o 


T 


Pp. 


■ 


J. 


I. 


32 
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Les génératrices infiniment voisines de D auront pour 


eauations 





P da x + dbz, 


da i 







Ces génératrices sont donc parallèles au plan des œz. 


Celles pour lesquelles da K = o sont dî 


rencontrent la droite D à l'origine des coordonnées. Celles 




po 


o sont parallèles à D. Ce cas diffère 



linaires en ce que 1 un de 
étant à l'origine des coor 


données. 


Enfin, si le déterminant (i 5) est nul, —tj- ne dépendant plus 


du rapport -^-i on aura les deux relations 


di = o, p — const. 


Désignons par P le rapport constant -jr ■ Les génératrices 

du 

infiniment voisines de D auront pour équations 

x — <ia H- .s , 


y — Pdb, 

et aucune d'elles ne coupe plus D à distance finie, mais celles 



r lesquelles db = o lui sont parallèles 


Complexes. — On a, dans ce cas, 



504 


)is paramètres : a, (3, y. 
SoitD une droite du complexe. En la choisissant pour axe 



des z et prenant z pour variable indépendante, on pourra 


forme 


& = o, y = o, z — t, 

m 

et celles d'une droite D,, infiniment voisine, à la forme 


z = t, x — da db z , y — da x H- dbyZ, 


■ 


da r db, . . . étant linéaire en d<x, d$, dr. 
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soit une droite ordinaire, c'est- 


à-dire telle que l'on n'ait pas simultanément 



db { 

àb x 

da 


dy 

db 

db 

db 

da 

dp 

dy 


tel 



es deux équations 


db 


db { 


db 

d<x 

db t 
da. 


da 



da 


db 
d^ 

db, 




d£> 



dy 
db. 


dy, 



dy 


permettront d'exprimer deux des quantités da., d$, par 
exemple doL et dp, en fonction linéaire de db, db K , dv. Par 
suite, da, da K deviendront des fonctions linéaires d 3 d r ? 
db { , dy, telles que 


da 
da x 


p db + q db t +R dy, 


V x db 



Q i db 1 -+- K t dy. 


i l'on pose, en particulier, db 



, =z o, ces équations 


se réduiront à da 


R dy, da K = dy, et D 1 , ayant pour 



uations 


x 


R dy, 


y 


R t dy, 


sera 



ele à D, 


Supposons le plan des zy orienté de manière à contenir 


une des droites parallèles à D ; on devra avoir R 


o. 



a posé, entre les formules 


T 


da db H- da x db 


db 



db\ 


P 


da db\ — da t db 


db' 2 



db\ 


éliminons da K \ il viendra 


Tdb 


p db 


1 


da 


Pdb 


Qdb 


1 


ou 


r 


p 


(Q 


p) tangtj; — o, 



PREMIÈRE PARTIE. 


CHAPITRE IV. 


ou enfin, en déplaçant l'origine sur l'axé des z de la quan- 



tité P, ce qui changera T en T 



T 



(Q 





o. 



Si D était une droite singulière, le 


indépendant de da, d$, 
simple 



V 



const. 


dbi 
1b 


relation 





VIIL 



506. Considérons une sur 

i 

de la forme 





a?— /(«, p), 



u 


n 



an 


par 



equ 



ns 




bY-+ 

* 

- cZ -b d — 

o 

sera osculateur si l'on a 



+ 


ax + 

by 

H- cz -+- d- 

— °> 


dx 
h 

du 

du 

r 

ôz 
du 

-o, 


dx 

CL —r— 4- 

dv 

b d J. 

dv 

dz 
dv 

— 0. 

Éliminant a } 

6, c, o?, 

on a 

l'équation du 

■ 

■ 

X — x 
dx 

Y-y Z-z 

* 

* 

(0 o = 

du 

uy 
du 

du 


* 

dx 
dv 

dy 
dv 

dz 

dv 



A(X 


3C) 



B(Y 



y) 



G(Z 
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OU 



(2) B 


dy dz dz dy 

du dv du dv 

dz dx dx dz 

du dv du dv 


i 4 

ç dx dy dy dx 

du dv du dv 


Remarquons les identités 


(3) 


du du du 


o 


dv dv dv 


qui se résument dans la suivante : 



A dx h- B dy G dz — o. 



La normale aura pour équations 

m ■ 

X— # Y—y Z 
(5 _ _ /_ 


A B C 


507. Le carré de la distance du point (w, v) au point 
finiment voisin (u -h du, v + dV) sera A# 2 + Ày 2 + A^ 2 
Sa valeur principale sera 

(6) ds 2 = dx* + dy*+dz 2 






2 2F du dv -h G dv 


en posant 


f 





^ ^ J p ^ dy dy ^ dz dz 


du dv du dv du dv 



kàv/ 




uons ] 'identité 



EG — F 2 = A 2 +B 2 -f C 2 . 


002 
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508. La distance S du point (a-\-du, v 
gent en (m, p) est 


A Ax -h B Ay 





V 



B 2 



Pour déterminer sa valeur princi 
As par leurs 



rem 



A 


rte 



i 


2 


• * * 


Les termes du premier ordre se détruisent 


2Ô 


Ad 2 


x 



B d % y 



Gd 2 


z 


D'ailleurs 



x 


d 2 x 
du 2 


du 1 



à*x , 7 
2 - — du av 
ou ov 



x 



dv 


Donc 


(9) 


20 


R du % -+- 2 S du dv 



Tdv 2 , 


r 

en posant pour abréger 


au plan tan- 



ns A#, Ay, 




» 



(10) 


509. S 


R 


S 


T 


A- 


d-x 


du 1 



V/A 


A 


d 2 x 


du dv 


B 


da 2 



C 


d*z 
du % 



B 



G 2 



B 


d 2 y 

du dv 



C 




B 


2 


C 2 


d 2 s 
d« de 

9 


A 


d 2 £* 



B- 


d 2 y 



C 


de 2 


2 



B 



G 


2 



d 



auicm nés par une relation donnée, ou, ce qui revient au 
même, soient des fonctions données d'un troisième para- 
mètre t; x, y, z deviendront des fonctions de et, 

7 5 
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ce paramètre varie, le point y, z) décrit une ligne 
située sur la surface proposée. 
Pour déterminer la tangente à cette ligne, son plan oscu- 
teur, etc., il faudra connaître les dérivées x\ x 


* > 


y, y, . . z f y z fi \ . . . qui figurent dans les formules de la 
théorie des courbes gauches. Mais ces dérivées s'obtiennent 
immédiatement; soient en effet u!, u u , 
dérivées successives de u et de £? ; nous aurons 


tf 


les 


». * 


■ 


■ 

, dx , 

X = *r — U 


du 



dx 


x 


if 


d 2 x 
du 2 


u 


/2 



2 


d 2 x 
du dv 


u 1 v ! 



d 2 x 
dv 2 


/2 


dx 
du 


u 



dx 
dv 


v 


y 


Les quantités x 1 \ y\ z f ainsi déterminées sont les para- 
mètres directeurs de la tangente àL. Substituées dans l'équa- 
tion du plan tangent, elles y satisfont identiquement. Donc 
le plan tangent au point (u y v) est le lieu des tangentes 
aux courbes tracées sur la surface et passant par ce point. 
Les rapports mutuels de .r', y\ z f dépendent du rap- 

A chaque valeur de ce rapport répond une 


du 


tangente déterminée. 


Cherchons les lois qui régissent la courbure des 
lignes qui peuvent être tracées sur la surface à par- 
point P de coordonnées p p 



Soient G l'une de ces courbes, 


M 


de C infiniment voisin de P; Q, R ses projections sur le plan 
tangent et sur la tangente PT; ds l'arc PM. 


5o4 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE IV. 


On aura 


MR 


MQ 


cos QMR 


Soit k la courbure cherchée. La valeur principale de MR 
est connue ; elle est égale à 


-kds*. 

2 


On aura donc 


A ._ lim 3_MR _ K _ i 2MQ 


ira 


ds* cosQMR ds* 


Or, à la limite le plsn PRM devient le plan osculate 
soit 9 l'angle que ce plan forme avec la normale en P ; cos 



tendra vers cos 8. D'autre part i MQ a pour valeur princi- 


pale 



Enfin 


R du? -+- 2 S du dv -h T du* 



ds* = E du 2 -+- 2F du dv 4- G de 2 . 


On a donc la formule 


/j k __ I Rflfa 2 -h 2S(/Mflfo +Tgfo 2 

cos 6 E du 2 4- 2 F dudv + G dv* 


Donc G a la même courbure que la section plane faite dans 
la surface par son plan osculateur. 


Cette courbure est égale à 


K 


cosô 


K _ Rdu*-t- 2$dudv -+-Tdv * 
~ E du* -+- 2 F du dv -+- G dv 2 


désignant la courbure de la section faite par 
par la même tangente et par la normale. 


un 




511. Reste à discuter la manière dont K varie avec la 

â 

direction de la tangente ( caractérisée par le rapport ~ 
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i ^ Si 


(12) 


F 


R 
E 


i I 


S 
F 


T 

G 


K est indépendant de cette [direction. On dira dans ce cas 
que le point P est un ombilic. 

2° Supposons au contraire que K varie avec Il s'annu- 
pour les deux directions asympto tiques définies par 



l'équation 

(i3) 


R du 



2 S du dv 



Tdv 


o. 


Elles seront réelles ou 



deRT-S 2 . Si 

(4) 


suivant le signe 


RT 


S 


o 


elles coïncident et le point P sera dit parabolique. 


512. Cherchons encore les maxima et minima de K. 

expression, étant un quotient de deux formes qua- 





/ 


en du et dç dont celle qui figure en dénominateur 

_ m 

est toujours positive, admet toujours un maximum et un 
minimum réels. Pour déterminer ces courbures principales 

_ 

t les directions correspondantes (directions principales) 


nous aurons (407) à égaler à zéro les dérivées de f 
'où les deux équations 


Xcp, 


(R 
(S 


ÀE) du 
IF) du 



(S 
(T 


IF) dç 

IG) dv 


o 


o. 



dv 


iminant -7- } il vient pour déterminer les courbures prin- 


ipales l'équation du second degré 



(i5) 

Élimi 
les dire 


(R 


XE)(T 



\G) 
X: r 


(S 


XF) 


o. 


définir 



principales l'équation 


■ 

R du -h S dç 


E du 



Ydv 


S du 



Tdç 


F du 



G dç ' 
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qui peut s écrire ainsi 


cm 


i 


E 

R 

dv- 


F 

S. 



T 


du dv du % 


o. 


f ■ 


Les deux directions qu'elle déte 
Elles sont en outre rectangulai 




ont toujours réelles, 
t en effet v\, v 2 les 

dv T 

l pour -t—- Les direc- 
r du 


deux valeurs que donne cette é 
tions correspondantes auront pour paramètres directeurs 


dx 

\ 


du 

dv 

dx 

dx 

du 

dv 


V 


f • 

1' 



V 


21 


du 

dy 

du 





i 




dv 


dz 
du 




! 


■ 

Nous aurons donc à vérifier la relation 


o 


dx 
du 




dx 
du 




E 




Or, en substituant les valeurs de v\ 



"2 •> v\ *i 




l'équation (16) et chassant les dénominateurs, cette relatio 
se réduit à l'identité 


E(SG 


TF) 



F (ET 



) 



G(RF 


ES) 


o. 


i 


513. On nomme ligne de courbure une ligne tracée s 
la surface et telle qu'en chacun de ses points la direction de 
sa tangente coïncide avec une direction principale. 

Pour obtenir une semblable ligne il faut donc trouver une 


dv 


fonction v de u telle que — soit égale à l'une des racines v\, 

v' 2 de l'équation (16). 

Or l'équation différentielle 
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admet une famille de solutions 


V — 


/(w>c) 


dépendant d'une constante arbitraire c, laquelle peut être 


choisie de telle sorte que, pour une valeur initiale donnée 

a 0 , v prenne une valeur p 0 choisie à volonté. 




du 


v 


! 


donne un résultat semblable. 
Il existe donc deux séries de 



courbure. Par 


A M 

ue point (u 0 , v 0 ) passe une ligne de chaque série; ces 


deux lignes se croisent à angle droit. 


M4. Le 


e la tangente en chaque point coïncide avec une des direc- 
lions asymptotiques. Il y en a également deux séries, mais 
peuvent être imaginaires* 



515. 



vis a 



iquons les formules 


carre y r 




édentes à la surface de 
les équations 


x 


U COS V 


u sin v. 


*9 


av 


Les dérivées partielles des coordonnées sont données par 


Je Tabl 


eau suivant : 



d 


à 


x. 


dv 


COS V 


■ 


y- 


u sin v 


sin ç 


u cos v 


d 


du 2 


o 


o 



O 


à 2 


du dv 


f sin v 


dv 


U COS V 


a 


o 


cosv 


o 


o 
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On en déduit successivement 


A 
E 


a sin v y 


B 


a cos^ 


i 


». 


F 


o 


C 
G 




<7 2 


A 2 



B 2 



G 


u 



a 


R 


o 



a 


a 2 



o. 


L'équation des lignes as jmpto tiques se réduit à 


2 CL 


SJu 


9 i ^ 


rfw dv 


o. 






On y satisfait en posant soit u 

■ 

La première supposition donne une série d'hélices, la 

e une série de droites horizontales. 
L'équation des lignes de courbure se 




d'où 


I 0 


— a 


■ o — 

o 

y & 2 4- a 2 


dv- — du dv 

du % 

1 

dv 

i 


o 


du 



a 


2 


V 



u 




u 2 -+- a 



const., 


u 


h y/a* 



u 


sj u 


a 


2 


Ce 


h a 


a Â 


a 


u 



et enfin 



u 



a- 


u 



C 



le double signe correspondant aux deux séries de lignes de 


courbure. 


ol6. On prend souvent x et y comme variables indépen- 


dantes. Il faut alors poser, dans les formul 



précédentes 


■ 


X 
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dx 


v et par suite 


du 

ày 

du 


i 



o 


dv 

ày 

dv 


o 
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d % x 
du 2 

du 2 


Restent les dérivées partielles 


d^x 
du dv 

d*y 
du dv 


dz 


dz 



ày 


'y 


d 2 z 
dx 2 


â 2 z 


d*x 
HP 

dv 2 



d*z 

dp' 
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o 


o. 



on r 




P 


1 


9 


r 


s 


On aura par ces substitutions 


P 


1 + p 


B 

F 


9 


7 


1 


r 



S 


5 


1 



9 


2 



I -h jp 



Les ombilics seront définis par les é 


r 


1 -+- p 


s 


t 


G 
G 


T 


1 -t- q 


2> 


a ligne des points paraboliques par celle-ci 



rt 


s 


1 


1 H- q 


2 


t 




9) 


asymptotiques par 


rdx 2 






-ci 



1 

ions principales par celle-ci, 

i 



[pqt 


(I 



<7 2 )r] <£r dy 


(i + p % )s]dy 


o. 



s courbures principales seront données par l'équa- 


5io 
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tion 


w 


I 


r 



P 




I 


ou, en dé 


(21) 


i 


/ 


s 


~ 



(I 



p ■+■ c l 


p 



1 



G 


ant et posant pour a 



9 \ 



rt 



q*)r 


.2 


t 


P 1 





"2 


o 


ger / 



- 

2 



2 



9 


2 



(i+/> 2 )*]^ 


r 4 


517. Pour mieux étudier la manière dont 

< - * 



surface se 


comporte aux environs d'un de ses points, nous choisirons ce 
point pour origine des coordonnées et la normale à la surface 


pour axe des z. On devra avoir en ce point 


* « 


X 


y 


p 


q 


o. 


Le développement de z par la série de 



or sera donc de 


la forme 


Ct 00 



4a 


1 

2 bœy 



cy 


2 



* * 


On peut d'ailleurs choisir la direction 



axes Ox ) 



telle sorte que b soit nul. Soit 



r I 



2 Z 


a a? 2 -h c/ 2 H- . 


On donne le nom d'indicatrice à la 


conique 


1 — a 00 


2 



cy 


s voisin 


Si l'on coupe la surface par un plan horizontal z 
de l'origine, l'équation de la section sera sensiblement (dans 
le voisinage de l'origine) 


2£ 


ax 



cy 


C'est une courbe semblable à l'indicatrice. 


S 


même 



a une 


de a et de c, imaginaire dans 
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5i i 


i 

cas contraire. La surface est donc tout entière d'un même côté 

• * 

u plan tangent. 
Si a et c sont de signes contraires, les sections sont des 




ours re 




surface traverse donc son 


plan tangent. Celui-ci la coupe suivant une ligne ayant un 
int double à l'origine, puisque aux environs de ce point 
la section peut être assimilée à un couple de droites. 
Enfin, si a ou c est nul, l'indicatrice est formée de deux 

■ * 

* " ■ ! 

droites parallèles (cas particulier du genre parabole). Pour 
voir dans ce cas si la surface traverse ou non son plan tan- 
ent, il faudrait discuter les termes du troisième degré en jk, 
ceux du deuxième pouvant cesser d'être prépondérants si x 


le sont pas du même ordre de grandeur. 


ri 




518. Cherchons l'expression de la courbure K d'une sec- 
tion normale, dont la tangente OT fait l'angle cp avec l'axe 


des x. 


Fig. 20. 




s sur cette ligne un arc infiniment petit OQ; soient ds 
sa longueur; x, y, z les coordonnées du point Q; R sa pro- 
jection sur OT. La courbure cherchée sera la limite du 



# i 


QR 


0 


ds 


r on a 


x 


OR cos<p, 


i 

y 


OR sin cp, 


2Z 


ax 



cy 


* * 


OR (a cos 2 cp -h csin 2 <p) 



■ * « 


or 



même valeur principale que sa corde OQ, 

acer par OR puisque QR est 
1 trouve donc pour la limite 


même 


OQ, O 


5l2 
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CHAPITRE IV. 



(22) 



a cos'cp -+- e sin'cp 


> ■ * 

Si a et c sont de même signe, K conserve donc un sign 


constant. S'ils sont de 



ne contraire, 





ger de 


• * • ■ ■ ■ _ n 

signe. Il s'annule pour les deux directions tangcp 


— I— 




qui donnent les asymptotes de l'indicatrice. 


Si a ou c est nul, ces deux directions se confondent en une 

r 

seule ; K ne change pas de signe, mais il y a une direction où 
il s'annule; le point O est parabolique. 


Si 


1 a 


c, K a la valeur constante a; le point O est un 


ombilic. 


Si a et c sont inégaux, soit 



r exemple a 



c. On peut 


écrire 


K 


a 


(a 


c) sin* q>. 


II 


a son maximum 


71 


a po 


ur 


o et son minimum c pour 


2 


Les directions 



ipales sont donc celles des axes de 


l'indicatrice. 


519. La normale au point y, z) de la surface 


équations 


■ 


■ ce 


Y 


y 


p 


z 


9 


z. 


D 


ux van 



x 


i 


y 



normales à la surface fc 




es indé- 


une congruence. Mais cette congruence présente un ca 
particulier. 



ère 


Pour le reconnaître, 


omment 


OZ 


maies 


O 



distribuent 
t voisines. 


n a 


ax^A- c y* 

m 


2 


P 

9 


ax ~\ 



• • • * 




LA 
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Si donc on su 


* ■# 



x et y i 




t 



s on aura au 


second ordre près 


o 


5 



M 


aœ 


# 

ce qui donnera, pour équations des normales dont il s'agit, 



X 


Y 


y 


z 


£7 



ou 


X 


aZ), 


Y 


7(i 


cZ). 




roite ainsi définie rencontrera OZ si l'on peut satis^ 


faire aux 



ix équations 


aZ) 


o 


cZ) 


o 


■ I * 

Si O n'est ni un ombilic, ni un point parabolique, cela 



se 



de deux manières : 


n posant 


x 


o 


Z 


\ 


2° En posant 


i 


c 


Y 


o 


Z 


a 


Les deux foyers de la congruence situés sur OZ auront 


pour or 



- et — Ils 

c a 


se confondront donc avec les 


v 




mui 


ntres de courbure des sections principales, 
rtent le nom de centres de courbure principaux . 
es normales infiniment voisines de OZ qui la rencontrent 

correspondant à x = o ont pour équations 



au foyer Z 


Q 


o 


Y 


y ( 1 


cZ), 


et sont dans le plan des YZ. Ce plan est donc le plan focal. 



même, au 



Z 


- correspondra comme plan focal 
le plan des XZ ; d'où ce résultat : 

_ 

- 

Les plans focaux sont rectangulaires et se confondent 


avec ceux 




pnnci 



J. 


I * 


33 


Y 



RE PARTIE. 


5i4 

» 

Les plans principaux de la congr 
les plans focaux, et ses points prin 



RE IV. 



se co 



avec 


avec les foyers (501). 


520. Examinons maintenant le cas où O serait 


ab 


ou un point 



Si O est un om 




c, on 




coïncident ; et les normales voisines de 


c. Les deux foye 




eq 



X 


aZ), 



I _ 


viennent toutes la rencontrer au 


2 


o 


Si O 



point 


pour lequel on ait 


i 

— * 

a 


c 


o par exemple, le foyer correspondant sera à l'infini. Les 


OZ 


X 


x(i — aZ), 


Y 


y 


■ 

Celles pour lesquelles # = o seront parallèles à OZ ; donc 
OZ sera une droite singulière dans la congruence des nor- 
maies. 


521. On voit par là qu'un système de droi 


x 


a 



y 


a 


î 



b i 


z 


a 



dépendant de deux paramètres a, (3, n'est pas formé en géné- 


ral de normales à une même surface. Poui 


il faut 


que 


sur 



génératrice 




en 



ainsi 


_ t 


foyers et les points 

principaux se confondent. 

Proposons-nous de trouver directement l'expression de la 
condition pour que les droites de la congruence ci- 
soient normales à une même surface S/ 



ssus 


Posons pour plus de simplicité 


■ 


c 


A, 


\/b"--\- b\ 



C 



b' 1 
u i 


I/ 1 


1 V 


b 


2 


c. 



M 



b 2 


il 



b^ 


b\ 


b\a. 
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Les équations du système deviendront 


p 

et Ton aura identiquement 


c 2 4- H- cjj= i 


et en diliérentiant 


c de c i dc t -\- c 2 dc % % 



Soient Ç, 7j, Ç les coordonnées du point où l'une des droites 
de la coneruence rencontre la surface S : 0 la valeur corres- 

\ j j 

pondante de u ; on aura 


a-hcd, Y) == a, -f- c t 0, Ç = « 2 + c 2 ô, 


Ç, 7j, ^ étant des fonctions des paramètres a, 3. 
Différentiant, on aura 


d\—da -+~ 9 de -h c 


■ » 



+ t* ■ 

Ajoutons ces équations multipliées respectivement par 
Cj c< 9 Cq : il viendra . 


■ 

o = c da -h e { da t + c 2 ofo 2 Ai 


car c, c 2 étant les coefficients directeurs de la normale 
S, et 6/7i ? tff£, ceux d'une tangente à cette 
| + Cfdfy + Co<iÇ sera nul. 






L'équation que nous venons d'obtenir se décompose dans 
deux suivantes : 


c 


c 


da 
da 

da { 
" 1 doc 

da % 
2 doc 

de 

doc 

da 

da x 

m m 

da 2 

de 


o, 


o. 


I 

Dérivons la première par rapport à la seconde par rapport 


5i6 


PREMIÈRE PAUTI 




à a et retranchons ; 9 sera éli 


condition 



et il restera Vé 



tion de 


à 




d 


c 


doc 




c 




o 


* ■ 


ou, en effectuant les calculs et supprimant les termes qui se 



détruisent, 


(23) 




de 

dE doc 


de da 
dix 



o. 


822. La considération de la congruence des normales four- 
nit un nouveau moyen pour déterminer les directions 



cipales et les centres de courbure 
(x, y, z) d'une surface. 

Supposons 
mètres i/ 5 v. 

La normale au point y{z) a pour 



en un 



■ 




au 



■ 

de deux 




X 


X 



A- t y 


Y 


y 



Bt, 


Z 



z 



et la normale en un point voisin aura pour équations 


X 
Y 


OC —\— 


y 





-h ( 

dy -h (B 




■ 

dA ) t x , 
dB)t l} 


Z — z + dz -4-(C.-h^ 



i 


Elles se rencontreront si l'on peut déterminer 2. et t K de 


manière à satis 



aux équations 


x 




At 


z 



Ct 


x 


y 


z 









d 


z 



(A 
(B 

(G 





dA)t u 

dB ) t u 


> ■ 



* 


ou, en réduisant, 


dx 



dAt x 



(*4) . 


dy h- dB t x 

t * 

•H- dC t x 



A ( t[ 
B ( h 


t) 


o 


1 


0 


d. 


+ C(t { — i) 


o. 


* 

Pour que ces équations soient compatibles il faut qu'on 

* 
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ait 


> à 


(25). 


ofa? dk A 


c/B B 


dC C 



o. 


En substituant dans ce déterminant les valeurs 


dx 



du 


du 



dx 
dv 


dv, 


dk 


dA 

du 


du 



dA j 
dv 



• 

obtiendra l'équation entre du el dv qui définit 





ns 



Reste à déterminer le rayon de courbure principal 


• r 


oc ^ 



(Y 



(Z 


*) 


t 




B 2 



G 


Pour cela nous calculerons la valeur de t [ou plutôt celle de t K 
qui en diffère infiniment peu], d'après les équations ( 2 4 ) • 
Pour cela remplaçons ^A, . , . par leurs valeurs. Ces 


équations deviennent 


dx 


du 


dA 
du 



du 4 


dx 
dv 




dv 



dv 



A(t 


0 = o, 


Éliminant du, dv, t { — £, il vient 


(26) 


$00 

dk 

dx 

dA 

du 

-+- -5— ^1 
ou 

dv 

■ 

dv 

• 

ày_ 

dB 

dy 

dB 

du 

H- ~r~ t\ 
du 

■ 

dv 

dv 

dz 

dC 
+ du k 

dz 

dC 

du 

dv 

dv 


t 


1 


A 


t 


B 


• t 


1 


C 


o 


- 


« ... / 

équation du second degré en t y dont les racines divisées par 
y/A 2 H- B 2 + G 2 donneront les rayons de courbure princi- 
paux . 



▼ 1 * 

. Lignes géodésiques. 
si l'on prend, sur l'une d'elles 


Ce 


5 


Q 


ment voisins) l'arc PQ soit le plus court chemin qu on 

?e P et Q. 


O 1 o 



PARTIR. 



normale à la surface. 



IV. 


Le plan oscillateur à une ligne géodésique contient la 



osons en 




et qu'au point P il fît avec la normale un 
le ô. Menons la tangente PT à la ligne géodésique. Soit 


la courbure de la section normale faite par 







» ■ 


ique aura pour co 



ure 


c 


cos# 


Soit Q un point de la géodésique infiniment voisin de P. 
Par ce point et par la normale en P faisons passer un plan. 


La section faite par ce plan 



1 


a suriace a 



tangente PT' infiniment voisin 
cette section normale sera 

K 




point P une 
re K' de 



voisine de 



par suite plus pet 




cos0 


Or l'excès de longueur d'un arc ds de courbure 






à \k 2 ds z ou sensiblement à k 2 

sectio 



1 ? 

r 1 arc 




corde PQ est égal 
Cet excès serait donc moindre 
maie que pour l'arc géodésique ; celui-ci ne serait donc pas 



or- 


minimum comme l'exige. sa 



lit aisément de cette propriété l'équation dif- 


férentielle des lignes géodésiques. 

m 

Considérons en effet, le long d'une de ces lignes, 2, v 


comme 

t a 



nctions 



% % * 


aura pour eqi 


? v > y 7 



la variable indépendante u. Soient 

Le plan osculateur 




X 



x 


Y 


Y Z 


y 


r 


y 


Z 


z 


z 


ir 


Po 


ur qu'il contienne la normale on doit avoir 


t • 


(m 


A B 



y 

y 


C 


z 


Z 


l! 


o 


t 
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'9 


aïs on a 


x 



X 


wm 


du 

d % x 
du 2 



àx . 


d % x 
du dv 


v 



d % x 


v 


m 



âx .. 
dv 7 


« ■ 


* m 


* * 


Substituant dans la relation précédente, on obtient une 


e 




u, v, v', v" 


Cette équation différentielle du second ordre a pour solu- 


tion générale une expression de la forme 


v 


f(ll) C { j Ci) 


contenant deux constantes arbitraires c Kx c 2 - On peut en dis- 
oser pour faire passer la ligne géodésique par deux points 
donnés, ou par un point donné avec une tangente donnée. 


525. Courbure de Ga 


Considérons une portion 


d'une surface S. On peut y distinguer deux faces. Choisis- 
sons arbitrairement l'une d'elles pour lui élever une normale. 


en direction, mais en sens. 


point M 


Flg. 2t. 




Par un point arbitraire O menons une parallèle à cette 
demi-droite. Le point m où elle rencontre une sphère de 
n un, décrite autour du centre O, se nomme Vimage 
hérique du point M. 



/ 
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H IV. 


Si M décrit sur la surface un contour 


+ • 

sur la sphère un contour fer 
rieure au contour c sera par 





décrira 
/• inté- 

tale de 


surface intérieure au contour C. 


O 



G 


R 


même sens; le signe 



àrcourus dans 
s'ils sont parcourus en sens con- 


traire. 


Le rapport des aù'es r et R sera là courbure moyenne de 
là région R. 

Enfin, on appellera courbure de la surface S «m 


imite de la courbure moyenne d'un élém 



petit de cette surface contenant le 

4 




526 




bord 


MP qui se croisent au point M et par d 


C( 


PQ, NQ. Ces 



nés 


c 


Fig. 22. 


* Y 




s 


MNQP 


sible 


MN.PQ 


D'autre part, la normale en N sera contenue (aux infini- 
ment petits près du second ordre) dans le p 



V 

p 


la 


M et par la tangente à MN; car elle passe par le 

ucipale et par le point N, qui tous deux 
même, la normale en P sera dans le 

■ 

M et la tangente à MP; Ce plan 


est perpendiculaire au premier. 
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de grand 





sphériques des arcs MN et MP seront d 
mn, mp qui se coupent à angle dro 
l un rectangle et aura pour aire le pr 
ses côtés mn, mp, qui ne sont autres que les angl 
par la normale en M avec les normales en N et P. 


demme 


mn 


*iMN, 


mp 


£ 2 MP, 


courbures principales au point M. 
> donc ce théorème : 

G d'une surface en un de ses points 


ipales 


527. Pour établir complètement cette proposition, il reste 
utefois à montrer que le résultat subsiste si l'on considère 
r la surface S un élément quarrable R de forme quelconque, 
au lieu de l'élément particulier délimité par des lignes de 

, que nous venons de choisir. 
Pour le faire voir, traçons sur la surface, aux environs du 
point M, un réseau de lignes de courbure 





autres. Ces lignes partage] 
infiniment petits. Ceux qui 


somme 


fron- 
leurs 


^*M^T ^^^^ 

petite, et il en est évidemment de même 


de la somme de leurs courbures totales. 


Quant aux éléments intérieurs, limités par d 


d 


co 



on peut leur 


P 


Soit donc de l'un d'eux; l'élément sphériq 



aura pour valeur princip 


de son aire l'expres- 


sion k { k 2 de, k K , k 


rbures princi 


aire r 


lu rectangle de 
donc donnée p 



prise dans l'intérieur de R. 


< Mt 


ni 
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TRE IV 


Or k {1 k 2 sont les racines de Té 

■ ■ » 

Leur produit est donc égal à 



RT 



EG — F 2 


C'est le quotient de deux fonctions continues de u et de v 
d'ailleurs, le dénominateur étant égal à A 2 + B 2 + G 2 n'est 


jamais nul. Donc k K k% est une fonction continue, et 1' 



pourra poser 


il k* 


c 


P 



et 


p un reste 


c désignant la valeur de k { k 2 au point 

moindre en valeur absolue que e, si les dimensions de l'élé- 
ment R sont assez petites. 

■ 

On aura donc 


r 
R 




■■ne 




- — c 




- • * • , , 1 r - 

Mais le second terme de cette expression tend vers zéro 
avec les dimensions de l'élément R, car son module est 
moindre que 



On a donc bien 


1 * 

li m 


r 
R 


c 


RT — S' 2 




EG 


F 


quelle que soit la forme de l'élément eonsidéré. 


528. Gauss a établi l'identité 




ai 


, qu'on peut 



sèment par des calculs un peu laborieux, mais qui n'offrent 
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4 



F 2 )(RT 



S 2 ) 



dEdG 

dv dv 


q rdG dE 
\_du du 


2 


2 


dF dG 

du dv 

dF dE 

dv du 



m 




F 


dE dG dE dG 


du dv 



r t 



F 2 ) 


dv du 


dG 
d 


\dv) 

dE dF 

dv dv 


d 2 F 


2 


2 


dG dF 

du du 



4 


dF dF 
du dv 


2 


du dv 



d*0 
dit 1 


Cette 



peut 


RT 


moyen 


S 2 , et par 
des seules 


quantités E, F, G et de leurs dérivées parti 


529. Surfaces 


Soient S 


* 

sur lesquelles le ds 2 soit respectivement 


ds 
ds 


E du? h- 2 F du dv + G dv 2 , 


i 


E! du] -+- 2¥{du i dv 1 -h Gsidv\, 


■ 


Établissons entre ces deux surfaces une correspondance 
point par point, en supposant leurs paramètres w, v et u t , v { 
liés par deux relations 


* * 


II 


1 


On en déduit 



î 


du 


du 



do 
dv 


dv, 


dv t 


du dv 


Parla substitution de ces valeurs, ds\ sera transformé en 
une expression de la forme 


ds\ 


£du 2 -\- 2$ du dv -+- Ç dv 


■ 

On dira que S, est applicable sur S si, en choisissant 
convenablement les deux fonctions f, ty, on peut satisfaire 


52^ 


aux trois relations 



PAKTIE. 



IV, 


£ 


E 


F, 


G. 


< « 



ne sera pas possi 



en g 



al« 


530. Si deux surfaces 

p * 

^ V 

1 autre : 



s, 



nt 



sur 


■ ■ 


i° Les deux surfaces S, auront la même courbure a 



points correspondants ; 

2° Les arcs de lignes correspondantes auront même Ion- 
guenr; 


3° Deux régions corr 



tes des deux surfaces auront 


même aire 


5 


4° Deux lignes quelconques tracées sur S se coupent sous 

■ 

le même angle que leurs correspondantes. 


i 


o 


En effet, en prenant les mêmes variables 



antes 




courDure e 




u et v pour les deux surfaces, 

i f 

donné ne dépendra (528) que des fonctions E, F, G et 
leurs dérivées, qui sont par hypothèse les mêmes pour les 
deux surfaces. 

i I * w 

f * 

2° Pour définir une ligne L tracée sur S, on doit établir 
entre Jes paramètres ?z, v une relation 


v 


fu. 


L élément afa de son arc sera 


-il 



2 F/' 



Gf-du, 


V : ' . * 

et, si M 0 , m, sont les valeurs de u aux extrémités de cet arc 

1 


sa longueur sera 


e *0 



a F/ 



G /' 2 . 


P 


our 


obtenir la ligne correspondante L ( il faudra établir 


entre u et v la même relation; E, F, G n'étant pas 
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1 


par hypothèse, le d<r restera le même et devra être intégré 
entre les mêmes limites u 0 et u { . 
3° L'élément de l'aire dans les deux surfaces a aussi la 




F* du d\\ 


et devra être intégré dans le même domaine s'il s'agit de 
régions correspondantes. Les aires obtenues seront donc 



, une courbe définie sur la surface S par l'équa- 
fa a pour coefficients directeurs de sa tangente 



dx 
dv 


J ? 


du 



ày 

dv 


dz 
du 



dz 
dv 


econde courbe, définie par l'équation ç =f i u 1 aura 
les coefficients directeurs 


dx 
du 



dx 


A, 


dv 

m * 

du 



ày 

dv 


dz 
du 



dv 


A 


* 

w 

L'angle V de ces deux droites sera donné par la formule 


eosV 


dx 
du 




ùx 
du 






t 




dv J{ ) 


2 


E 



f (/+/;> + GfA 



2 Vf 



G/' 2 v/E 





2 


1 


ression qui ne dépend que des rapports mutuels de E, 



* * 



31 



rcho 


ns 


i 




bi 


r courbure doit être nulle, comme celle du plan lui- 
. Or, si l'on prend x, y comme variables indépen- 
ntes, -l'expression générale trouvée plus haut pour cette 



- 


« 
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cour 


bure 


RT 


S 2 


EG 


F 


se réduit à 


rt 


s 



p 



Donc, s doit satisfaire à l'équation aux dérivées parti 

7 * JL X 



ru 



s 


O. 


Nous avons intégré cette équatio 


caractérise les surfaces développab 



et montré q 


e 



quement 




yace aeveioppabie est 


emontrer 


applicable sur 
merons les coordonnées de ses points en f 



expri- 
de deux 


paramètres particuliers. 


MN 


broussement, M un point q 

• m -m T 


G 


N son point de 


Fig 


23. 



(■ 


Le point M sera défini si l'on donne l'arc ON = <r compté 
sur C à partir de l'origine des arcs, et la longueur NM = / 
du segment à porter sur la génératrice. 

Calculons la distance ds du 


coordonnées 0" 




point M au point voisin M' de 



Par N menons la parallèle Njx à N'M' et menons les 
s NO, M'a, MP perpendiculaires à cette droite. 



1,1 f 


\ 


X 


1 
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On sait que l'angle MNP a pour valeur principale k de, 


k désignant la courbure de G au point N. Ce sera une certaine 



tion de l'arc, telle que <p(<y). 
D'autre part, M'u- est du second ordre par rapport à d<s. 


Donc MM' a la même valeur principale que Mjx. 

Or, 


Mu 


MP -h P^l ; 



-W . Il 

sinMNP apour valeur principale /cp(o") d<r. D'autre 


part, 


Pu 


PN 


Nu 


/cosMNP — N'M'+N'Q 


/(cosMiNP 


0 



N'Q. 



s on a au second ordre près 


cosMNP 


i 


N'Q — da. 


Donc 


P 


U: 


de 


et finalement 


<ft 2 


/ 2 9 2 (<7)d<7 2 




peut 

intrinsèque soit k 




S 


tangente à 


cette courbe menée par le point <7 prenons une longueur /. 


drons un point M< correspondanl à M 
M' correspondra de même un point M\ 




M, . Et la distance M , M 


ds, sera donnée évidem- 


ment par la même formule que nous venons de trouver 


r d$. Les d 




Gett 


em 


rsque, l'arête de rebrovissement 



dégénère en un cône. Dans ce cas, coupons 


le cône par une sph 


so 



0 d 


u cone. 


S 


C la 



M 


détermi 


un ayant pour centre le 
be d'intersection. Un 

i° la Ion- 


cour 


g' 


de la généra trice OM; 2° l'arc <x de la courbe C 


• ■ 


o 

o 
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des arcs et le point JV où C est rencontrée 


<7 



OM. Et l'on verra aisément que la 

4 

Dordonnées /, <r au point voisin M 

■ 

d<7 est donnée par la formule 



point M 



ds 



Pda 




■1 


expression identique à celle du ds 2 d 
coordonnées polaires. 

Fig. 24. 



des 



■ 


• 


\ 


on r 


M. * 

empla- 

cerait la sphère précédente par un plan perpendiculaire aux 


Enfin, si le cône dégénérait en un 



génératrices. En 



pour 



l'arc 'm de cette 


section droite et la longueur l à porter sur la génératrice, 0 


aurait 



2 


da 



dl-, 


expression du ds 2 d'un 




à des coor 



cartésiennes. 


534. Soit une courbe plane située dans le plan des xz et 


ayant pour équation 


u désignant l'abscisse et z l'ordonnée d'un de ses points. 

Si cette courbe tourne autour de l'arc des z et s'élève en 
même temps d'une quantité proportionnelle à l'angle v de 


I • 
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liéliçoïde 



4 



engendrera une s un a ce < 

' ■ > 




X 


U COS V 


y 


a sin v 


7 


fu -i- av. 


D29 



bon 



1 sera 




J ✓ 



iaf du dv 




a 2 ) rf^-,. 




ution sont un cas particulier des pré- 



correspondent à l'hypothèse a 



est a 



sur une sur/ace de rèvo- 



Pour établir cette proposition il nous faut montrer qu'on 

acer u, v par de nouvelles variables « ( , v K qui 
ds 2 donné à la forme 



[iH-<p'*(«i)]rf«î 



u\ dv\. 


■m •* 


» ■ • 

Or, en complétant le carré formé par les deux derniers termes 


de ds 2 , nous le mettrons sous la forme 




af du 
u 2 --h ar 


I 4 


u\r(uy 


«M 


<2 2 




-- 

a? + u 


V 


1 7 



<7 


1 • 


r 

Cette expression devient 


u\ dv\ + ^ è&iî 


i_ 


a 2 ) 


1 


— a' 1 


étant une fonction de u,. Elle aura la forme requise si 



l'on 


la fonction cp par la condition 


d' 


1 9 


'2 


OU 



1 

1 


J - 1. 
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53o. Représentations conformes. - 


s deux 



surfaces S, S < considérées au rT 
l'une sur l'autre, on ne peut satisfaire à la fois aux trois équa- 


tions 



if 



1 



Mais on .peut déterminer les fonctions <p et _'j> qui établissent 
la correspondance de telle sorte qu'on ait 


E 


I 
F 


9 

G 


mi 


Si ces conditions sont satisfaites, la représentation ainsi 
obtenue des points de S 1 par des points de S 






Orme. 


- 



" 4 

s angles, car 

que des 


Une semblable représentation n' 

1 

1 expression donnée pour cosV (530) 
rapports des coefficients E, F, G. 

La recherche des représentations conformes d'une surface 
sur un plan constitue le problème des caries géographiques. 



7 


on en 





■ 


Connaissant une solution de ce pro 
une infinité en la combinant avec les représentations c 
formes d'un plan sur lui-même. 


■ m 

536. La recherche de celles-ci revient à déterminer de 


données m, y satisfaisant à la relation 


X, Y, K 


dX* 




2 


(d 



Cette 




idY)(dX 


idY) 


K(dœ- 



idy){dx 


idy). 


t . 


On y satisfait en posant 


dX 4- i dY 


dX 


i 



(M 
(M 





X -+- Z 




M 


2 


Ni)(dx 
N 2 . 


i dv) 


■ - 
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en cr 



isigae 



On devra donc prendre pour X 4-fi'Y (ou pour X 



On 




a 


7. Posons par exemple 



«Y 


k 


\ 


X 



l 


y 



x l -h / 


i 



e fonction (arbitraire) delà variable complexe x 



iy et 


d'où 


X 



X 


k % x 


2 



X 


X 




k*y 

I - 


X 


2 



5 


£ 4 



la transi 


proques 






ri 






des 


r sur un plan. 



scJatitu.de 0, nous aurons 



r sinô coscp, 


conformes d'une 


ur variables sur la sphère la 


y 


r sïnd sincp, 


On en déduit aisément 



■ — 


r 




sin 2 0 do % ) 


— 


• 2 sin 2 0 



z 


sin 


2 # 


et la 

4Aà 


r cos 



Cette expression deviendra égale à K(cfo? 2 + oîy a ) si Ion 



dx 


d'où 



rf0 


sin 0 



log tang|9, 


K 


r 2 sin*0. 



la projection de . 
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aux méridiens et aux pa 
rallèles aux axes coordonnés 



de 




1 

- 

des droites pa- 


539. On aura une nou 


exemple , 



ou 


C'est la 


X 



Y 




iY 




ny 



on stéréo g r 




tang|0 coscp, 
tang| 9 sin <p. 



ique. 




s 




IX. 




540. Soient, comme au n° 153, x y y, >s et /, u 1 v deux 


systèmes de variables, liées par les relations 


(0 


✓y» 



<D 2 (t,.U, (>), 


Z - 


Supposons que, dans l'intérieur d'un certain domaine E : 
0 les fonctions cp 4 , <p 2 , cp 3 admettent des dérivées partielles 


4 i 1 

* 1 -'m ' ,4$ 

continues ; 2° leur jacobien J n'est pas nul ; 3° à deux points 


i 



(tj Uj v) différents correspondent deux points {x, y, z) dif- 
férents. 

. ' *r * ' * • * 

Lorsque (£, a, ^ ) décrit le domaine E, jk, 5) décrira un 
domaine correspondant E', dans l'intérieur duquel J, 
seront réciproquement des fonctions de y 7 M f telles que 


(2) t 


terminer 



oint de E' 



coordonnées cartésiennes x, y r z, on peut le faire au moyen 


ble 



c 



-Cl 


O 


y> *> et 


le no 


♦ 

■ta 

de coordonnées curvilignes. 

Les points pour lesquels £ a une valeur constante t 0 repré- 
sentent une surface y, = t 0 , que nous appellerons, 
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abrég 


on obti 


- i 

er, la surface t 0 . En faisant va 
-a une famille de surfaces. Le 


u 


#2(^1 /,«) = const., 


v 


<J> 3 (^y, z) — const. 


présenteront deux autres familles de surfaces. 

A ■ 

La valeur principale ds de la distance de deux points 



voisins (t } u f v) et (t 



dt, u 



du 



dv 


(183) 



(3) 


ds 


- ^ » ~ * 

M l dt i -h M 2 t/w 2 H- iYl s dv 2 -H 2N t du dv 


+ 2N 2 rfcû!/+2 N 8 o?£ du, 



M, 


Ni- 



0 • 



La valeur principale de F 



» - 

nt de volume compris 



urfaces t, t-hdt; u y u + du; v + dv est donnée 


autre part (153) par la formule 


■ 


(4) 


dW 


J \ dt du dv. 


541. En chaque point a?, y, « passent une . surface une 

u et une surface *>. Les plans tangents à ces surfaces 



ont respectivement pour équations 


dx 

■ 


(X 


œ) 




(X 


x) 




dy 


(Y 


y) 


(Y 


7) 



(Y~y)4- 


dz 

à 


-) 


o 


(Z 


-) 


O 


o. 


Ils se 


cou 



à angle droit si l'on a 
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ces e 


soient a? ? 



partout à angle droit, et 
tème orthogonal. 
Dans ce cas, tes ex 

■ 

dessus 




un 



e ds* eï èe d¥ } donné** ev- 


5 



Considérons, en efFet, l'élément 

les six surfaces t. t-\-dt\ u, u 









sensiblement à un parallélépipède 



de sa dia 



r » ... j « 

sera donné par la formule (3) 

1» \ * 


Le carré ds 2 


x de ses 



arêtes seront respectivement M t dt 2 , M 2 du 2 , M 9 dv 2 . Mais 



le carré de la diagonale doit être égal à la somme des carrés 
des trois arêtes. 





ds> 


2" 


M* -h M* énê -h M* dv* 


3 


et Ni, N Q , N a seront nuls. 


2) 


3 


D'autre part, le volume du 
duit de ses arêtes ; d'où 1 





j M 2 M; 





Nous allons passer 
coordonnées les plus usités. 



pro 


at en revue les 




de 
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polaires. 



x 


y 


z 


r sinX cosf* ? 
r sin A sin^ r 


r cosX. 


r 

Les variables r, X, pt se nomment 
du point -s). 

Ajoutant les carrés de ces 


a?* -t 



2 


Les surfaces r 
gine pour centre. 





co-nst. sonl do-no des 


_ ■ 


; 




ayant 


l'ori- 



T 
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000 



a 


5 



► ► 


x 



y 


z 


Lang-X. 



faces \ — çonst, sont donc des cônes de révolution 


I 

Les 


utour de l'axe des z 



1 

x 


te I 


tangfx 


t 


* 


| 

i 


* • 


4 

Les surfaces [/. = const. 



don 


l'axe des z. 



systèmes de surfaces 



a 



varier r 


de o à oo. X 



pi de o à 2 n:, 


on o 



ndra tous les points de l'espace, chacun une 




(0 


de. l'axe des z 



éterminé. A l'origine, X 


les 


indé 


terminé.) 


0 


M, 





•-n ■ ■ » 


* * 


# ■ 


sin 2 Acos 2 u -+- cos 2 Acos 2 fX -+- sin'p. 


r 


M 




2 



r 2 cos 2 7iCos 2 p. + r 2 cos 2 Xsin 2 p 



r 2 sin 2 X 


/ 


,2 


M, 





r 2 sin 2 A sin 2 /x 4- r 2 sin 2 X cos 2 f* 


.2 


sin'H 


: i 



■ 


y 


p 


ar 



5 


■ * 




2 -h r 


2 



2 



r 2 sin 2 X épfi 


s, 


dV =i r 2 sin>. rfr c/p-. 




onnées polaires est surtout avantageux 

dans les questions relatives à la sphère ou aux surfaces de 

Il h 

révolution. 


l'ttEMIÈUË PARTI M. 




543. 


droits, on emploie de 

■ 

l aires 


nnées semi-polaires. 





r cosjul, 



z. 


... 


CHAIMTKK IV. 




cylindres 


s semi-no- 

1 




Z 


const. représentent ici des plans parai- 



s au plan des xy ; 




x % +y 2 — r 2 . de révolution aut 




t. des cylindres 


e l'axe des z) 



sur- 



axe. 


Ces 


const., des plans 


00 



ces se cou 



tang u, qui passent par cet 

f 

4 ■ 

et l'on obtiendra 



tous les points de l'espace, une fois chacun, en faisant varier 


r de o à oc, jjl de o à 27u, z de — oo à + oo (sauf po 
des z, où ui est indéterminé). s 



o 


n a ici 


f*- 

Mir= cos 2 û -h sin 2 u — r : 

I l * 

M 2 = 


r 2 sin 2 juL 



r 2 cos 2 ju. 


r 


M, 


: I 


/ 


et, par suite, 


ds- 
dV 


dr % ^ 


i 


dp 



r d / 
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X 


Y 2 


Z 2 


A 




B 



1 


l 



I 


O 


J 



où X est un paramètre variable, form 

i 

faces homofocales du second degré 

Par chaque point y, z de l'espace passent trois surfaces 
du système, dont les paramètres seront les racines de l'équa- 



tion 


> * 


(G) 


x 


A 




y 


4< " 




c 



I 


o, 


Jy, troisième degré en A. 


i 
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Cette équation a ses trois racines réelles, et res- 



ivement comprises entre 


\ et 




B et 


C, entre 


Cet 



oo (en supposant, pour fixer les idées, 


qu 


on 


ait A>B>C\ 


En effet, posons X 


A 



e, e étant une quantité posi- 


tive infiniment petite; le premier membre de l'équation dé- 



fi en 


dra 


x 
s 


0 


y 


2 


~2 


B 


A 




A 



£ 


Le premier terme 


X' 


£ 


est positif et infiniment grand. Il 


l'emportera sur les autres, qui sont finis. Le résultat de la 
substitution sera donc positif. 


Si Ton posait X 
tion deviendrait 


/ 


B 




s, le premier membre de l'équa- 


v 


•2 


— 2 


£ 


+ 


C 


B 


i 


£ 


2 

terme ^— ? qui est négatif et in- 


i, l'emportant sur tous les autres. 


D 


X 


premier memb 



A4 


X 


B 


£• Or, il est évidemment 

7 


continu dans cet intervalle. Donc, il s'annulera entre ces 
limites. 

■ 


On voit, de même, aue X 


B 



e donnera un résultat 



s 


■ * 



G 


e un résultat négatif. Donc, il y a une 


seconde racine réelle dans cet intervalle. 
Enfin, À = — C -h e do 



oc 


un résultat négatif. Donc, il y a une troisième racine réelle 



a 
X 


C 


lorsque A est < — A, A H- À, a + A, b+A etaiitiicgdt. 
la surface représentée par l'équation (16) sera imaginaire. 

Si X>^A et <— B, A + X étant positif et B + 


-t-X, c + > 


B, A 


X, 



H-X négatifs, la surface sera un hyperboloide à deux 



et 



Si X 
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G, ce sera 


ce ser 






l espace se croisent trois sur- 


y à savoir : un hyper 




nappes et un a 



546. Ces surfaces se 


en 





A. -h X ! 



X 2 




2 



■ 


a at 


B 


Y - 



y 2 


B 




9 




C 


1 


•i 


c 


À* 


i 



deux de ces surfaces qui se coupent au 
plans tangents ayant respectivement 



(x,y,z),. Leurs 



A 



x 



■ 


J3 


y 



y 



i 


1, 


G+X 



2 


la condition de 


(7) 


/y* 




sera 


y 







Or cette équation s'obtient i 
l'une de l'autre les deux é 




4 


A 






œ 


•2 



2 


B 




B -4- A 




2 



J 


I 




1 





nons maintenant 


d' 




un point (x, y, z) les trois racines l t , \ 2 , l 3 





fi 




2 


À + 7i t 


OC 


2 


A 



X 


2 
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A 






B 



n 


y 


2 


B 4r X* 






V 



-2 


G 



X 


1 


5 


G + > 
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T 


I 


I 




Des deux premières, on déduit, par 


C + À 
A + 1 



r 


en 



G 




OC 




et sn 


A 


G 



Ai ) ( A 



X 2 ) 



c 



6 



X 



(B 


B 


C +X, 

B 




G 



A, (B 



\ 


de 


* 2 


1 


ur commun a 2 



^2) 


7 


■ 



j de même, 


(A 


A 


G 



Ai)(A+X 3 ) 


2 



B 



(B + X,)(B 



m 


y 


1. 



iminons v a , il viendra 


A 


G /B 



X 


A h- X, V A -h X 


B 



A 




x 


X 


X 


2 


ou, en 



et 



(A 



B) 



/y* 


2 



XiXAH-X^lA-hXj) 


(A 



X, 



+ X 2 ) (A 


1 




B)(A 


G) 



X 3 ) 



, de même, 


y 


^ 2 


(B 



Xt)(B 




X 2 )(B 




(C + XO(G + X 2 )(C 


A) (G 


B) 


X 3 ) 



X 3 ) 
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Les 



val 


dont 




2? 



trièdre des 



positives. 



< * ». I I 

. Pour calculer l'élément de Tare ds en 

* 



2? '^37 


les 


quations 




d'où 



2 


2 


2 


dy 

y 

dz 


z 


A 




B 



Ai 


* ■ 




ues des deux mem- 



II viendra 


dl 




À 


dl 



B 



À 


dl 


2 

■ ! ■ 


c 


dl 



3 


A 



- y 


dl 


B 


A 


3 



C 



A 



+ 


+ 


1 ~2 


4 * 



A 



1 


(A 


■\dl 


(A. 


(A 


Les autres termes 
et de ses analogues. 


j 

0 


A 



rfA.- 


2 


B 



A 



G 




A,) 2 



(B 


X 



(B 


3? 



h) 



(B 




3 


A 



A 


dA 


B -+-. A 

«a, 

* 


G 



A 


V 


2 



2 


y 



X 2 ) 





A 3 ) 





(G 



Àa) 2 J 




uiront en vertu de l'é 



549. Reste à calculer la 


i 

4 


* f 


( A. 4- li) 


et ses analogues. 


somme 


r ■ 



(B 



( G + Aj ) 2 j 
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ant les valeurs de x x ,y 2 , z 2 , cette somme devient 


i 



(A 



*i)(A 



h) 



(A 


C)(A 



) 



(B h- Xg) (B 



(B 


A)(B 


G.) (B + Xj) 



(G 



X S )(G 



^3 ) 


(G 


A)(C 


B)(C 




est égale a 


i 


x 3 ) 


4 (A 



X,)(B 



Xi)(C 



Ai) 


* - 

On peut le vérifier immédiatement en appliquant à cette 


ern 



expression, considérée comme fraction rationnelle 
enX ( , la règle connue pour la décomposition en fractions 


s 



es. 


Donc, en désignant par M 1 cette fraction et par M 2 , M 3 


deux fractions analogues qu'on obtiendrait en permutant cir- 
irement X ( , X 3 , on aura 




ds- 


Mi d\\ -h M 2 dl\ + M 3 cTk\ , 


dV = s/M t M 2 M 3 dl x d\ % dl z . 
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S 



const. 


-s) = const., s) — const., 

/v»e/i£ un système orthogonal, elles se coupent mutuel- 



ment suivant leurs lignes de courbure. 


fac 


if t -— * ■ 

Soient F (ar, y, z) 


* 

O, JK, *} 


o deux sur- 



II quelconques prises dans les deux premiers systèmes, 
nons pour origine des coordonnées un point quelconque 

de leur intersection; pour plans coordonnés les plans tan- 

o clu 




à ces surfaces et à la surface W{0ljf 
système qui les croise en ce point. 




Le plan des xy étant tangent à la surface F — on aura, 

i 


pour x 


o, z 


- o 


\ 



2 
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On aura, d'ailleurs, ^ 

■ 

singulier sur la surface F 


^o, sino 




origine serait un point 
èse queoious excluons. 


Le plan àesyz étant tangent à la surface 



C), on aura 


de même, pour x 



mai s 



z 


o 


d$ 


o 


i 

7 


dz 


d<5> 



> 
< 


o 


o 


Enfin le plan des zx étant tangent à la surface W 


on aura, toujours pour x 



y 

dW 


O 




o 



o. 


Gela 


P 




trois systèmes étant 


identiquement 


dF_ d$ 

dx dx 


dW 








dy dy 

dW 




dz dz 


à® 


o 


dx 







dW dF 

dx dx 



dF 





dz 


dz dz 



ii mi ri 


o. 


Pren 


ons 


la 




ky ; il viendra 


la p 


remiere e 



t 


d'F d<S> 








dx dx â) 
d*® 


à y ' 2 



<? 2 >F <J£> 


dy* 





d*F 


c 2 , 



on aura 


par 



d z dy à 



o. 


nnees 



A l'origine des coordo 
nt, cette équation se réduit à 


ou 







3 



s; an- 


d 2 F 

4 


d<S> 


dF d*® 


/*ni , ■ . , -■ - | _ 

dxvy d x dz dz dy 


o. 


r 
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5/|3 




v 


Ff f* 




ême la dérivée de la deuxième équation par 
e de la troisième par rapport à .x, et faisant 
'im o, on trouvera les deux équations ana- 


d® d-W 


dy àz dy 




dx dz 


o 


d 2 W dF 


dW à* F 


dz dx dz 



dy dy dx 


o. 



s trois équations, linéaires 


d*F 


et homogènes en -r — — , 

0 dx dy 


— - ? - — r-> montrent que ces quantités s'annulent, car Je 

y 0% ôzôx * * 

. ■ A , . , f , , ! , dF dd> àW 

minant de ces équations, étant égal a 2 -r — > 

? 0 dz àx dy 




> 
< 


0. 


On aura donc, à l'origine des coordonnées, non seulement 



c 


o 


dF 

dx 


o 


dF 

ày 


d-F 


o, mais encore 


dx dy 


o . 



oient, pour abréger, A, B, C, ... les valeurs 


e 


dF 1 <^F 1 d^F 

1 2 dy 2 



à 


2 



pour l'origine. La série de Mac- 


aurin donnera 


o 


F 


c 


\z 



Bx 





• 1 


d'où 


B 


9 

x- 


G 
A 


y 



• * • 



e développement ne contenant pas de terme en xy, les 
plans coordonnés seront les sections principales de la sur- 
face F — c. Donc, l'axe des y, qui est tangent à l'intersec- 


n d 


es 



surfaces 1 H 


ï 


c ( , sera en même temps 



gent à l'une des sections principales. 
Mais l'origine est un point quelconque de 1 intersection 
des deux surfaces F — c et * — c, ; cette courbe sera donc 
geiite en chaque point à l'une des sections principales, ce 
qui est l'une des propriétés caractéristiques de la ligne de 
courbure. 


I 

r 
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Les lignes 
sont ses intersections avec 




•e d'une qua- 





Car les ellipsoïdes et les hyper 



x a la 




forment un s 




■ 



» Il 


/ - 


-I 


f ■ 
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1 % 


et* « 



CHAPITRE 


COURBES PLANES ALGÉBRIQUES 


I. 


Coordonnées homogènes 


! 


I 

552. Considérons un plan dont les points soient caracté- 
'-és par deux coordonnées cartésiennes X, Y. Si nous su p- 

■ 

osons que Tune des deux coordonnées X, Y, ou toutes 
deux à la fois, croissent indéfiniment, de telle sorte que l'un 

Y X ' 

au moins des deux rapports — > ^ tende vers une limite finie 

et déterminée, nous conviendrons de dire que le point (X,Y) 
end vers un point déterminé, défini par cette limite, lequel 


oint est situé à l'infini, et sera regardé comme appartenant 




(0 


x 


x 

z 


Y 


z 


x 




étant trois nouvelles variables, assujetties à la condi- 
rester finies et de ne pas s'annuler à la fois. A chaque 
point du plan (complété par l'adjonction des points à l'in- 
fini) correspond un système de valeurs déterminé pour les 



orts mutuels de x, y, s, et réciproquement 


* / 


J I 


Y) 


quation d'une courbe d'ord 


plaçant X, Y par leurs valeurs ( 1 ) et chassant les dénomma 

M 


d 


\ ! J 


' 1 


o —z n F 



/( 


fi 


un 



ho 


u "1 - 
i + 1» 


j. 


1. 


-■ 


5 


5^6 


PREMIÈRE PARTIE. 



V. 


1 

En particulier, une ligne droite sera re 
tion générale du premier degré 


,ux -+- vy 



wz 



ar l'éqùa 


o. 




i sont 




uatio 



■ 


z 



qui est un cas particulier de celle-là. Le lieu de 
peut donc être assimilé à une droite. 



Posons 


x 


y 


m 


X£ -h 

1 

V 



jj.' Y] + v't, 






I, r,, Ç, S, H étant 

* * i " 

Constantes dont le déterminant 
M, N, . . . les mineurs de D ; ces é 
port à ç, t a , donneront 



s, et a, ix 


5 


ne soit pas 


5 t 

nul. 




ons 




Y] 


• 1 


La? -+- L r - 


D 

9 

Mic + M'y 


D 


■ 

' N x -t N'jk 



D 


i 


et X, Y seront liés à S, H par 



r 



X 


(4) 


L5v 





fA" H -4 

L'Y 


v 


Y 




V 


À" 



pi" H 



v 



1/ 


NX 



N'Y 



N" 




Ces équations, qui < 



— 


sans ambiguïté les rapport 
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J 


mu 




, ri, Ç, en fonction de ceux de x ) y, z et récipro- 



vent être interprétées de deux manières : 


bonsidérer x y y, z et ç, y^, Ç comme deux 
de coordonnées différents représentant un même 
point. Dans ce cas, \ représente, à un facteur constant près, 
a distance de ce point à la droite 


0 = £ 


Lût 



h' 


y 



(LX 



L'Y 



et de même pour yj et Le point est ainsi caractérisé par 



« f 




rts de ses distances aux trois droites £ 


O, T\ 


O 


5 


Ç= o. Ces droites forment un triangle qu'on nomme triangle 
de référence ; £, yj, Ç seront des coordonnées trilinéaires. 



hef 


* 

o, rapportée à ces nouvelles coordonnées, 


aura pour équation 


. . . ) 


o 


dont le premier membre est encore homogène et de degré n. 

2° Considérons au contraire f, y\, Ç comme des coordon- 

nées de même nature que x y y 1 z. À chaque point (X, y, z), 
1 



es équations (a) feront correspondre un autre point (£, 7), || 

différent, et qu'on nomme son transformé 
homo graphique* La courbe f(x^y y z) = o aura pour trans- 

_ 

la courbe 

fÇkl + jxrj h- vÇ, . . . , . . .) 



o. 


En particulier, la droite à l'infini z = o aura pour trans- 



ie la droite 



a droite 



n 

[X Y) 



o 



N'y 



Wz 


o 


aura pour transformée la droite à l'infini Ç 



o. 



ainsi 


d 



oit (X, Y) un point du plan, situé à distance finie, 
e son transformé homographique (S, H) ; on aura, 



ès cette hypothèse, 


l" 




v" ? o, 


NX 



N'Y 



N 


// > 
< 
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PREMIÈRE 


Soient (X| , Yj ) et 

ues infiniment 






eux points 

de .-(X, Y); (E„ H,) 

AS, ,H, +AH 4 ) leurs transformés ; l'écart I AX< |-h 
des deux premiers points sera du même ordre de grandeur 




l'écart AS 


On a, en e 



AH 


I 


de leurs transfor 





AX, 


IL 

X ff (, 
P A 


i 



A 



) 



H 




) 



V 


♦ 





A 


Q AH,, 


)-h^(H 1 + AH 1 ) + v" 


// 


1 




P et Q tendant vers des limites finies 
tendent vers zéro. On aura donc 



A 


et 



AXi 


< 


PII A 


1 


QMAH, 


< 



1 


|], 


R étant une quantité finie. 

On trouvera, pour | A Y { J, une lim 
port de | AX| 



aio 



AS 


+ AH, 


naiogue. Donc le ra 
ne 





un nombre fixe. Et comme on peut faire le même raisonne- 
ment sur son inverse, on voit que les deux écarts considérés 
sont du même ordre de grandeur. 

Il résulte évidemment de là que, si deux courbes 

F, 



O 


o ont un contact d'ordre m au point (X, 



le urs 


transformées $ 
point (3, H). 
No 


o, 


o aur 


ont le 




au 


us avons admis, dans la démonstration, que 



n 


et (S, H) étaient tous deux à distance finie. Mais le contact 
de deux courbes en un point à l'infini n'a été, jusqu'à pré- 
sent, l'objet d'aucune définition. Nous dirons donc que deux 


courbes ont un contact d'ordre m en 
lo 



e p 


01 


nt 


rsque, ce point étant ramené à distance finie par une trans- 
formation homographique, les courbes transformées ont un 

contact de cet ordre. Cette convention permettra d'énoncer 
le théorème sans restriction. 


■S- * 


o55. Covariants. — Soit 
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un polynôme homogène de degré /i, dont les coefficients 

nstantes indéterminées. Par la transformation 



ie (2), nous obtiendrons un nouveau 



nome 




ffîcients A 


+ . 

des fo 


tions linéaires des a a ^. 

Gela posé, soit P y, z, . ; 
tier et homogène en y } z d 


'«4 

poly 


c 


S 



en 



5 


(5) 


(3) en y, z et pour A a py, . . . leurs valeurs 
)ii a identiquement 

. . A a py, . . . ) = MP ^T, £ , . . . , #a(3-p • ••)■> 


M 



ignant un facteur convenable, on dira que P est un 


covariant de/. Ce sera un invariant si x, y, z n'y figurent 



déterminer la nature du facteur M 


le 


même 



. . a«p Y , . . tant par rapport aux variables x, 
s par rapport aux coefficients a a Sy ^e quotient M 


qu 




sera < 



X 


rationnelle et de la 


laq 



un polynôme entier. 


P 

* 

inverse 


quant 


ansfor 



ente, on reviendrait évidemment à la 

7 



et la condition d'invariance 




) 


•), 


facteur M, 


p 



déduisant de M par le changement de 


h" 
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CHAPITRE V. 


La comparaison des équations 



et 



donne 


i 


MMj 



car les déterminants D, D, so 




ues. 



ailleurs, L, 

L', L", . . D sont des fonctions entières de I r |% v, . ..; donc 


Q,, qui est entier 


L L 

en D'D' 


sera de la forme 



R étant un polynôme entier en \ p-rMy Donc, pour que 

l'on ait QQ 1 = i, il faudra que Q divise D a et, par suite, se 


réduise à une puissance de D. Donc, enfin, 
sance de D, positive ou négative, 



sera u. 




uis- 


Pour déterminer l'exposant /^ considérons la transforma- 
tion particulière r 


(7) 


X 


y — U , 


pour laquelle D 



3 


La fonction/ étant de degré /i, cette substitution multi- 
pliera tous les coefficients par X". On aura donc, si P est 

* * r 

degré m par rapport aux variables et de degré p par r 
aux coefficients, 



P (s>i "fl > Ci ■ * * ? %> oc [3 y ? ■ • ) 


p 



y z 


• m 


t * 



et, par suite, 



1 


■•) 


m H- np 


Ce 


n 


en conclure l'impossibilité de l'existence 
de l'espèce supposée. 


la 



1 1 
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■ « 


a un 


- * 


forme 


minant i 



Faisons, en effet, la transformation parti 



P 



éq 


déter 




m, 


y 


z 




ANES ALGÉBRIQUES. 


r 



1 


5 


on aura 



ou, en dévelo 
petit s, 



et négligeant le carré 


nfi 



1 


ÇY 



dans la seconde somme 

» « 

a à la première : il viei 



/(S 



■ 

Ç) = 2[a a p T 4- e(a 4- i)a a +i,p 


et, par s 



5 


E ( a 



■ 


* 


o). 


Cela posé, l'équation (5) 


ce cas particu- 


lier, a 


■ • \ • 


P(a? 


P ( > y > s > • • ■ > ^a^y > • • • ) 


ou, en développant suivant les puissances 
encore son carré et supprimant le facteur e, 


e, négligeant 


IÉ 

.7 


<?P 



dx 



2(a 


i)a 0 


dP 



Py 


o, 


■ 

la sommation s'étendant à toutes les 



urs des indices 


ur lesquelles a -+- p + y = n et p > o. 

permutant les variables x, y, z et en même temps les 

"à 

5S a 




y, on obtiendra cinq autres équations ana- 
ogues, exprimant que la condition de covariance est satis- 
faite pour chacune des substitutions particulières 



x — £ H- 



tte 


■ 

y 

*^ — - 

♦ * 

■ 

y 



y 

m 



y 


Y), 

■o 



4- £? 


C: 
I 
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Réciproquement, tout polynôme homogène qui satisfait à ce 


système d'équations différentielles estuncovarîant. En effet, 


en vertu de l'homogénéité, il satisfait à la condition de co- 
variance pour la substitution (7), et l'on peut s'assurer aisé- 
ment que toute substitution homographique s'obtient par la 


combinaison de substitutions successives des espèces 



(8), (9)- 


V 


557. Pour mettre en Jumière 1 importance de la notion des 


covariants, nous remarquerons qu une proprie 



de la courbe 


1 • 



(Y 


est généralement caractérisée par une ou plusieurs relations 


entre ses coefficients. 

+ 

, * — • « » * 7" 

Admettons qu'une certaine propriété soit représentée par 
un système d'équations. 


t 


les c étant les coefficients d'un cp variant P. Cette propriété 


sera commune a toutes les transformées 





ifl 

Soit, en effet, 



l'une 
thèse, 


on a identiquement, par hjpo- 


0 = P(#, 7, s, , . ., a a p y , . . .) = P(X£ -h fXYj- H- vÇ, . . ., «aâv, • • )î 


i - 


* ■# 


et, en vertu de l'équation (6), on aur 



même 


ment 


I, YJ, t, , A tt py, . . .) = O. 


* ■ 


ansfor 


projectiles. O 



métriques celles qui sont au contraire altérées par 
îsfonnation homographique. 



N 


ous ai 



COURBES PLAINES ALGÉBRIQUES. 

s passer en revue quelques-uns des covariants 


les plus siiïi 



s. 


j r 


* 




. Discriminant. — Il est généralement impossible de 
déterminer les rapports de x,y, z de manière à satisfaire 



aux trois équations 


df 

dx 


o 


àf 

ày 


o 


dz 


o. 


L'élimination de ces rapports donnera, en effet, une équa- 


tion de condition 


A 


o. 


m 

Le polynôme A se nomme le discriminant de /. C'est un 
invariant. Soit, en effet, 


(ro) 


m 




• • • ? • • • ) 


u 



/: 


son discri- 


minant. La condition nécessaire et suffisante pour qu'on 


Puisse annuler simultanément 


dy dcp 



sera 


o. 


Mais, si nous prenons les dérivées partielles de l'équa- 

1 ■ * 


àf 
dx 




dz 


00 


^ dx 



fàf 



4r 


v 


dx 




d v 


4 4 



i donc on peut annuler à la fois -i 


JC 


dy dz 


, on pourra 



uler à la fois^, % % et réciproquement. Donc les 


d\ &r\ dK 

— o et A< = o sont équivalentes, et A, A, 


quations 



ne peuvent di 
ficients de f. 



PARTIE, 




ar un 



CHAPITRE V, 


indépendant des coef- 

i 



Hessien. — On appel 



4 

de / le déterminant 


H 


à'f 



à'f 
dx dy dx d 


*9 


à'f 


à'f 


dy dx 
ôz dx 


à'f 



o 


dy dz 


à'f 



à'f 


" r 



Ce n'est autre 



ose 


que le 


àf àf „ 



o ex 



comme 


idition 


dx dy dz 


pour q 



Soit H, le hessien de <p ; H, =o sera la conditio 

qu'il existe une relation linéaire entre les différend 

êf dy dcp 
d'%' dr} 9 



dK 



es permettent 


d'exprimer linéairement ces différentielles par celles de 

àf' 



dx 


quement 


mieres, et 


sont 



réciproquement. Les éq 


o, H< 


pre 



o 


c^uivaicuies ec ne peuvent aiîterer que pî 
facteur indépendant des coefficients. 
Le hessien est donc un covariant. 



• Polaires. 


de variables, 
phique 



(J2) 


OC 


X 


i 


Soient x, y, z et x\ y\ z 1 
à une même substitution 



H' 




7 U.Y] 





• • • 


séries 


ogra- 
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On aura évi 





x 



m 





posé, soit /O, y, z) un polynôme qui, par la substi- 
tion ci-dessus, se change en 




b I 

5') se changera évidemment en 




Développant les deux membres de l'égalité 



X 


f 



y 


Z 


+ z 1 ) 





série 





iendra 


- 


/+ 



dx 


f 


à 


ày 



z 


1 



dx 



y 


r 


d 

ày 



Z 


d 




I . 2 


/+ 


w 

I 



V 


d 


d 


â 


dn 


+ 




dt 


1 


d 


K 1 


d 


dt 


-<P4 


1 .2 


e 

x 



hé qui deviendra identique si l'on y remplace x, y 
',y, jb' par leurs valeurs (12). En ég 
termes d'un même degré m par ra 




1 z i 
les 



"1 


Ç', il viendra 



4r 




tn 




o 1 


^1 \ W 



^^7 


+-7 


/ 


4/ 



z 


1 


dz 


f 


est un covariant de /, pourvu que /, *' J soient soumis 

A l„ ™ a . * f «fr^r. knrnnoranhiaue que #,y 5 z ' 


transformation homographique que x, f 
Ce covariant se nomme la m ième polaire de /par 




au point /, V). 


* * . 




561- Points sim 


PARTIE. 





/(>>/>*) 


o 




Soit 


^ ■ ■ 

l'éauation en c 


■ 



onnées tnlméaires d'une courbe d'or 




n ; et soit jk, un 
multiplicité. 

Une droite menée par ce point e 

* 

traire (a, 6, c) est évidemment re 


00 



y 

r 


a 
b 


c 


ou par le système équivalent 




e 


ons son ordre de 



r un 



o 


I m* 


m. 


r 



y 


! 


z 


OC ù 


zt 



as 


y t -k bs } 


es 


x \ y f i z * étant les coordonnées 



me 




t s deux para- 
le rapport caractérise les points de la droite* 

* * * 

pour les points d'intersection 


eurs de ce ra 


de la droite avec la courbe, seront 





iation 


a I 


o 


as, yt .-+- bs, zt-h es) 



t 


n — 1 


si a 


àf 




b 






4- 


in çt)i 


d 


I . 2 


a 


m * 


m 




b 


â 




c 


â 


v 


/ 



s a 


la foi 


is ? on n aura, en 


■ 

o.oy d/ d/ 

^àï'dï'dï™ sont P as nul 

gênerai, qu une racine nulle ; le point sera simple. 

La racine nulle sera double si a, 6, c sont déterminés de 
telle sorte qu'on ait 


t' 1 - 1 s 


a 


àf 
dx 



ày 




o. 






-Substituons, dans cette équation, les valeurs de as, b$, es 
tirées des formules (i3) et remarquons que Ton a, d'après 

opriété connue des fonctions homogènes, 




àf 




y 


ày 



Z 


dz 


o; 


l 


il viendra, 



* ■ 



■ ■ 

de la tangente, 


f 



dx 



y dy 


• 1 


âz 


o. 


- 1 


Supposons, au contraire, crue f et toutes ses dérivées 


successives, jusqu'à Tordre m — i inclusivement, s'annulent. 
L'équation (i4) aura m racines nulles et le point (x, y, z) 
sera multiple d'ordre m. 

On aura plus de m racines nulles si a, 6, c sont choisis de 
telle sorte qu'on ait 


s 


m 


d 


dx 


+- b 


à 


à y 


f- c 


d_ 

dz 


m 

f 


O. 



équation, jointe aux équations (i3), caractérise les 


tangentes au point multiple. Il est aisé d'éliminer les quan- 
tités auxiliaires a, 6, Nous venons de voir en effet que, 
/étant homogène et s'annulant au point y, z), on a 


si a 


àf 

dx 



b 


àf 

ày 



c 



X 


àf 

dx 



y 


àf 




Z 


Ê. 

ày 


Cett 


omo 


z et 



— - — ■ h — — — ^ _j 

annulant au point œ, y, z, on aura, par la répétition 

M. m 


a même opération 


■-'S 2 ( a 


dx 


' * - 


■ 

et enfin 



» 





* * . 


* m 


i 




*7 


6^ 


\ 2 



4 i » 


■ 


S 


m 



dx 



b 


d_ 

ày 



c 



dz 


m 




d 





I 


d_ 

ày 



z 


i 


dz 


m 

f 
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Le faisceau des tangentes cherchées aura donc pour 



ua- 


tion 


m 


x 



dx 



y 



Le 



1 

membre de cette équation est un covariant. 



Pour vérifier qu'il se dé 



ose en un pro 




de facteurs 



nous pourrons supposer qu'on ait pris le 



(x } y, z) pour l'un des sommets du triangle de référence ; o 


aura, dans ce cas particulier, x 


o 


y 


o, et l'équation (i 5) 


se réduira à 


x 


7 


d 




y 



m 

f 


O 


car toutes celles des dérivées d'ordre m où fi g 



lion par rapport à z sont 



Soit, en effet, 

w 


à" 1 / 


dx* dy$ àzi 


l'une d'elles; c'est la dérivée par rapport à z de la déri 



d'ordre m 


/ 


i 


i 


Jaquelle est homogène de degré n — m-\-i et s'annule pour 


x 


y 


o. On aura donc l'identité 


* f 


00 


dl 

dx 


dl 

ày 


+- Z 



dz 


(n 


m 


m 


qui se réduira à 


dl 

dz 


o au 



x 


o. 


G 



les 


562, Points d'inflexion. 

points simples où la tangente a avec la courbe un contact 
d'ordre supérieur au premier. 


y 



qu on choisisse le point (a, b, c) 


quelconque sur la tangente, l'équation ( 1 4) devra adm 
trois racines nulles ; on aura donc non seulement 
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■ 



e 



e 


- 1 a 
2 


dx 



b 


ày 



o 



ière équation devant être une conséquence de 


la précédente, son premier membre, qui est un polynôme 

cond degré en a, b, c, se décomposera en un produit 



le deux facteurs, dont l'un sera précisément 


a 


àj_ 

dx 



b 


ày 



c 


àf 
dz 


La condition pour qu'une décomposition en deux facteurs 
soit possible est, comme on sait, que le déterminant de cette 




ratique 


II 


soit égal à zéro. 


R 


dx*- 

ày dx 
dz dx dz à y 


d x dy 

ày* 


dx àz 

ày 

ày àz 

ày 

àz 2 


quement, si 


H 


o, on aura affaire à un point 


d'inflexion. On pourra, en effet, 


terminer trois nombres 


a 


b. 


q 




* . 

y 


i a 


a 


dy 



a 


ày 


a 


dy dx 

m 


dz dx 


outant ces 


b 


ày 



b 


dx dy 

ày 



b 


ày* 

ày 

- 

dz dy 



c 


ày 

dx dz 

dy 


dy dz 

dy 

àz^ 


o 


o 


o. 


équations respectivement multipliées par 


et 


r n 


i 


tenant compte de l'homogénéité de 





df_ y df 
dx 



dz 


il vi 



ra 


dx 


b 





àf 

ô « 



Le point (a, 6, c) est donc sur 




D'autre part, les mêmes équations, multipliées para, 6,c, 
et ajoutées ensemble, donnent ; 


■ • 




6 


à 




o. 


i + 



■ 

La tangente a donc un 

— 

courbe. - . 

■ 

Les points d'inflexion seront 

» 

de la 


d 


u se 





la 



es po 


cour 


f=o avec sa hessienne H 



d'intersection 
Cette der- 


nière courbe étant d'ordre 3 (n — 2), on aura, en général, 


3 n (n 
Ce 


2) points d'inflexion. 


ticulier où la courbe 



o a des points 






a,, en c 


1 



un 



ces 





o 


àf 

^^^^^^^^^^^ 

àf 


o 



dz 


o 


ou, à cause de l'homogénéité, 

» - 


*> 


f * 


00 


f 




dx dy 



z 


f 


dx dz 


V 


1 


t K. 


OC 


f 


dy dx 


y 


f 



Z 


f , 


^2 


+ 7 


6? 3 


dy.d 
dz>< 


o 


z 


1 


o 


4 

et, comme a?, j, z ne sont pas nuls à la fois, le déterminant 
H de ces équations doit être nul. 

■ a m ■ p ' WT * ■ » ...... * _ 


/ 



ne 



avec un 


Mais ce ne sont pas des points d 


parmi les intersections de / 



définition de ceux-ci, 
de/. 


do 


d'après la 
s simples 
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563. Classe. — On nomme classe d'une courbe / le 

1 ' • \ * 

v des tangentes qu'on peut lui mener par un point 



rbitraire (#_', /, z'). 

- 

oit(#, z) le point de contact d'une de ces tangentes; 



on 



(16) ; f(x,y,z)=o; 


* 


i 


et la tangente en ce point passant par (x\ y 1 z 1 ) 


! 


t,n\ V V V l d f -4- ~' Ô f — c 



ay dz 

deux courbes (16) et (17), de degrés n et — 1, se 
coupent en n(n — 1) points. On a donc, en général, 



4 * 


v = h (M — 1 ) . 


Toutefois, si la courbe f a des points multiples, leurs 


coordonnées satisferont identiquement aux deux équations 
ci-dessus, quels que soient a?', y ! , z f . La droite qui joint un 


de ces points multiples au point arbitraire (x 1 \ y f , z ! ), bien 
que coupant la courbe en deux points coïncidents, n'est 

pas une tangente au sens propre de ce mot. On 
devra donc, dans l'évaluation de la classe, supprimer ces 
solutions étrangères. 




Coordonnées tangentielles. — L'équation générale 
roite est de la forme 


ux -h vy -h vyz — o. 


■ ■ 

Les coefficients u, v, w (ou plutôt leurs rapports) se nom- 
ntles coordonnées tangentielles de la droite. 
Les diverses droites qui passent par un point (a, b, c) 



satisfont à l'équation 


ita 4- vb -4- wc m o, 


qu'on peut considérer comme représentant ce point 


Plus généralement, les droites qui satisfont à une equa- 


J. - 1. 


36 



2 





tiôn homogène et de degré v en u 


F( w ? wp> 



o 


V. 


env 



ent une cour 



dont 




que l équation 



traire (a, b, c), il faudra associer, les deu 



o 


ua + 4- wc •— o. 



précédente est Y équation tangentielle. 

Cette courbe sera de classe v, car, si l'on veut 
her celles de ses tangentes qui passent par un point arbi- 

ations 


Tirant de la seconde- équation la valeur de l'une des incon- 
nues #| m ? pour la substituer dans la première, on aura 


une 



de degré v pour 



le 


deux autres. 



Deux courbes F. 

-, . ■ - - 


o. <ï> 


5 


jxv tangentes communes dont les coordonnées seront 


nies par les équations F 


o 


, <ï> : 


des 


o, des classes et v, auront 



' - - . ■ ' t • ■' t 

o65. On peut distinguer des tangentes simples ou mul- 
tiples, par des considérations 



uées sur celles 

* -- - . r 

ont servi à l'étude dej» points multiples. 

Soient, en effet, F(w, o, w) = o l'équation 
une courbe de classe v ; (w, v, w) l'une de ses 


d' 


Son intersection avec une autre 

- . 

sera représentée par l'équation 




î nous 






b, c) 


II 


F 


! 


u a 


iV c 


ou 


par le système équivalent 


f 


Ut 



as 



Vl -h 


O 


- r i 


î 5 «; 


3 


wt 4- es 


Les valeurs 


de ^ pour les tangentes 


menées de ce point 


a 


■f 


* 
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données par l'équation 


563 


0 


F(ut 



as, vt 


-+- bs y wt 



es) 


= f F(h, v, 



-+■ 


1 


si a 


du 


b 


âF 
dv 



dw ) 




du dv 


dF 

dw 


pas nuls à la fo 


on n aura, en 


qu une racine nulle ; une seule des tangentes me 


d 




dF dF dF\ 

-^y —5 — l de la taneente ( u* v* w). d 


point 



dw ) 


au moins coin 


S 


.dF dF dF 


d 



ordre 


et nous dirons q 


m 


w) est une tangente 



dr< 


au-dessus de m si 6, c satisfont à l'équation 


a 


d_ 
du 



b 


d 


dv 



o 


laquelle 



se décomposera en un produit de m facteurs 
, dont chacun représente un point de contact. 


, 4 

566, Il est aisé de passer de l'équation d'une courbe en 
coordonnées ponctuelles à son équation en coordonnées tan- 



s, et réciproquement 


Soient, en effet, (u, w) les coefficients de la tangente en 


un point (x, y, z) de la courbe f(x, y, z) 


o. Cette droite 


passant par les deux points (a?,/, z ) et {x-k-dx,y+dy, z +dz), 



1 


aura 


ux 




o 


1 


u âx 4- v êy^m ds ==■ o, 


d' 


ou 


u \ v \ w \ \ y dz — z dy \ z dx 


xdz\ x dy 


y dx< 






CHAPITRE V. 


Mais on a d'autre part 


x 


dx 




z 



dz 



5 



■ 

dx 


dx 4 



d'où 







dz 


o 




dx '" dy 9 d 


J wydz 



z dy \ z 



x dz , x d 

» a. 





Donc 


w : ç : w 



• » __ • *^ * 

G^' * cty- " dz 


Eliminant x,y, z entre ces équations et l'é 
on aura l'équation tangentielle cherchée 


F (u, v, w) 


o. 


Réciproquement, soient z) les co 


de contact de la tangente (m, w) avec son en 


O 


n aura 




d'où 



wz 


o 







( 


: 7 : s : : v êm ~ w dv : w du 


Mais, d'autre part 


d'où 


u 


£F 



m àF dïï 
àu " dv * dw 




v 



dv 



dF 



dw 



v : u dv 


vF 




v 


dv 



w dv \ wd 


o 


a 



w dw ; a?p 


Donc 


co 



ES PLANES ALGÉBRIQUES. 




1 


rainant u, vf-w entre ces équations et F = o, on retom- 


bera sur l'équation ponctuelle f(x, y, z) 

a. _ 


O. 


■ 

567. Un polynôme homogène et de degré n 



un terme en x n 1 deux termes en x n ~ K 



T 



indépendants de soit, en tout 


I + 2 



• ..-+- ('n 



( « -f- 1 ) ( n + 2 ) 


2 


termes. 


■ 

On 



donc 


a 


(/l+l)(/i + 2) 


2 


assujettir ses coefficients' à satisfaire 

# * - < 

r 

i relations linéaires et homogènes, qui 

■ 

détermineront leurs rapports. Le polynôme sera ainsi déter- 

■ 

miné à un facteur constant près. Toutefois, si le déterminant 

* . 

des équations de condition est nul, il restera plusieurs coef- 
ficients indéterminés. 

On obtient une relation de l'espèce considérée en assujet- 



ant la courbe f 


o 


a passer par un 



donné 


X*j ^i). Pour exprimer que le point est multiple 
d'ordre m, on devrait écrire — conditions de même 



ature, exprimant que les dérivées partielles d'ordre m 




s'annulent toutes en ce point. 
Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, car / et ses dé- 
partielles d'ordre moindre s'annuleront aussi. Soit, 

1 



en effet, I l'une quelconque des dérivées d'ordre m 
aura, d'après le théorème des fonctions homogènes, 


2 ; on 


( n 


m -h 2 ) I — oc 


i 


àl àl 


doc 


î 


i 


il 


o 


puisque les dérivées d'ordre m — t qui figurent dans le 

■ * 

membre sont toutes nulles, par hypothèse. 




es dérivées d'ordre m 


i 


étant toutes nulles, celles 


d'ordre m — 3 le seront aussi, et ainsi de suite, jusqu'à 

m V 



» 



PREMIÈRE PARTIE. 



. : 


Nous obtenons donc la proposition suivant 



; 


On peut toujours déterminer, et en général d'une 



manière 


une courbe d'ordre n 



par 


(n 



i) {n 



2) 


2 


1 points 



es. 


Cet énoncé subsistera, si Von 

m ( m --+- 1 ) 



ace 







es par 



d'avoir un 


point multiple d 




do 




m 

Si le nombre des points donnés était 


( n 


i)(n 



2) 


2 


2 


seulement, les coefficients seraient déterminés en fonction 

» t • • 

linéaire de deux d'entre eux, c, et ? qui resteraient arbitraires, 

et l'équation de la courbe cherchée serait d 



c\\ 


Ci M, 


o 


Mi étant des polynômes déterminés, d'or 



n. 




c 


sant varier le rapport — on obtiendra 

c 



faisceau de courbes; 



le 


points d intersection de M avec M 4 . 


ïystèm 


(n 



i)(n 


2) 


2 


♦ - 

I,* 

points arbitrairement pris dans le pla 


2 



( 71 



1) (w 



2) 


2 



■ 

2 points tels q 


toute courbé d'ordre n qui passe par les premier 
passe aussi par les autres. 



568 



ations qui précèdent 
imite supérieure du nomb 



d'ob 


multiples que peut présenter une courbe do 
f=o. 



d'ordre 


ri 

/ne soit pas décom 


oduit de facteurs rationnels. Soient p K ,p 


• • * 


1 


* 


y * 


COURBES PLANES 




les p 
chacun des n 


multiples, pi 4 , |A 2 , ... leurs ordres de multiplicité : 



s 


i) 


2 


sera au moins égal à i . 


« • 


La somme V 


0 


2 


i étendue à tous les points mul- 


t 



s, ne pourra sui'passer 


'(n 


i){n 


2) 


2 



■ -m 

osons, en effet, qu'elle surpasse ce nombre. 



Parmi les points multiples, choisissons-en un certain 
mbre en nombre strictement nécessaire pour 



je la somme 



i) 


2 


soit plus grande que 


i) (n 


2) 


1 


■ 

Deux cas seront à distinguer ici : 


i° Si S*5 


n ( n + i 



d'ord 


re /i 


admettant les points p». ...,/?* comme 


d 


ar 



i) 


i 


5 • • • ? 


i, et passant en outre 


2 


I 


S/é points choisis arbitrairement sur f 


* * - . ' , i * 

car cet ensemble de conditions donne bien les 

_ 


n(n 



i) 


i 


2 


mo 


jetlir les coefficients de op. 





nombre N des points d'intersection de / 



'f 


que nous le démo 



d 


ces de 


urbes sont respectivement 



pour piv intersections, 
correspondantes aux points m 


Le nombre des intersections 



i*i ( m 


0 


2 S/f. 



PREMIÈRE PARTIE. 



o 


n aura 




> 


2S 



n(n 



o 


-** 


P \ 


2 


1 


S 


k 


w 

- a n(n -f- 1) 


I 


2 



0(» 


2) 




0 


2 


1 



/*( n 


0. 


Ce résultat est absurde, car deux courbes de de 
ne peuvent avoir plus de n(n 


poin 



si 



commune 




1 


courbe /étant indécomposable, par hypothè 
2 0 Supposons, au contraire, S* 


pas 




fiin 


0 


2 

plus grand entier tel que l'on ait encore 


1 


Soit p 1 


■ . 


k — 1 



Pi ( 


0 


2 


p(p 


1 ) zz 11 ( n + 1 


2 


< 


2 



1 


+ 

On pourra déterminer une courbe o de degré n — 
tant les points p Ky . . . , , p k avec des ordres de 



cité 


1 


• • > \*-/t-i — 1, p. Le nombre N de ses 


terseetion avec /sera au moins égal à 



k — i 


■ * 



Pi ( Pk 


0 



et, comme 




à- 


1 et que, d'autre pari, 





2 


0 



1)0 


1 


f 

est par hypothèse > SJl 

2 



2 



2 


La conséquence 

* 


1) 


1) 


même 


1 



1 


aura 



n ( n 
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H t. 




i/est un produit de facteurs f K ,/ 2 , . . . , les points 


m 


/seront évidemment : i° ceux des courbes f K 



y 2 , considérées isolément; 2° leurs points d'i 
lix à deux. Les uns et les autres sont en nomb 
us excluons le cas où y admettrait un facteui 


■ 




i 

V ■ ■ « * 

II. — Cycles. 

■ 

m 

m 

Un cycle ayant pour origine le point (X 0 , Y 0 ) est 



néralement défini par deux équations de la forme 



• * 


ou, en coordonnées homogènes, par les proportions 


\ y m z il Xq -+- oç 1 1 -+- . , . * Yq h— j3 1 1 — (— • . . ! ï , 


ou enfin, en multipliant les seconds termes des proportions 
par un même facteur de la forme z 0 -f- c , t + c 2 t 2 + . . . , où z 0 


n'est pas nul, par des relations de la forme 

(2) xijizy.Tr.T.iT^ 


ou 


— - uCq H~ Ct\ t ~\~ GL% t' . . . 


T 2 = / 0 + M + b % t 


m o 


T, = *o + C t f + C 2* 2 



o n étant pas nul. 

Un cycle dont l'origine serait à l'infini 
par des relations analogues, où z 0 serait nu 
différent de zéro. 

Réciproquement, un système de relations tel q 


, mais x 0 ouy 0 



T, T 


pposant, p 


§o 5 


^ = et Y== =r seront développabl 

*3 1-3 


d 



. Nous supposerons que le paramètre t corre 
uniformément aux points du cycle. S il en est ainsi, et si 



(4) 


570 

tangente au 




Y 


Y 0 


a 



non 



à l'axe des Y, on 


4 p 



rra, en 



X 2 u 


déterminer les coefficients de telle sôrte que les équations 

* 

du cycle prennent la forme canonique : 


(3) 


X 


X 0 



a 


r 


Y 


Y 0 




0 


• * * 


étant une suite d entiers croissants 



seur commun que l'unité. 

Dans le cas exceptionnel où X 
on aurait une forme canonique analogue: 



o 



rait tan 




a 0 a r o 



Y 


- j 0 



Pour une valeur donnée de X 


■ « ■ 

fourniront /• valeurs yi 0 ? *'n> 


1 


1 




suivantes, où 

1 




0 


désigne Pane quelcon 



2 7T ï 


de 


s racines r 


ièmes 




■ 

X 0? et 9 l'exponentielle e 


YJo 


Y 


0 



X 0 ) 



a 0 (X 



X 0 ) r + M x 


X 0 )'- 



• 1 


* a 


• • t • * * i J 


Y) 


Y 



a(X 




Xq) 




1 ^ c 


• 4 


Le 


d'ailleurs être 


d'un paramètre, par l'équation 





(5) 


P(X,Y) 


(Y 


*Jo)- • 



p 

10 r-l ) 


O, 


dont le premier membre est un 



coefficients des séries de puissances entières et 


nome en Y, a^ant pour 


X 



de 


0 


571. Revenons à la forme gé 


nérale (2) des é 



du 
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■ h 

I 


cycle. Les 


( A 




des 


d'intersection d'une droite 



o 


avec le cycle sont donnés par l'équation 



A,T\ 



2*2 



À 3 T 


o. 


■ 

Si la droite passe par le point (# 0 , y Q , 


49 



origine du 




5 


on aura 


t 


o 



3 *>0 


O 


et, si a n b n c r est la première colonne de coefficients qui ne 
soient pas proportionnels à # 0 , y 01 le premier membre 
de (6) sera de la forme 

L'équation aura donc r racines nulles, qui se changeraient 


infiniment 


mais 


l'origine du cycle. La droite et le cycle doivent donc être 


consi 



comme 


d'intersection concentrés 



!.. 


Ce nombre sera accru si l'on a encore 


et i* À 2 b y 



A3 c /• 


o 


auquel cas l'équation de la droite sera 


sy* /y* 


a,. 


À» 


Cy 


O. 



e droite sera donc la tangente au cycle, et l'on aura 





A 3 T 



Xj 6;. 


• 


,6 


que l'on 



c r+p étant la première colonne de coefficients telle 


00 q Ct j* Ct/*^p 

f I 

y 0 b r ^r-hp 


> 

< 


o. 


o 


Le nombre des intersections de la tangente 

au point (# 0 > f o, sera donc r 4- p. . 

Les nombres r et p se nomment l'ordre et 



ec 




e. 


Un cycle dont les équations ont été mises sous la 


canonique 



et pour tangente la dro 


a évidemment pour ordres, pour cla 


1 




x 0 ). 


cycle 



du 




572, Soient c et G deux cycles ayant même origine. Pro- 

- * i 

posons-nous de déterminer le nombre de leurs intersections 
confondues avec l'origine. 

Comme il est évident qu'une 
phique change un cycle en un autre cycle, il 
mettre que le triangle de référence ait été choisi de telle 
sorte que l'origine commune des cycles ne soit 



omogra- 




1 


droite z = o, et que le point x 


z 


o ne soit pas su: 



tangentes aux cycles- La droite X = X 0 (ou x = H 0 z) ne 


■ 

sera donc pas tangente aux cycles*, et l'on pourra donner aux 


équations de c la forme canonique ( 3). Ses 




seront fournies par les formules (4)> et le cycle sera re- 


présenté, après l'élimination du paramètre, par l'équa- 


tion (5). Quant au cycle C, on pourra mettre ses équations 
sous une forme analogue • 


X 


0 


Y 


Y 


0 



A* R 



A M U 


5 


et il aura R branches H 0 , H 


L 


a « o o 


es valeurs de t correspondantes aux points d'intersection 

1 -a 


des deux cycles seront données par l'équation 


P(X 


0 


t*, Y 


0 


-b A * n -KÀ 0 , ..) =o 


Le 


nombre des racines nulles [lesquelles se changeraient en 


racines infiniment petites pour un autre cycle 


* 4 


P(X,Y) + £ P 1 (X,Y) 


o 


infiniment voisin de c et ne passant plus par l'origine X 0 , 



o 



PLANES 




sera égal à l'ordre O du premier membre par rapport à Tin- 




\ si Ton remplace, dans cetle expression, t par 


2 mil i 


€ 


R 


auquel cas elle se réduira à 


■ 


O 


il est clair que son ordre en X — X 0 sera devenu Donc O 
est égal à R fois l'ordre par rapport à X — X 0 de la quantité 


P(X,H /M ) = (H 
ou à l'ordre du produit 


m 


* 

rj 0 )- - -(H 


*3 i-i ) 


n p(x,h,„) 


m 


*)«).. 


7/z — 0 


Si les cycles c et G n'ont pas même tangente, a et A seront 


différents, et chacune des différences H 


m 


■ri /r étant de la 


orme (A 


a) (X 


) 


• * 


l'ordre O du produit sera 


'gai au nombre Rr des facteurs qui le composent. 
Mais cet ordre s'élèvera si les cycles ont même tangente, 


car l'ordre de chacun des facteurs sera > r. Pour l'obtenir, 


dans ce cas, il suffira d'évaluer Tordre du produit 


(H 


0 


Y] 0 ) . . . ( H 0 


Or—t 


) 


t de le multiplier par R. 


• Soit, pour fixer les idées, 



0 


Y 

1 o 



X 0 ) 




X 0 ) r 



* « 


i 



1 




ements yj 0) "li 


qui a, au début 



us 


grand nombre de termes communs avec H 0 . Supposons que 
la coïncidence se maintienne jusqu'au terme 


7) 


a 


(X 


I* 


R 


X 0 ) 1 


4 


PREMIÈRE PARTIE. 



[APITRE 


termes 



par 1 exposant 


u moins par le coefficient. La diffé 

■ 

a . ' ■ * . 

la * 

ordre L l désignant le plus petit d< 



H 


0 



ï)o sera 





r 


fM-i 

r 


R 


[JL-f-l 


R 


i - 


Ceux des développ 


m 



coïncide 



rences H 0 — f\ m d'ordre /. Il est aisé d'en tro 


ffet, m doit être tel que 




I 


e 


rnr 


I 



6 


mr 


F- 


d'où 


mr 


o 


o 


mr 


i 


o 


■ 9 


mr 


o 


y 


OU 



o modr, 



r 


m 

d désignant le plus grand commun diviseur de r 0 , . 

_ _ 


Cette congruence admet 8^ solutions, 8^ étant le plus gra 
commun diviseur de r et de ou, ce 
de r, . • r-j,. 

Considérons, en second lieu, les développ 






m r m I ' • 

coïncident avec r\ 0 jusqu'au terme a\_ { ( 



vement, mais s'en séparent au terme suivant, A étant l'un 


quelconque des nombres 1,2, 


• * 


» 1*. 



Il existe, d'après ce qu'on vient de voir, 

a coïncidence a lieu jusqu'à ce terme; mais 
on doit en exclure Sx pour lesquels la coïncidence subsiste- 
rait pour le terme suivant; il en reste donc S>_ 4 




chacun desquels H 


0 


771 


. * * ■ 

1 

est d'ordre — 



Enfin il existera / 


8 0 développements pour lesquels la 


séparation a lieu immédiatement après le 




aÇK. 


X 0 ), et pour chacun d'eux H 0 — r^ m sera d'ordre 


r 


0 


_ 


r 
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Nous obtenons ainsi la formule suivante i 


0 



574-. Les mêmes 



e suivant : 


» * 


•m 


ào ) - 

V 



2<fc 


n 

r 



i 



considérations donnent la solution du 


Q par rapport à X — X 


ne n 


m 


? - % 


fin), 


tendu aux diverses branches r\ 0 


d 



cyc 


Les deux différences r\ m — r\ n et i\ m ^ — ne différant 
que par le changement de X — X 0 en 0*(X — X 0 ), seront du 


ordre ; Q 


(*)o 


• I» 


r ■ 


)• 


Or, parmi les diffère 


Fa vu, r — 2 a qui sont d'ordre —> et généralement Si i — 1 


X 


qui sont d'ordre — • On 


00 


Q 



2 



- p 

suite s'arrêtera d'ailleurs d'elle-même au bout d'un 
certain nombre de termes, car, les entiers r\ r 0l 1% 
ayant pour plus grand commun diviseur l'unité, les entiers à 


par 



marquer qi 
urent effec 



expo 



P 






ox). 


■ 



des précédents et de r (car, pour les autres, 
n leur donne le nom d'exposants, caracté- 


stiq 


r 


* - t'y 

I . 

I 
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575. Soit encore C un cycle ayant p 




» i 


x\y : z :: T, : T 


2 


T 


et pour origine le point (^o, y 0 i ^o)« Soit, d'autre part 


rbe algébriq 



s mtersect 


ourbe et d 




p 


/( 




de 



ombre de celles qui sont concentrées au point (x 01 y 


omb 


/(T 



point (# 05 JKo 
terminer. 


Ce nombre N se nomme V ordre de f{%, y, % 
G; il sera nul, si la courbe ne passe pas par 
, z 0 ). Dans le cas contraire, cherchons à le d 




en y fl , Nous pouvons évidem 
point n'est pas sur la droite z = o, et 

■ ■ 

n'est pas sur les tangentes aux cycles ç i7 e 2? 
cycles c 0 c 2 , ... pourront être représentés par 
de la forme 


on gin 


ue ce 


o 


C 


q 


Pi(X,Y) 


o, 


P 2 (X,Y) 


Ô 


* • 


et l'on aura 


/( 


s^MP^X, Y)P,(X, Y 


f * 


M 



nule plus à l'origine du cycle. 


et de Y qui ne s 'an- 


4 » 


M 


/ 



G 



evi 




O 


0 2 , ... des cycles c H , c 2 , ... par rapport à C. Nous avons 


R>\, R 


(572-573). En particuliei 

que C, Ces nombres 
... étant les ordres 


respectifs des cycles C, c,, c 2 , 


25 


t • 


R(r, 





/' 2 + 


R 


mult 



sera 
S du 


1 1 


V 
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1 


576. Soient enfin deux courbes algébriques / ( x, y, z) 
et F(#,/ 7 = o se coupant en un point (# 0? JKo? ^o)- 

• ceux des cycles de f 7 et G 4 , C 2 , . . . ceux 
de F qui ont ce point pour origine. Le nombre 

de / avec F en ce point est évidemment la 
somme des nombres Q< V Q 2 , • . . de ses intersections avec les 





s G(, C 2 , . . c'est-à-dire la somme des ordres de / par 
à ces cycles. Celle-ci, décomposée en éléments plus 


es, sera égale à S aj pO a p, O a p désignant le nombre des 
intersections du cycle G a avec le cycle cp. Si ces cycles n'ont 

angente commune, O a p sera égal au produit de 



leurs ordres R 


Le nombre total des intersections sera 



ne, dans ce cas, 


v 


v 




et m étant les ordres de multiplicité respectifs du point 
^05/05^0) sur ^ es deux courbes. 


577. Appliquons les principes qui précèdent à la rechei 
l'abaissement produit dans la classe d'une courbe / 
présence d'un point multiple A. Nous aurons à éva 
l'ordre de multiplicité de A comme intersection de /et d 
polaire 



CÙ 


Cf. 


Of 

ôx 



p 


ùy 



àf 
? dz 


o 


Su 


(3, y sont des arb 


ons encore 



z 


s 0111 



t X 


m — . 


que A ne soit pas sur la droite 
;s à / en A ne passent pas par le 
oordonnées (X 0 , Y 0 ) du p< 



ont d 



/ 


X 


X 


hes 


fo 


rme 


0 


(8) 


fi 


Y 


0 



a(-X 


Xo) 



Xo)'' 



J. 


I. 
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X 

Z 


x, 



/(X, Y,i) 



On 


et, en dérivant. 


df 

* — 

àx 


df 



AS 


/( 


7II 

y Ai 


nz 


n 


1 


ÔF 



*»F(X,Y) 


5 F 



?1 — 1 


4 

dF 



àF 
âX 



5 




viendra 


ou 


o et mettant 


en 




(a 


yX) 


*0(X, Y), 







dY 


commun, il 



ynF. 


Il faut trouver la somme 






• * • * 


O 


o par 


r ces 



sont n 


la droite z 


somme 



au 



ue nous 


X 



0 





OU 7)0, ï|, 


• * 


sont les diverses 



des cycles C\ 


C 2 j • 


On a d'ailleurs 



,Y) = 



vio)(Y 


M 
Y 


• i 

étant un facteur qui ne 
Y 0 . On en déduit, pour Y 

■ 



plus pour X — A 

X L 


0? 


7jo, par 




e 


3 


F 


o, 


dX 

àF 
dY 


M 0 (yîo 


YI2) • • • - 



1) 



M 0 (to 


tîi ) (tQ 0 



• 1 


5 


■ % 
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Mo ne s'annulant pas pour X = X 0 . En substituant ces va- 
leurs dans l' expression de 3>, il viendra 


$(X, tlo) 


(yX — a)^-h(3 — yrîo 


Or le facteur entre parenthèses est de degré zéro, car, d'à- 
près la forme (8) du développement de ni cette expres- 
sion, ni sa dérivée ne contiennent de puissances négatives de 
X — X 0 , et le coefficient du terme de degré zéro, contenant 
l'arbitraire P, ne s'annule pas en général; M 0 est aussi de 
degré zéro. L'ordre de $(X, *i 0 ) est donc celui du produit 

o — *h )( 7 lo — %)• ■ • • Raisonnant de même sur chacun des 
autres facteurs <I>(X,r H ), on trouve que l'ordre de 

icité cherché est celui du produit des différences 





Considérons celles de ces différences où r\j appartient à 
un cycle c a et yi* à un autre cycle c$. L'ordre O a p de leur 
oduitaéLé déterminé plus haut. Celles où 7y appartient à 
cp et ri k à c a donneront encore un produit d'ordre O a p. Enfin 
s de ces différences où t u et appartiennent à un même 
cycle c a ont un produit dont l'ordre Q a a été également dé- 
terminé. 

m 

Le degré de multiplicité cherché sera donc 



distinctes, les Q 


O 


ité. L'expression ci-dessus deviendra 


donc — i), m désignant le nombre des cycles ou le 

degré de multiplicité du point considéré. 

* * 

578. La somme des ordres d'un polynôme homogène 

ir rapport à tous les cycles dune 
courbe de degré n est évidemment égale à mn, nombre total 


P 


des intersections des courbes /et o. 

L'ordre du quotient de deux polynômes étant la différ 


r 


) 


77 


* 


58o 

"v * à 

de leurs 

■ 

où (o est 

à 


En particulier, 



de ses 

. Enfi 




res sera 


in ce 




encore au cas ou 


outre X, Y, les dérivées 



d 2 Y 


dX dX* 


m * 


c 




*>■) 


o ? on o 



sions rationnelles en X, Y. 



au cas 



a sommé 





r 

ît 






79. Ce résultat , a 



iqué à la dérivée 



à là détermination précise du 


dans 


d'une courbe donnée/. 
Les coordonnées y, 

* 1 „ m 1 

étant exprimées au moyen d'une 

d 2 Y 

exprimer —^fv 



devons tout d'abord 

* 


x 


t 


y 


f 


00 


II * M 


1 


y 


z 




On a tout d'abord 



? va nous con- 


des i 




équations d'un cjcle, 

t 1 nous 




par rapport à f . 




Y 



X' = 


r/ 2 Y 



2 


Y' 


X 


I 


~2 


zy ■ 


YZ 1 


*3 



! 


Y 


/Y/' 



X 


Y /; 



2 5 


X 


xz 


23 


, z y 




3 


et, en su 



ant ? 


D désignant- le 


4 . w 


, « "7 


</\ 2 



; * D 


^ ZOO 


Mmnant 


0( * kX* 


J 


>*2 



/ 


/y* 


y 


■ 
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G 




r le facteu 


r 


^3 

«ta? 


1 


des ordres de cette expression, 
cette somme est 3 a , désignant le 



legréde/. 

it, d'autre part, c un cycle de/d'ord 
Diirra, à cause de la symétrie de D pai 



d 



que 


qua lions sont réductible 



rme canonique 


(9) 


x : y : ; : : X 0 + r : Y 0 at r 4 


- <7 


0 



+- ï 


Les seconds membres, substitués dans D, donneront un ré- 


sultat de la forme 


a 0 rp(r 



p)t* 


3 



• • • 


l'ordre de D par rapport à c sera donc ir 


P 


580. Cherchons enfin l'ordre de (zx' 


xz'Y 


m 

On a, pour 


le c 



c 


5 


y z ' 


& } 


1 



rt 


r 


yx 


(<iX 


0 


- 

La plus haute puissance de t qui entre en facteur commun 
dans ces trois quantités sera L r ~ { . La symétrie dn système de 
ces expressions par rapport aux coordonnées montre que ce 
résultat subsiste pour tout cycle de /. Car ceux qui ne sont 
pas réductibles à la forme canonique (9) le seraient à une 
forme analogue où les variables seraient seulement permu- 
tées. On a donc, quel que soit le cycle considéré, 



z' — 



/y /y* 


./ .__ tr- 1 


u 2 J 



®i, B 2 , Q 3 étant des séries de puissances de t, dont l'une au 

de terme constant; et l'ordre de 
, 4_ W2 , ( o 2 désignant l'ordre de © 2 . 


moins n'est pas privée 


xz{ sera égal à r 


L'ordre de 


D 


[ZX 


par rapport a c sera 


donc 


2 /■ 



P 


3(/' --» 1 + &j * ) 


P 


3 0 j 9 ■ 
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somme des ord 


d 


ci 2 Y 

*r ~< — 1 — ■ 

dX 2 



r ra 




à tous les cycles 


/ 


S 


(10) 


1 


o 


3/2 



y 


P 






éten 




tous ces 



■ ■ * » 

581 . Il reste à déterminer 



sidérons la courbe cp, polaire réciproque de 

4 


point (a?, s 



r 



a, con- 
chaque 


ions 


u : v : w 


àf 



— v 



S 



cycle c de la courbe f. 


tionnels kyz s 


zy , 


/ 


xy f -~ yx f et, 





seront propor- 



s 



par 



Au cycle c correspondra 
équations 



, à 0 , , 
e y défini 


u : v : w :: 0, : 0 2 : 0 3 


c — 


et (x> 2 repr 
la droite v 


intersectî 



e avec 


■ * 

o. La somme Su 2 est donc égale au nombre total 


C m 

i m * 

es intersections de v et de <p, soit au degré de cette 

"i — ^ 



l'équation (10), 


rem 


par sa valeur dans 

■ 


o 


3/i 



2(p 


r) 


3v 


ou, en décom 


l'une 2 



posant la somme S(p 

aux cycles des points mu 



deux autres, 



1 * * ï * 

relative a ceux des points simples, et remarquant 


utre 


ces derniers r 




i 


y// 


(p 


o 


3(v 



j/uui un poim simple, p représente évidemment l'ordre 
de contact de la courbe avec sa tangente ; les points d'inflexion 



sont ceux où cet ordre est 



S* T 
i donc n 



considérer ceux où ce contact est d'ordre u 

i 



i comme re- 
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présentant u. inflexions confondues, la somme S* ( p 



i) ne 


sera autre chose que le nombre des inflexions, et ce nombre 
sera donné par la formule (i i). 


5 


III. 



Transformations birationnelles du plan. 


. Les transformations homographiques sont un cas 
iculier de transformations plus générales, étudiées par 



M. Gremona, et dont nous allons dire quelques mots. 

Considérons les courbes d'ordre n assujetties à avoir a< 
points simples, a 2 points doubles, . . enfin a m points mul- 
tiples d'ordre m, donnés de position, et dits points fonda- 


mentaux, les entiers a< 
tions de condition 


• * 


5 


a m satisfaisant aux deux équa- 


m 



2 


£3C 


( n 


0 (« 


2 


2) 


3 


m 



n 


i. 


La sujétion d'avoir -un point donné de 



icité k 


s exprimant par 



0 


2 


quations 


par rapport a 

■ 

dront encore 


(n 



i) (n H- 2) 

2 



k(k 



0 


2 


oc* 


3 coeffi- 


pend 


quati 


fi ■+" C 2/î 



y 


G 



/ 2 ? /s 


d 


Nous 


commun. 


que les polynômes f K % fn f\ 



sons 


/ 


x 


i 


y 


2 

7 


4» 


y, z' désignant des indéterminées. 


\ 
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V. 


Les polynômes f\, étant 



ux c 



i 





2 

7 





se couperont en/i 2 points; mais un seul de ces points variera 
avec y 1 , z\ En effet, soit p l'un des a* poi 





men- 



e d 



taux d'ordre k. Etant multiple d'ordre k sur ch 


deux courbes, il représente k 2 intersections. Le nombre des 


intersections fixes de position sera donc \# 2 a# ou n 


2 


I . 


Soit (x, y 1 z) le dernier point d'intersection, variable avec 


x, y, m\ 


ses coordonnées 


x 




z 


4 9 

s exprimeront rationnelle- 


ment en 


00 


! 


y 


! 


■ 1 

■ 

par dés fractions qu'on peut réduire au même 


m 9 

dénominateur; on aura, par suite 


X 


y 


<pi> ®3 étant des polynômes homogènes en y 
même degré. 

Nous obtenons ainsi une liaison birationnelle 


5 



e 


X 


I 



/t : fi 



3î 


Us 


: y 


qui, à chaque point 
point (x',y ! , z'), et réciproquement. 


îspondre 



- 

583. II y aune exception pour les poin 


> r 



1 




on 






Le fondamentale, de j 
Considérons un point 


mts 


/y* 


a 



h y 


y 


b 



F 

infiniment voisin du point fondamental (a, b, c). Soit i l'ordre 


de multiplicité de celui-ci : /,,'/,, f z et leurs 



par- 



V 


COURBES PLANES 



CES. 


585 



s.) jusqu'à l'ordre i— i inclusivement, s'y annuleront; 




donc 


M*>y> z ) 


i 


T B 2 m m « l 


d d V 

* 32 +*:*)/. 




• • « 


* I 


/2 > f% • S 



1 ■ * 

tendent vers zéro, de 


que leur rapport tende vers un nombre fixe -> 
és x\ y\ z', proportionnelles à /, , / 2 , / 3 , le de- 


endront à la limite à 



d 






d_ 

da 



d y 


à_ 

da 



db) 


Le point (x'^y'^z 1 ) ainsi obtenu dépendra du rapport 


1 


n faisant varier celui-ci, il décrira la courbe fondamen 
taie. Cette courbe est d'ordre car elle coupe une droite 

m. 


! 



m * 

fiy'-\-yz'=o en i points, dont les paramètres 


sont définis par l'équation de degré i 


A 



d_ 

da 



i_Y 

^db) 


A 



o. 



i V 

Chaque point de la "courbe fondamentale corres 
comme on le voit, au point 6, c) et à une direction par- 




issue de ce point 


communs aux trois courbes <p 


o 


1 


0 ? CP 


4 


3 


o, correspondront de même une infinité 



form 


m I 

584. Un cycle C, défini par les équations 


0 J 


aura 


pour 


• ■ 




rmé un cycle G' de la forme 


■ 


Ci t 



r if 

Ti=/i(a? 0 H- * 

^o? To? %) * 




i 


b^ 



0 



Ci* 



* # 


) 
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Le 



G 


aura pour origine 


le 


(# 0 ,jko, M, à moins q ue 

mental. 

Dans ce cas, f\ , / 2 , 



dernier 



t tra 


ne soit 




s 


annul 


an 


t e 




puissance de t, qu on 
tables équations du cycle 






7l 




î de 



les fonc- 


tions T 4 , T 2 , T 3 contiendront, en facteur commun, une 



m 

585. JNous allons faire quelques applications de ce 


théorie. 
. Suppo 



sons 





i soient des fonctions du 
premier degré : il n'y aura pas de point fondamental, et la 

MW t 



x 1 : y : é 



sera homog 




y z ; oc 1 x + 



Un cycle G 7 ayant pour équations 


oc : y : z : : x 


0 


t r : Y 


0 




r 


— y 


1 z od ! x 4 


7 




i 


y * 


aura 


pour 



*mé le cycle G A , 






OÙ 


T 


S 


a X 0 + (3 Y 0 + y -+- (« -h (3 a)t r 


(3 


2 


T 


a'X 
a"X 


0 



0 



13' Y. 




(a' + (3'a)r 






Ce cycle sera d'ordre r, comme C, et sa t 


x 


! 


7 


a X 
a'X 
a"X 


0 



0 



0 



(3 Y 
(3"Y 


0 




y 

F 


oc H 

-(3 a 

■ 

* 

oc ~t 


— 0 

r 

m 



A 





/'-+- ( a" -h 6" a ) f + 6" a 0 



* * ■ 


* ■ 


sera la transformée de la tangente à C. 

Substituons, en effet, à y', z'- les quantités proportion- 


nelles CLX -\- $y -f- y z<) 


et! x 


mm 





Le 
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minant ainsi obtenu sera le produit du déterminant 


1 1 <• 


a 


y 


a 


t 


y. 


fi' y 


I 


Il 


i n'est pas nul, par le déterminant 


x 


X 


0 


I 


y Y 


0 


I 


o 


qui n'est autre que le premier membre de l'équation de la 
ngente à G. 

Il résulte de là qu'à tout point p d'une courbe d'où par- 
tent un certain nombre de cycles G, C| , . . . d'ordres r, ?\, 
correspond, dans la transformée, un point p 1 d'où partent 

autant de cycles, également d'ordres r, r< , De plus, si 

les tangentes à quelques-uns des premiers cycles coïncident, 
il en sera de même pour les cycles transformés. 


La classe de G' est aussi égale à r 0 
ar le déterminant 


r, comme 



e de G ; 


a X 

a'X 


o 



o 



o 



P. Y 0 
(3"Y 0 




y 


a 


t 



y 


u 


OC" -4 


f- fi a fi a 0 
\-fi'a fi 1 a, 
fi" a fi" a. 


J 

a 



: #0 

a' 


y' 


a" 

(3" 

y 1 


î 


est pas nul. 




Nous 


que G 


que G. 

Soient, en effet, s = l'un de ces derniers; S le plus 



commun diviseur de t 9 r 0 , 


S 


dans la suite at r + 


termes dont 


1 


exposant est divisible par 8 
forme 



at 


r 





Cïy. Pif- 




H-S 
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* 

A, X étant égaux à «, 


dp et les au 



es c 




être nuls, en tout ou en partie. 

C, transformé de C ? a pour équations 


f 


y': z ! :\ T t : T 2 : T 


3> 


ou 


T, 

T„ 


/y* ' 

^0 



CF 



0 





■ 


+ 


8 


• « * 



S 



• - • 


H-8 

i 

H-8 



• t 



3 ^ 





en posant 





0 
0 


OC Xq 


oc X 



^0 


a"X 


o 


0 




B 


(3 A„ 


|3A, 


G 
Ci 


a 


(3 Y 0 
(3'Y 0 

(3' A, 





■ _ 
fi 


D 




// 


* * 


* • m 


m m 


3 Jio j 


3 oAo ^ 


■ ■ 


* • • 


Le déterminant 



B ni, 


c: 


D (D 


<x X 
a'X 

4 


o 



o 



(3 Y 
S'Y 


0 


0 



0 




"Y 


0 



y 

y 

y 


a 


a 


a 


H- (3 A (3 X 
H- |3' A (3' oA, 


-h (3 " A 



ft 



sera d'ailleurs | o, car X — a» n'est pas nul. 


moins 



Soit 



/ 


— X 


/ 


Y 


I 


X 


0 


z 


A 0î 


0 



et 



• • • 



y 



(3' 

3" 



n'est 


X 


* i j _ E 

suivant les puissances croissantes de 
Posons, pour abréger, 


X' Y' 


Y! 


0 


S. 


p _ 


0 



Br 


B « 1 r + 8 


M, 

M', 


''o -h D i '• 



-f-û 




CD ^ - 


* a 
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On aura 


V/ 



M 



M' 


N 



M' 


1 WyÊ' m w 

Le développement de 



E V -+- E , t r +* 4 



mier coefficient E est égal à 


B 


z 


~0 


t'- * 


Celui de 


M'N 


MN 


/ 


N(N 



N') 


est de la forme 



* * 


OÙ 




^0 

M 

N 

_ £ 

/ 

M 

^ 0 

' M 

N z~ 


MN 


N ( N -t- N') 


z 


i 

o 


0 


Hz'. 


■ 

est de la 


0 


v ■ 


o 


On a di 


onc 


Xi 


0 



E, t r 


+0 


0 




n trouvera de même 


o 


ù 



Y 


0 


F/'* 


F 



-HO 




6F 


0 


5 


0 


/ 

0 



i 

~ H 3^ t s H~~ • • • i 


&z 


o 



r 
0 


Z 


o 


B il!> 


C 


D CD 


Ainsi, dans les développements de X ; 
s est le plus petit exposant non divisible par 
inantE^ — CF n'est pas nul. 

allons voir que ces conditions sont 


X' 0 et de Y 

. et le 


ï 


ri 






pour 


que s tait un exposant caràctéris 





c 
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RE V* 


En effet, l'un au moins des coefficients E, F, par exemp 
. n'est pas nul. Posons, 
cycle à la forme canonique 1 




mener 





4 « t 


t 


du 


t r étant un nouveau 



et faisons 


— ■ 


E r t 


f 



r 



Ë t E 


CE 


S 



m * 


s 

rffs 


r û.s- 



L'équation précédente deviendra après division par t' r 


Dans le développement de 6 tiré 





on pourra écrire 


e 


i 



'8 



G 3 * 


'28 


• * t 





I * 


metton 


en évidence les termes dont l'exposant est divisible par 8 ; 


et, m étant un entier 


pement de la forme 





dédui 




op- 


e 


m 


i 4- Ht 0 -h H 9 £ 



* * 


. H- mÇjt' a 


Substituons ces valeurs de 9 et de ses puissances dansl'é 
tion précédente; nous en déduirons les valeurs de <r et de 

* _ - 

En effet, le premier terme du dévelooDement de 

« t 

r -f-8 



dont l'exposant ne soit pas divisible par 
celui de 






ans 


/ 


-h CE r t ls " r 



M m 


1 


I 


■ * 


le premier terme de ce genre sera CÉ 

1 / 

devant se détruire, on aura 


■ 


S 

? t i s 



deux termes 


0" 


r 


r 
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I 


On aura donc, pour t, une expression de la forme 


t 



E 


i 

r 




i • • 



qt ls 


r 


où Q est défini comme ci-dessus. 



Substituons cette valeur dans l'expression de Y 


Y' 0 . Le 



mier terme d'exposant non divisible par 8 dans le déve- 


oppement de 



+0 


• * 



FE- 1 t' r rqt' s ~ r 


FCE 


i - - . 
' t' s . 


Dans celui de § t s 



, ce sera 


S 


Ces deux termes réunis donneront un terme en t ,s , dont 


le coefficient 


5 


E 


FC) 


3 


sera différent de zéro. 


On aura donc avec le paramètre t % pour 
Y' 0? des expressions de la forme 


X 


X'„ et 


0 



X 
Y 


f 


X 0 — t 1 , 


Y 


0 


1 1"' + V r+C H-. . .-h 



)nc s sera un exposant caractéristique pour le cycle G . 
Gomme on neut d'ailleurs revenir de G' à G par une s 


mograph 


, on voit que, réciproquement, tout 
de G' le sera aussi pour G. 
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examen 


sont des courbes du second degré. 


On aura trois points fondamentaux. S 
G = o les équations des droites q 


o, B 


o 


i 


d 


fonctions linéaires des produits AB 


2 


LUI 


CHAPITRE Y. 


S 


. 1 


f 1 = ociBG -h Pi.GA + y x 



/ 2 = a 2 BG -h (3, G A -h y 2 AB, 



— « 3 BC + (3 3 CA. + y 



La transformation consi 



OC ^ 


y' : s' : : : j % : /< 



demment de Ja composition des trois transforma- 




tions suivantes 


: n : K :.: A : B : C, 

i 


dont la première et la dernière sont homograph 





3 J 




sformation quadratiq 


• 

Hère, que nous allons étudier. 
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aux notations nabi tu 


îi $, & f) V, Ç par x, y, z,x f , / W% nous 




On en déduit sans peine 



y : z \ \y' z'\ z' x' : x'y\ 


La relation entre les deux séries de variables est donc réci- 


proque 


. 3 


Les points fondamentaux sont les sommets du triangle de 
référence. A chacun d'eux correspond, comme ligne fonda- 
mentale, le côté opposé du triangle. Supposons, en effet, que 

, \ x l 

y et z tendent vers zéro, leur rapport tendant vers-; — ? 


y' 



H- 


4J 


j7 tendront respectivement vers o et Le lieu 

A 





' * À • * 

limites pour les diverses valeurs de — sera donc la droite 


cc'= o. 
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lin cycle G ayant pour équations 



x\ y : z :: X 0 +r: Y 0 + ar+ « 0 / r o + . . . : i 



é le cycle C défini par les équations 


z 


1 1 • 1 2 • 1 3} 



ctt i « • ■ ^ 

aX 0 )£ 



2 r 





Réciproquement C sera le Ira 



é de O. 


589- Pour la discussion que nous allons faire,, nous distin- 
guerons cinq sortes de cycles : 

■ 

0 Cycles C dont Vorigine n'est pas sur le triangle de 


On a, dans ce cas, X 0 ^o, Y 0 ^o. 



c 



transformé C 7 , ayant son origine au point (Y 0 , X 0 , X 0 Y 0 ), 
qui n'est pas sur le triangle, sera de la même sorte. Il est 
aussi d'ordre et a pour tangente la droite 


V « 


0 


X 


! 


Y 0 


a 


y' 


À9 


X 


0 


I 


Xa Y 


0 0 


Yq 



aX 


o 


et q 00 


Y 2 y' 



(Y 0 -aX 0 ) 


1 

■ - ■* 


O 



Cycles G dont Vorigine est sur un côté du triangl 
o par exemple), mais n'ont pas ce côté pour tan 



O 


* * 


X 


0 


o 


Y >o 

1 0< u î 


I 


et le transformé G' aura pour équations canonique 


s 


J 


r. * 


T 


3 


OC 


J 



t 


l A 


b 7 


1 1 1 


I 


I 


J 9 J t 


r- r[Y 0 + ut r -\- rr 0 t r o 



...1 


I 


I 


Y 0 


r/ 
y" > 

1 o 


2 /' 


<7 


0 


/\,H-/' 


Y 2 
1 0 


■ • t * 


38 


5q4 
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L P 

ite 


A» 


o, e 



our tangente la 


7 



est/*; sa classe est également 


qui n'est pas un côté du triangle. Son ordre 

o; mais, 


> 


en aucun cas, elle ue sera moindre qu 


Enfi 


C 


d 


diviseur 8 de /•, r Q ,r iy . . ., / 



y 


terme du dévelop- 


pement de — , dont l'exposant n'est pas divisible par 8 


1 a 



' 9 *i? 

r ne sera pas divisible par le 


préc 


G 


(y 


Cycles. Su dont V origine est sur un ce 
o par exemple) gui leur est tangent 



G 



n a 


ce cas 


5 


— 4 * 


0 


O 



o< o 5 


-C 


T. 


a 0 £ 





t 


i 


0 



t r ) (a 0 t r o-\- . . .). 


z 


L'origine de C est au sommet x 


z 


! 


o. Une droite 


o 


somme 


points définis par l'équation 



ra le 



] 



x 


(X 


i 


r 



) ( a 0 t r o 


I ■ 


r si A 



o 


* * 




o 


qui 


n 


5 


laquelle a /> racines nulles et en acquiert r 0 
L'ordre du cycle est donc r 0 , sa classe r est moindre que son 
ordre, et il a pour tangente la droite z ! 
pas un côté du triangle. 



4° Cycles C dont l'origine est à un sommet 




du triangle, les côtés n'étant pas tangents. — C'est 1 


cas où X 


o 


Y A 


o, a^o. Les polynômes T 


n tr 


T 


a 



a n t 


0 ,/o 


t • ■ 


T. 


I 


T 3 — a f -i- a q m 


— \~ 


T I 



z 


f 
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L'origine du cycle C sera au point (a, i, o) sur le côté 
o du triangle, et deux cas seront à distinguer suivant que 


la classe r 0 


ou moi 


du cycle C sera au moins égale à son ordre 



ue r. 


premier cas, C' sera d'ord 


1 L 

droite 


i 


x 


0 


y 


49 


I 


o 


ou la droite 


» * * • 


a a 


o 


a 


ax 


a*/ 


(ZqZ 


SI 


/ 


o 


r 


r 


m 


O 


f 


J 


a o 


i o 


o a 


et *jr* 


9 f 


SI 


r 


o 



ece 2. 


de T 


Remarq 

tique de C, r 

Ca 


Ces droites ne sont pas des côtés du triangle : G 


C 


/•„ est un exposant caractéris- 


G 


8 


vjai, x , / ...j ayant Ull pius giaim i^uuimuu v**.,.^~ — 

qui ne divise pas r^, le premier exposant non divisible par 8, 
dans les développements de T, — a et T 3 , sera r^—r. 

outre, les coefficients de m~ r dans ces développements 
respectivement o et ne sont pas proportionnels à 

* 

es termes de moindre degré en /, qui sont 



a 0 , a 


y 


SI 


r 


r 


r 


si 


i 

/v 



r. 


Donc r^ — r sera un exposant caractéristique. 


^^^^^^ '^^^^ 


ssons au sec 



cas, où r 0 


r < r 


r 


z 


0 


. L'ordre de C sera 

le côté 


r, moindre que l'ordre de C, et la tangente sera 
o du triangle : C sera donc de l'espèce 3. 

des G dont l'origine est en un sommet (x —y 





5g6 

et a 
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un côté 



* 

o) pour tangentê. 



est le cas où 


0 


Yo 


a 


o. Le cycle G' aura s< 



f 


sera 


z 


i 



o : son ordre sera r 0 

7 

, lui aussi, de l'espèce 5, 


r et z 



te- Il 



590. De ce qui précède résulte la possi 
une courbe quelconque ki par une suite de trans 



quadratiques, en une autre courbe n'aya 



r ■ 


du premier ordre, et dont les tangentes aux 

'M 

tiples soient toutes 

Soit, en effet, y? un point de la courbe, qui 



■ \ 




de cycles d'ordre supérieur à 


i . 



nsidérons un 



O, 71 


O 


J 


o, dont le sommet (£ 


o 


o) soi 


en p, les autres sommets n'étant pas sur A 1 , et dont les côtés 
ne passent par aucun autre point multiple de k et ne soient 


pas tangents à cette courbe, 
homographique, transformer 



par une substitution 

les droi 



o en x 


°5 y 


o, z 


o. 


Les cycles de la courbe k i1 transformée de k\ auront res- 
pectivement les mêmes ordres et les mêmes coïnci 




d'origine et de tangente que ceux dont ils sont transformés, 
et A"| aura avec les côtés x 
lations que k avec Ç = 

■ 


o 


O, 7) 


y 
Pi ç 


o, z 
o. 


o les mêmes re- 


Effectuons maintenant sur 7r< la transformation 

- 

que nous venons d'étudier. Un 





ser 



tique parti 

de ki non situé sur les côtés du triang 
un autre point où passent le même nombre 
même ordre, et avec les mêmes coïncidences entre leurs tan- 
gentes. Il n'y a donc rien de changé de ce côté. 

Considérons en second lieu les cycles 
sur un des côtés du triangle, 



l'origine est 
o par exemple. Ils sont 
par hypothèse du premier ordre et, leurs origines étant diffé- 



t à ces 


, rentes, les quantités Y 0 , . . . correspon 
sont distinctes. Enfin, ils ne sont pas tangents à x 




cycles 


o ; leur 


ordre ne sera donc pas altéré par la transformation; leurs 


trans 



es seront du premier ordre ; ils ont tous leur origine 
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en y = o, 2 = o, mais leurs tangentes 




Y 0 y~\- z'= o, ' ... - 


On introduit ainsi un nouveau point multiple, mais à 
cycles d'ordre i et à tangentes séparées. 

Passons enfin aux cycles G dont l'origine est au sommet 
x —y — o ; chacun d'eux est transformé en un cycle ayant 



n origine sur z = o; ceux dont les tangentes sont distinctes 
auront d'ailleurs des transformés d'origines distinctes. Si la 



se r 0 — r du cycle G est moindre que son ordre r, 
celui-ci sera abaissé par la transformation. Dans le cas con- 
traire, l'ordre se maintiendra; mais une autre simplification 
se produit : les exposants caractéristiques du cycle sont tous 
diminués de r par la transformation, ainsi que nous l'avons vu. 


591. En soumettant la courbe /r', transformée de A-,, à des 
opérations analogues, on pourra donc, sans accroître l'ordre 
d'aucun des cycles, ni introduire aucune nouvelle coïncidence 
simultanée d'origine et de tangente, abaisser progressivement 


-exposants caractéristiques du cycle choisi, jusqu au 




moment où, ceux-ci ne pouvant 
abaissement portera sur l'ordre du cycle. Poursuivant 



encore, on finira par rendre celui-ci égal à l'unité. 

On choisira ensuite un des cycles restants, pour le réduire 


de même, et ainsi de suite jusqu'à ce qu on n'ait plus que 
des cycles d'ordre i . 

' , « _ m * 


592. A ce moment, on pourra encore avoir des cycles 


même origine et même 


nuation des opérations fera disparaître ces coïncidences. 

•* i • 1 1-17 ~ t- 


Soit, en effet, G 
x —y — o et qui ne soit p 
Ses équations seront 


o ni k y = o . 



ou 




. . . 
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CHAPITRE V. 


Un autre cycle D d'ordre i et de 



a pour 



Y 


di X -H «2 




■ 

Ils auront même tangente si d t = c t , et, 




contact d'ordre m, si 


t' ^ 


<0 


d 


I 


I ? 



> r 


G et D ont un contact d'ordre m 


la substitution quadratique q 


nous 



mais un contact d'ordre m 




u 1< 


ment. 
On 




ransformé de C 

- 

■ 

_7 • • T • T • T 

.. -M» 1 2 • A 3i 


Cl 



c 2 £ 



* • 


T 


r r 



— ca + 


2 




00 


( 


d'où, en posant , 


X 


/ 


z 


X 


1 


• * 


Z' 


■i 


4 , 

Ci t H— ^2 ^ 



Résolvons la dernière équation par rappoi 



w 

il v 


9 \ 


* \ M 



ra 



et l'on 



inera les coefficients \ en 


substituant cette 


valeur dans l'équation 


Z 



h, 


■ * 


* 1 


et identifiant les deux membres. Les jjl premières équations. 


qui déterminent X <5 . . ne contiennent que les [x coeffi- 
cients c 4 , . . c^; ), 1 , . . en dépendront donc exclusive- 


ment. 


Substituant la vale 


viendra 


ur de t dans l'expression 




i 


X 


c 


1 



A,Z'4 



A 


m 


0* 


1 



c 


iM") z ' 



* • • 


1 


les coefficients A , , . . . , A.» ne dépendant que de c, , . . . , c m 


Si l'on opérait de même sur le transformé de D, on obtien- 
drait pour X' un développement analogue coïncidant avec 




4 « 
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précédent en vertu des relations (1) jusqu'aux termes d'ordre 

a. m ■ . -a. Ai 


m — 

J 


On pourra donc abaisser progressivement l'ordre des con~ 
ïts entre les cycles jusqu'à les faire disparaître totalement. 


593. Démontrons encore le théorème 

■ 

1 « v r \ * », 

Toute transformation de Cremona 
sition de transformations quadratiq 

-. » • 

" - w 1 - * k 

I 

Soit S une semblable transformation, 


lions 


où/ M /25 ,/s sont des fonctions d'ordre /i en v 7 z. 

Considérons trois points quelconques p = (a, a' 7 a"), 

■ 

(p, -[3"), //' = (y, y', y 7 ) non en ligne droite, et com- 


P 


posons la transformation S avec la transformation 



ogra- 



îque 


« 


(3'tl + y'Ç. 


La transformation résultante sera 


x 1 \ y : z f :: o { : <p 2 : 93 


ou 




PI 




? • • • ? • 


), . . . sont de degré n en 


Go 


cette nouvelle transformation avec la suivante 


(3) 


£:ïi:Ç::r)T:^ 


V. 


La résultante S 


#1 : <W : <\> 


t. 


<pi(VC, I'Ij E'V)> •••• étant de degré ara en |', ^ f 
Le degré de cette transformation s'abaissera toutefois s 


1' 


des points />, p\ p" est un point fondàme 



de la 


ansform 


l ^ 1 ' 

Supposons, par exemple, que /? soit un point de multi- 


* I 



commun aux courbes / 1? / 2 , /: 
o sera multiple d'ordre « sur les 
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Donc tous les termes de «par 'fs seront de degré au moins 




à i par rapport à 7) , Ç. Donc tous les termes de <l 2 , 


^3 seront divisibles par %'K Ils seront de même divisibles 
par fi'f. } t/f s i p'i P" sont fondamentaux et de multi 





i y , f\ Après suppression de ces facteurs communs, le degré 


de ces fonctions ne sera plus que in — i — i 
On déduit de la relation (2) 

* - 

Hf < • <y J s. 1 - - 

: y) : ç : : A : B : C, 


1. . . • * * 1 

A, B, G étant linéaires en x, y, s, puis de la relation (3) 

* 

(4)'. Ç':ri^Ç'::^:B;:£i::BC:CA:AB. 


La transformation S résulte donc de la com 
avec la transformation quadratique (4)* 

Le théorème sera donc établi si nous montro 
dans toute transformation S, trois points 
en ligne droite et dont les ordres 
aient une somme *> n. Car la démonstration 







pour S sera ramenée à sa démonstration pour S f qui est 
transformation de degré moindre. 


■ 

■ 

594. Or, soit ol?ç le nombre des points fondamentaux 



multiplicité k\ on a, comme nous l'avons vu, les relatio 




( 5) >;*(* + o a/ + + 3) _ 3 , 

2 2 


(6) ^]/r 2 a /f =#i*-i, 


- / 


ont la combinaison donne la suivantè : 

(7) . - 2 kûc/ c — 3 /i — 



1 


. > 


D'ailleurs, la somme des multiplicités de deux points fon- 


damentaux quelconques ne peut surpasser n; autrement, 


les courbes f iy / a , / 3 coupant en plus de n points la droite 
A = o qui les joint, /,, / 2 , f z contiendraient A en 

_i - 1 

commun, contrairement à notre hypothèse. Mais, si /i> J, 
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- 

na«< 3 n — 3. Donc il y a au moins trois points fonda- 

». .. ^ » <• . . » , •. v -" 

• * 4 r 

| M 

Soient /?, p' t p" les trois points fondamentaux dont les 



ordres de multiplicité sont les plus élevés; soient Y, f ces 
ordres et supposons i^é %i n * Les équations (6) et (7) pour- 
ront s'écrire, en mettant ces termes en évidence, 


SÀ^a^.— — i — i 2 — ï !% — f % 
%k a k — 3/i — 3 — i — i 1 — i\ 


nouvelles sommes étant restreintes aux autres 

■ I 

ntaux. 




On déduit de ces relations 


,1*^-1- t"*-- i"(3« - 3 - i - i'- i") 


x k(k — i" ) «a- < o 


\ 


car k — § est toujours < o 


Donc n ne peut surpasser la plus grande racine de l'équa- 


tion 


x- — i — i l — i" 


m — W{ 3 x - 3 — i — i 1 — ï f ), 


laquelle est égale à 


3i' ff 


2 


La quantité sous le radical peut s'écrire 





Mais #g^>l • Elle est donc moindre que ( J-h * 



,7 



et r 


on a 


2 2 


♦ " * * i 

Enfin les trois points p, p', p" ne sont pas en ligne droite ; 
car, s'ils étaient sur une même droite A = o, celle-ci, coupant 
les courbes/, , / 2 , / 3 en plus de n points, /, , /?, /s auraient 


commun 
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v ■ * ■ 


IV. 


Transformations 



ionnelles d'une co 



595. Posons, comme nous l'avons déjà fait, 


-* r » 


(I) 


œ 1 : y 


z 



1 




3? 


fi) fi étant des polynômes homogènes d'un même d 
en #, y, z et sans facteur commun.. 

upposons x, y, z assujettis à la relation ^ 



e 


l 



m 


O • 


■ „ J 


L'éliminalion de x 1 y, z entre les é 



ns pre 




une équation 


(3) 


O 



exprimant la relation qui doit avoir lieu entre les rapports 

* 

af\y\z ! pour qu'il existe, un système de valeurs 
ports x \y ; z pour lequel les équations (i) et (2 ) soient 
tisfaites simultanément. 



Le 



us habituellement, cette solution commune sera 


unique (sauf, peut-être, pour certaines valeurs particulières 


des rapports x 1 \y [ 


z 



m m 

On sait, 

7 



ce cas, qu'elle sera 


donnée par des équations de la forme 


■ 


X 


z 


t 


K 


x y 


1 


y 


z 


f 


z 


i 


R 


1 \ ~ 



! 


Z 


f 


■ 

R, R fl étant des fractions rationnelles 
réduites au même dénominateur. 



on peut supposer 


Chassant les dénominateurs, ces équations 


mettre sous la forme 



(4) 



ornes homogènes et 


/n fz étant des 
degré V en x\ y, z'. 

A chaque point x, y, z de la courbe F 
un point a?', / z ' de la courbe F' et 



J 


un 




onc 
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6o3 


' 1 * * " * * 

oints correspondants étant liés par les deux systèmes de 
dations (i) et (4), 
Ces deux systèmes ne seraient pas équivalents pour des 


quelconques de x 1 y, z, x { , y*, z 1 [à moins que la 



transformation (ï) ne fût une transformation de Cremona]; 

* ■ 

mais ils le sont, et cela nous suffit, pour celles de ces valeurs 
ui satisfont aux équations (2) et (3). 

dirons que les équations (1) et (4) établissent une 

uniforme y ou birationnelle y entre les 






F et F. 


596. A un cycle G de F 


corres 



un cycle C de F' 


T*, T' 2 , T3 représentant les fonctions 

/i(Ti, T 2J T 3 ), / 2 (T h T 2 , T 3 ), /slTu T 2 , T 3 ), 


arrassées toutefois, s'il y a lieu, de la puissance de t 



m 

qu'elles pourraient contenir toutes trois en facteur commun 
Les Doints de Cf. correspondant uniformément à ceux de C 


uniforméme 


du paramètre t. 
Si G est d'or 


y 


0 



on aura 


3sQ H - Ctt 



a m * 


1 


T 


2 


7o 




• * 


T 


z 


0 




* • 


et, par suite 



a 


M 

r).v 



0 


• • • 


* # 


4 • * 



• • • 


J 


0 


• ■ ■ * 


« * » * » 


Le cycle G aura donc, en général, pour origine le point 

correspondant à (a? 0 , r<>, *o)> et son orare sera r ' 
Toutefois, cet ordre s'élèvera si 

7 

/i(^o,/o, ~o)> / 2 (^o,/o, -0), fA*o,.ro, -o)> 
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sans être nuls simultanément, sont 



a 



o 



I 


J ■ 




• * 


r 


Si ces trois q 


uel cas les 


rapp 


aura à supprimer la puissance de / q 
commun dans (T\ , T 2 , T 3 ), ..... 



le correspondant de (# 0 > JKo> '^o)- 


que nous considérons comme 


y 0 , * 0 ), où / 2 , / 3 s'annule 
îles G, C| ? ... de F, ils aurc 





« * 


correspondants des cycles G ; , G,, aya 
des points. (V 0 i y 0 , *' 0 ), (x' QK , / ot , Y 0) ), 
(#o 5 ^o? ^o) correspondra à l'un ou à l'autre 

■ 

suivant qu on le considère comme limite de 
sur C, ou sur Cj , . . 

Il peut donc exister sur F des points ayant [ 



)lu sieurs 


sur F 


f 21 f 


_^ r 

F . Mais ces points devront être 

f* ? /a» /3 ; leur nombre esl 
un point multiple de F', 






597. L' 


I 

d'un élément invariant p 


comme 


^ — — 

Les deux courbes F et F' étant su 
tion (i), posons 


P 


x-f, Y^;f, x , = £ = M^ziil - MIlLA 


4,' 


44 


*' / 3 (^,7, 5 )-/ 3 (X, Y, i) 


Cel 


a 


posé, 


dXf dX' ÔX f dY 



<^X dX 


■ 

étant une fonction de X, Y et— la somme de ses or 
par rapport à t, pour tous les cycles de F, est nulle. 



s 
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des ordr 


de 


dX. 
~dt 


pour la 




F, est donc égale à la somme corresponda 
: courbe F'. 


d7 



de cet invariant étant établie 


«A 


o 


dX 

dt 


dx 
~di 


OC 


dz 


Or nous avons vu (580-581) que la somme des ordres du 


numérateur est égale à 2(r 


î 


2 


V 



i); celle 



dresdu dénominateur sera a /î. L'invariant cherché sera 


donc 


v 



V 


I) 


2 


Posons 


V 



2(r 


0 


2 « 


2j p 


2 • 


i * 

Le nouvel invariant p ainsi défini se nomme le genre de 

_ _ 

la courbe F. C'est un nombre entier, qui ne peut être néga- 
tif si F est indécomposable. 

En effet, toute courbe F pouvant être changée, par des 

m 

transformations quadratiques qui n'altèrent pas le genre, en 


une courbe F' n'ayant que des 



simples à tangentes 


séparées, il suffit d'établir la proposition pour cette dernière. 

ce cas, S (r — i) est nul et, a A désignant le nombre des 



points de multiplicité A", on a 


v 


») 


y 


<x k k(k 


0 


et, par suite, 


* i 


p 


i) {n 


2) 


2 



a k 


k ( k 

9. 


>) 


- J 



nombre évidemment entier et qui n'est pas néga 

598. Soit F une courbe indécomposable, d'ordre ^n'ayant 
que des cycles simples à tangentes séparées. Si l'on suppose 


le triangle de référence choisi de telle sorte que 


le som- 
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met x = z = o ne soit pas sur la courbe, celle-ci aura 

équation de la forme 



i 


F = AY w -f-A 1 Y«- 1 + . . .-+■ A n = o, 


A étant une constante différente de zéro, et A r , .., ., A n des 


polynômes en X, de degrés 1, . . ., n 
Si nous posons, pour abréger, 

k ( k — i ) 7 
a k — ' = d, 

2 



m '■■ 


A 



le genre de p de F sera donné (numéro précédent) par la for- 


mule 


P 


( n — I ) ( tl 2 ) 



2 


Soit 


une autre courbe d'ordre m. Proposons-nous 




ses coefficients de telle sorte que, parmi ses mn points d in- 

_ 

tersection avec F, il j en ait le plus grand nombre possible 
qui occupent des positions choisies d'avance. Voyons d'abord 
de combien d'indéterminées nous pouvons disposer pour 
cela. 

Effectuons la division de fp&r F; il viendra 


■ 


/=QF + R, 


Q 



r nomes entiers, dont le dernier est de 


X 


il est clair que les points 


legré n — i seulement en Y. O 




les mêmes que ceux de R avec F. Nous pouvons donc nous 



armi 



c 




l'équation ne contient Y qu'au degré n 

Supposons d'abord m > n — 3. L'équation de la 

contiendra — termes de degré <n — a, plus 




n 



■ * 

chacun des degrés n — i , n, . . ., m, Le nombre total de 
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ces termes sera donc 


(m 


n 



2 ) n + 


( n 


i)n 


2 


ma 


p — d-±- i , 


et Ton pourra déterminer les rapports des coefficients de 


manière à faire passer f par ma 


P 


d points fixés d'a- 


vance; il restera donc p-^-d points d'intersection dont on 


ne pourra 



oser. 


Si m 


v 


< 


n 


3, le nombre des termes de /sera 


( m H- i ) [ M -h 2 ) 


2 


5 


f 


* 


el celui des points d'intersection dont on ne pourra disposer 



ma 


(m 



[) (m -\- 2) 


i. 


2 


En 


m 


3, ce nombre se réduira à 


n(n 


3) 


f ) ( n 


2) 



l 


2 


p H- d 


i. 


599 



y* par les points m 


S 


remplace pour / 


de passer par ^ + ^ points fixes de F par celle d'avoir un 
point de multiplicité i à un endroit où F a elle-même un 


point de mu 


Le nombre de conditions sera le 


même; mais le nombre des points d'intersection dont la po- 
ï*: iA o^^o nlnc ii__2, mais «A - . Le ré- 


P 


2 


sultat le plus avantageux s'obtiendra donc en donnant à i la 



ur A 


qui donne à ik 



sa valeur maximum 


2 


- - . . 


i v 



P 


dont on dispose permette de donner à /un point 


6o8 
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V. 


tiple d'ordre k — i partout où F a 



le d'ordre k 

(auquel cas nous dirons que /est une courbe adjointe de F) 
le nombre des points d'intersection do 

sera diminué de la quantité \] a* 



donc : 


I 


2 


o 


a 


a 


P 
P 


si 


m 



n 


i 


si 



n 


3; 

3. 


600. La condition d'être adjointe donnant d relations li- 
néaires et homogènes entre 
toujours des adjointes si m 

ri 

ment pour m — n — 




ai 



II 


en e 


3, si p 




u n 



2). Le 


des coefficients qui restent arbitraires dans l'adjointe la plus 
générale de degré m (ou, ce qui revient au même, le nombre 


des adjointes linéairement distinctes de degré m) sera 




e 


par les formules suivantes 


1 


o 


S 


1 m 



n 


3, 


F- 


(m 

■ 

( m 


n 




(n 


d 


2 


n 


o 


Si 


1 m 


n 


3 


1 * 


(n 


t) (n 


- 


2 


d 


Le 


no 



re u. ainsi calculé devrait être augmenté si les d 




s 



ointes 



équations linéaires auxquelles doivent s 
n étaient pas distinctes. Il nous faut donc démontrer que. ce 
cas ne peut se présenter. 


601. Nous nous appuierons, à cet effet, sur 



■ '* * ' m. 1 1 

emme sui- 


vant 


cas particulier d'un théorème célèbre d'Abel, que nous 


démontrerons clans le Calcul intégral. 

Soitcp(X, Y, c,, c 2 , ...) 


o une courbe algébr 



e 



1- 


conque contenant dans son équation des paramètres c,, 


c 2 , 


et coupant la courbe F (X, Y) 


o aux points 

1 * 


\ 
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(Xi) Y)), (X/, Y/), Si nous changeons c,, c 2 ,- . • • 




dc\ ? 





25 


t • 


nous, obtiendrons une autre 


courbe infiniment voisine, coupant F aux points 


ê ■ * F 


(X 



r 



y ■ 


» É 

dfXf, a? Y;, . • . étant donnés par les formules 



dF 


do 




dF 

■ 


m t . • 


o 


* 


„ _* - 



dc x 



o. 


Gela posé, soit /(X, Y) une quelconque des adjointes de 
degré n — 3 de la courbe F ; on aura 



/(X 


■ f 


dF(X„ Y,) 



o. 


H 


* — 


602. Cette propositi 
un certain degré m^n 
terminés qui restent da 


ad 


3 le nombre des coefficients indé- 

m 

jjl. En assujettis- 



adjointe à passer par 


i 



a 


\ 


X 


a 


Y^, ) choisis à volonté sur F, elle contiendra 


encore plus d'un coefficient indéterminé; on aura donc tout 
un faisceau d'adjointes passant par ces points. S 
d'elles; elle coupera encore F en v autres points 


C 


a 


(Xjji, Y^) 


.r 


■ • 


a 


{JH-V— 1 ? 


nomb 




si m 


Gelî 

faire p 
nérale 


3, à/> 


; car nous avons vu qu'il est égal à /), 


m 


n 


3. 


bu 


Y- 


i 



a 


v+i ? 


7 <2[A-(-V- 1 ' 



faisceau d'adjointes, ayan 


#- 



o 


5 


* ■ % 


té * 


G sera l'une des courbés de 


Ou 


d 


pour des valeurs convenables assignées aux paramètres e 


•m' té 


c 2) 


* 1 

c - 


* * • 


■ 



10 


■ 
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Changeons c 2 


en d 



dc { . c 


2 




tiples et aux points fixes a v +n 
des points 



a 




i 


(X 


Or on sait qu'il existe au moins /? 
distinctes /, , ...,//), de degré n 
elles le théorème d'Abel, on aura v 


« « 


5 


on aura 


une autre courbe G', coupant F, comme C, aux points mu] 



en 




rfY v ), 



linéaire 




a 



entre 



o 



I, 2, 


m • 


Ces é 



, en nombre égal à 


ne 



être 


satisfaites qu' 
sont tous nuls ou que le détei 

É . 

nul. 



V 


^1 


603. La première 




ît être écartée 




G et C' coupant F aux mêmes points, il en serait 


de même de la courbe 


(5) 


G" 




dc 2 (p 

i . • 


o 


5 


q 


ablement, on pourrait 




C 



m 


communs que n eh comporte leur degré, 


commune 



sable 




in- 


G" 


F 




un 


poly 


entier. 



indre que F 


est absurde, G 



Y 


■ » » 


604 


peut 



4 

fiée 


mais seulement pour certaines positions particu 



d 
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«I, 


a 


I 



. .,-«v> qu on sera libre d'éviter, puisqu'ils font 
de la suite des points a t , a^_ {) qu'on peut choisir 
itrairement sur F. Tout d'abord, si ces points sont pris à 

istance iinie, -t^ y restera il ni. Le déterminant qui doits'an- 




r deviendra, après la suppression des dénominateurs 


dF(X lf Y,) 


L t 


qui figurent en 



ur commun 


■ * 


/.(X„ Y,) 


fi (X-v> "Yv) • 


■ * 


• • * * 


* i » 


* * 


y v (X v , Y v ) 


■ « 


o. 


4 V I 


* - * 


: 

Cette expression développée peut se mettre sous la forme 


M 1 f x (X u Y 1 ) + M,/ 1 (X 1) Y,) 


O 


t 

>±4 


' - 1 



M l? Mo, . , . étant indépendants de X u Y,. Pour que cette 
équation ait lieu pour une position arbitraire du 
(X,, Y,) sur F, il faudra que son premier membre soit di T 
visible par F(X,, Y,), - et, comme il est de degré moindre 
que F, il devra être identiquement nul. D'ailleurs les fonc-^ 
tions fiifir "• sont linéairement distinctes; donc il faut que 


les mineurs M,, M 2 , 


soient 



nu 


ls. 


- D'ailleurs, l'un quelconque de ces mineurs, tel que M, , 
peut être mis sous la forme . 


w 

N 2 f% (X 2 , Y 2 ) 


• • * 



m * 


et ne pourra s'annuler, pour toute position du point .Y a ) 
sur F, que si les mineurs du second ordre N 2 , .. • -, N v sont 
nuls. Continuant ainsi, on voit que le déterminant ne peut 
s'annuler pour toutes les positions possibles de (X,, Y, ),-..., 
(X v _,, Y v _.) que si le point (X v , Y v ) est commun à F et à 



les adjointes f\ , . . /w 


605. Nous aurons en particulier 


pour 


m 


n 


2 


_ 


5 


y ■ 4 


4- 


1 



ointes linéairement distinctes,, rencontrant 


chacune F en 2/? -f- ai 


2 points, outre les points multiples,. 
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Celles .de ces adjointes qui passent par p 
fixes a,=.(Xi, Y,), «,+»-3 formeront, en général, -un 


faisceau à -deux coefficients. 

Ghacune des courbes de ce faisceau coupera F 
a t , . a p +n-z et en p + i autres points. Si /i 



niers points seront toujours 



I 

deux e 


faisceau si les points .fixes a<, ... ., 



(dont le nombre est au moins égal à p + i) n'ont 
positions particulières. 



Supposons, en effet, que l'un des p + i demi 


d'intersection 

■ 

courbes du f; 
Soient G une < 


même pour 



et, par suite, pour toutes les autres. 


ses points de rencontre avec F. La courbe G 
faisceau des adjointes d'ordre n — i qui passe 
4-/i — 3 points fixes ci p+2 , «ap+re-2> Si 



faisceau n'a que deux coefficients, toutes ses courbes 


d'après notre hypothèse, avoir encore sur F un point corn- 

' M - />* H 


d 


* • t 



5 lv P+\l 


par exemple a p+i . Si, au contraire, le faisceau a plus de deux 


coefficients, on pent déterminer l>m d'eux en fonction 



autres de telle sorte que la courbe correspond 




par a p+i . Il restera encore au moins deux coe 
terminés. Nous obtenons donc, dans tous les cas, un faisceau 


de courbes adjointes passant toutes par les points c 
<?2/ï+n-2 et dont la courbe G fera partie. 

Appliquons à ce faisceau le théorème d'Abel : er 
successivement les p adjointes . . f p d'ordre n r- 3 
on aura les /? équations 



2 


i ♦ ■ 


■ 4 a ^ 

qui ne peuvent subsister que si les dX; sont tous nuls; ou si 

le déterminant de leurs coefficients' est nul. Mais 



que la prèmière hypothèse est inadmissible, etqiie la seconde 
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que pour 





ières des 


po 



* * 


5 


a 




considérons les 


adjointes 



n 


2 


qui passent par p + n — 4 points fixes a x . . a p ^ n _ h pris 


arbitraire 




t sur F. Elles forment un faisceau à trois coef- 



a 


Ci cp! + C 2 CP 2 


(£, r\) un autre 


O. 



1 

pris arbitrairement sur F, 


et posons 

(6) 


Éliminant £, yj entre cette équation et 


(7) 



y 


) 


O 


■ 


nous obtiendrons entre 


' rê une é 



on 



o 


liée à F par 



Cette 



birationnelle. 


5 



points de F, a 


, Y)) et a, 


quation 



<°-i(£r, fié 

?-2 (£i> f\\) 


l 


de sorte 


que 


adjointes d'ordre n 


co Q — o 


1 


?3 


= O 


1 l 



/l 


_ui passent par les /> -+- 
seraient encore par un autre point a, de F, ce qui, 
nous l'avons vu, ne peut avoir lieu pour 
traires des points a\ , . . - , . ■/ 


3 points a\ , . . a P +n-%i a ? 


pas 


comme 




ar 


bi- 
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607. La courbe transformée sera donc du même genre 


que F. Cherchons à déterminer son degré /i'. 
Posons, pour rétablir l'homogénéité, 


1 » * 



1 . *J* 


t 


y 



/ 








\ 


* t • * 


La courbe F aura pour équation '<£» = o, et la transforma- 
tion (6) pourra s'écrire 



f<> ^2? +3 étant des polynômes d'ordre n — 2 ; enfin la trans- 



ie aura une équation de la forme 


_ t 



y', *')=■<>• 


Le degré cherché est le nombre d'intersections 
courbe <ï>' avec la droite arbitraire 

■ 




satisfaisant aux deux relations 


point 


* ■ 


_ \ 


(9) ' fi + ^ 2 ^2 + À 3 i 3 =: O, $ 


O. 


Ces deux équations simultanées, de degrés n 2 et n res- 


pectivement, définissent n(n — a) points, dont chacun cor- 

réciproquement à un point commun à 

■ 


I t 



X,j?'-H X 2 y'H- X 3 s'— o, 4>'^o, 

' ' * > > 4 

urvu que <];,, ty 2f ty 9 ne s'annulent pas à la fois. 

On voit donc que n' est égal au nombre des intersections 


nombre est p - 


bes (9) qui sont variables avec à., X„ X 



lieoreme 


^ jT t 

Voate cowèe rf* p > 0 peut être changée pat 


formation biration ne/le en une courbe de même 


genre, et de degré p 
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H i 

■ 

Il nous reste à étudier les courbes de 


6i5 


tnblable courbe; o i7 cp 


dites courb< 
Soient F 

adjointes^ d'un même 

■ * 

aux points a t , ■ . . ., a^_ 2 , a, la seconde aux points à 4 , 

, Û. Elles 


genre zéro, 


a 


[A-2 


m et coupant F, la première 
. , r _ aj , -a seconde aux points a, , . . . , 
n'auront pas d'autres points de rencontre 


avec F, puisque p est nul. 
Considérons les adjoint* 


1 


s i 


} 


i 


<?2?2 


o. 


Chacune d'elles coupera F aux points a <? . , a 


et en 


un autre point (%,r\) variable avec le rapport 


c 
c 


t. Pour 


obte 


nir 



on éliminera r\ entre les 



ons F 


o 


5 


- c 2 <p 2 = o, et 1 on supprimera, dans l'équation finale, 
les facteurs correspondants aux racines fixes ; il restera une 


équation du premier 


degré, d'où l'on déduira 


R(0, 


R désignant une fraction rationnelle. On trouvera de même 
f\ = R| (t), étant également rationnel. 

L'équation F = o sera donc équivalente au système des 
deux suivantes : 


R(0, 


R,(0. 


A chaque point (E, *|) de F correspondra, en général, une 


valeur unique de t. Car si deux adjointes différentes 




passent par le point (ç,7j), cp 4 et 
p 2 y passeront aussi; (jj-, ti) sera donc un des points com- 
muns à <p,, p 2 ,F, c'est-à-dire un point multiple, ou l'un des 



Pour obtenir la valeur de t correspondante à l'un de ces 


points particuliers A, 


d'ab 


or 




on supposera q 


ue 


le 


îrent de ce point, s'en rapproche in 



et l'on cherchera la valeur limite vers laquelle 



t. 



* ■> 


sera celle que nous ferons correspondre au poin 


t A. 


Si ce point est multiple d'ordre k, on pourra supp 


oser 


successivement le point (5,t>) placé sur chacune des k bran- 


6i6 



E PARTIE; 

'Jm. ' I _' * 



de F qui 


pondantes à ce p 



k 


P 


609, Considérons réciproq 



r 



d 


» > 1 


r • 


,11 ' • - 


« ■ 



0, 


■ 

n — R,(f), 


_ i 


r 


d 



es. R 


même 



k forme 


inateur, on 




s 



sous 


R(0 


* €1 


9i(0 

?s(0 


Ri(0 


?s(0 



«pi, fà,f 


comm 



Cherchons combien de valeurs du paramètre t corresp 

i l'une 


dent, en général, à un même point de lâ courbe. S 
d'elles : les valeurs < 


herchées seront les 




aux deux équations 


iitions communes 

■ 


* i 


(io) 


■ . 


R(0) 


R(<i), 


R,(0) 


/ 



tx ) , 


N F 


ou 


/ - 


(II) 


1 * ■» 

P (0, f t ) — ^(0) <p,.(* t ) — <p 3 (0) ^(fj) 

- 



o. 


* 

Les deux polynômes P et P, 
mais ils peuvent, avoir d'autres 

m -m -i ■ 



e 

Soit en 


» Il 


Pi(0, ) 

ations Q 


Q 

Q 



o ne pourr 



avoir de 


L 


ront donc 

à 

l'équation 


que pour des valeurs particulières de 

u)seréd 


es solutions communes aux deux équations ( 
)nt d 


que t { reste indéterminé) aux racines de 


(^ 


o. 


C 


racines sont généralement distinctes, car une racine 


1 » * 

4 
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KIQUES 


r ci 



sfaire non seuieme 




£2 * v 

01 7 

ons (io), 


nvees 


R'(ô) 


o 


r;(0) = o , 


quations algébriques qui n'admettent qu'un nomb 


de vale 



9; et les valeurs correspond 


nomb 



D(0, f 1 ) = À(/ 1 )9'» + À 1 (i 1 )9 


//i— 1 



^•m ( ) î 


les équations (io) admettront, en général, m racines côm- 
munes distinctes , .... t m , solutions de l'équation 


D(0, M 


O. 


S 


l permute les deux variables 6 
et Pj changent simplement 



signe ; 


le 


ur plus 


grand commun diviseur D doit donc se reproduire à une 
constante près ; il est donc du degré m en t K . L'un au moins 


ornes A % A 


les autres étant de degré <m. En particulier, A sera de degré 
inférieur à m; car, s'il en était autrement, D ne pourrait 

* t - 

s'annuler identiquement pour 9 = t x , ainsi que cela doit être ; 
car D (t Kl t K ) contiendrait un terme en t] n \ qui ne pourrait 
se réduire avec les autres. 


D'autre part, $4 désignant l'une quelconque des racines 


t 


• * 


, t m , on aura 


R(^) 


Les équations 


* 


R(0) 



UUil , » — ~ n -- x / équation 

D (9, ti), qui fournit les racines communes à ces équations^ 
sera donc équivalente à D (0, t t ) = o. On aura, par suite, 


AU;) 


( | ) 
A(fi)' 


' 1 


I 


* 


6i8 


■ 

PREMIÈRE PARTIE. 



Si 


II 


V - t 


A(0 


v. 


— * ■ 


a c 


m 



m 

valeur de ce nouveau 
s de t et précisément c 




i - 


mêmes à un même 

1 

des fonctions akébi 




i corre 


s qui corre 
la cou 



q 


pour chaque valeur de u, seront rationnels 
On voit ainsi que, si les coordonnées 
courbe sont exprimables en fonction ratioi 
mètre, on pourra toujours, en changeant a 
mètre, faire en sorte qu'à chaque point de 

■ 

ponde une seule valeur du paramètre. 


ront 




'une seule valeur 



d une 


ara- 




para 



610. Supposons cette condition réalisée, avec 
mètre pour une courbe définie par les équations 


R(0, 



P 



nous 



ns e 



ir 


q 


cette courbe est unicursale. 


■ 

Les fonctions R(£), Ri (t) peuvent être supposées ré 


au même dénominateur. 



aux c 



I 



y 


3 


quati 


pourront s'écrire 


ce , y 


• • A 1 • A 2 • * 3 1 


orne 


Par une transformation birationnelle 


t 1. 



homo- 
courbe 


9 


b 



cette nou 



courbe seront de la forme 


0 » 


X 


I 


y 


t 


• • fi), • 


■ 


même 


dre i. Les équatio 



de 




nouveaux polynômes en t. 


COURBES PLANES 



• r 


619 




dra d 


point 


de 


Soit s le plus grand des degrés des polynômes 0 1? 0 2 , ®q ; 


po 


0, — at s -h a x t s -i 



9 « 


0 2 — bt'-\- b { t s ~ l 


• • f 



ï 


l'un au moins des trois coefficients a, 6, c étant ^o. 
D'ailleurs, si £ croît indéfiniment, on aura, en posant t — —<> 


oc' : y' : -s' : : a -h ai * ' -k . . : + ôi *'-+-.. . : c -+- c l t' h 



s équations définissent un cycle de F', qui doit être 
d'ordre 1, par hypothèse; donc l'un au moins des trois dé- 
terminants ab K — a K b, bc K — b K c, ca { — c K a sera ^ o. 

* < 

Le degré n de la courbe F' est le nombre de ses intersec- 
lions avec une droite arbitraire 


olx -f- (3 y 4- yz — o. 


Les f correspondants sont les racines de l'équation de degré s 


a 4- 8 0 2 -h y 0 3 = o, 


et à chacune d'elles correspond un point distinct de F. Donc 


n — s. 



erchons d'autre part la classe v de F . 


Une droite 


sera tangente à F' au point t si 1 on a 

W0i 4- C0 2 H- W&i = °» 

«0'j H- *>0' 2 -h «'03 — °- 

naMin noint donné arbitrairement 
e passera, en outre, par un punit 

a, S, y, si l'on a 



/ 
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- - ■ 




j m ~ 

Eliminant «, v , w entra ces trois e 

m 

déterminer les points de F' 

l'équation 

i 

a(0 2 0' 3 


M, 3 ® 2 



) 


(3(03®; 



aura, pour 
par a, p, V, 


- 



0 2 0;) =0. 


O 


r 


0 2 0 


0 3 0; 

©I 0' 2 


0,0 


3l® 8 

® 2 ®; 



1 


(ca t 
(ab i 


b t c) t 2s 


c i a 



a 


1 



2 


• # 


* • 


* \ t * • 

L'équation # en t est donc de degré 2$ 
Cela posé, F' n'ayant que des cycles d'ordre i , son genre/? 


, et,v 

"... ; 



« t 


sera défini par la r 



2f 


Donc p 


2 


v 


2n 


2S 


2 


2S 


■ 

o, et les courbes F', F seront 


2 # 


1 
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PRÉFACE . 


La principale différence entre cette édition et la pré- 
cédente consiste dans l'addition d'un Chapitre consacré 

I 

aux propriétés des champs de vecteurs et dans un plus 
grand dévelop 




newtoniens. Un Mémoire 






. Schmidta donn 



à cette dernière théorie un caractère de précision et de 
simplicité dont nous avons été heureux de profiter. Nous 
y avons ajouté un léger aperçu de auelaues-unes de ses 


applications à la Physique mathé 



C. Jo 


RDA.N. 


* X 


COURS 




A. -IN 




DK 



POLYTEGHNI 



SECONDE PARTIE 


r ^ 


CALCUL 




i. 




t- * 
1 


- 





fonctions rationnelles 


1. 


f{x) une fonction de 



dépendante x 


laquelle reste continu 



intervalle AB 


ble réelle (ou sjnectique dans un certain domaine E 


si x est une variable complexe). 

Nous avons vu (t. I, n os 82 et 202 
intervalle (ou dans ce domaine) une infi 
admettant 




e foncti 


/ (x) ou ? ce qui revient au même, pour 


rentielle f(x) dx. Ces 
d'une 





qui p 





s av 


de f(x) dx et no 
la notation 



i ■ 




s intégra 



in 






s convenu de les représenter par 


/>(*) 



J 


II. 


2 


SECONDE PARTIE, 


CHAPITRE I 


L'objet du présent Chapitre est l'étude du problème sur 


vant : 


Une fonction f(x) étant donnée, trouver ses 



2. Nous avons déterminé dans le Calcul différentiel les 


dérivées d'un certain no 




Jes. I 



sommes par là en mesure d'écrire immédiatement les inté- 


grales de celles-ci; on aura, par exemple, 



x 



m 






cl OC 


n- x 


.2 



2 


mx 


dx 



sin mx 




» • • * 


(x — 



m-\-\ 




I 




lo£f {X 


a) - 



const., 



"i 



ng 




const., 


p 



rc sin x 


const., 



m 


cosmx 


const,, 


m 


smmx 


f- const,, 




i 



m 


< 


i 



. Pour intégrer les 




i 


o 


fo 



l 


o je r 



/(*) 



ii/(x) sous la f 





plus compliquées, on 


s principaux 




met la 



c 



* 

) • • • f 


OU C \ , c 2 , . , , 

tions qu'on s 


soient des 



x)dx 



* . 



aura a 


lors 



fonc- 


OC ) dx 



c 


2 {oc) dx 




* n 

INTÉGRALES INDÉFINIES, 3 

. 1 * 

ration par parties. — Elle est fondée sur la for- 


mule 



c^(x) ^ r (x) dx — <p(x)ty(x) — ! y f (x)ty(x) dx, 


qui ramène le calcul de l'intégrale de <p (x) à celui de 

l'intégrale de laquelle est parfois plus aisée à 



Considérons plus généralement l'intégrale 




<p ^("0 dx* 


L'application répétée de la formule précédente donnera 



uccessrvement 


/M 


• * * J 


L 


H-(— O" 1 / «p ( " l) ^^. 


En particulier, si «p est un polynôme de degré inférieur 
à m, o (m) sera nul, et l'intégrale qui figure au second membre 
se réduira à une constante. 


3° Changement de variable. Si l'on pose 


* i i J * * 


(!) X — <?{t 


il viendra. 


et la différentielle f{x)dx se changera en /[<?(*)] 
Si. l'on peut trouver l'intégrale F(*).de cette dernière, il 
suffira d'v substituer pour t sa valeur tirée de l'équation (i) 


suffira d'y substituer pour t sa valeur tirée de l'équation (i) 
pour obtenir l'intégrale def(x)dx. 

JL 


<2) 


4 


SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE I. 


4. Intégration des fonctions rationnelles. 


Soit à inté 


grer l'expr 




F( j?) 


(^4 OC i 


où / (#) et F(.r) sont des 



jentiers de degré m et n 




CL 


1 



. - leurs or 




nés de l'équation F (#) 


o: 


(t. I, n°215) mettre la fraction 




spectits; on 
ée sous la forme 




F(x) 


Ma? 


4- 


m—n 



M 




A 


2 


a) 



a)* 




i 


B 


B 


or 


6 


(.r — 6) 


(a- 


6)P 



la 



si m 



ie entière 



m—n 


. . se r 



15 * 1 I 

sant d ailleur 


s a zéro 


Chacun des termes de l'expression ainsi décomposée est 


immédiatement intégrable ; et l'on aura 



Mx 



m 


n 



i 




* » * 



M 


X 



const. 



A, log.(a? 


à) 


A 


+ 


• • • 





A a 



a ur 


a-i 


Bilog( 


T3 



6) - 


3? 


6 


-4- 



B« 


• • • 



5. Si les racines a, b 


... ne sont pas toutes réelles, 
l'expression précédente de l'intégrale sera compliquée d'ima- 


gin 



s 



s 




aise ae 







x) et F(#) sont rée 
En effet, soit par exemple 


e disparaître si les 





imaginaires. L'équation F(x) 


o 



-vi une des racines 
mettra la racine conju- 


guée }x — vi avec le même ordre de multiplicité. Soit b cette 


racine; on aura (3 = a. Les coefficients A,, A 2 , ... 



des quantités complexes telles que /?, H- q K % p % -\- q. 2 i, . . . ; 
et les coefficients B u B 2 , . . . seront les quantités conjuguées 
Pi — q\ iy p% — q-% « , — Cela posé, on aura 

* 

t 

Ai log(a? — a) = ( Pi h- ç t i) | 0 g(.r — /jl — vî) 


et, comme x — y. — v« a pour module \/(a?-^[ji) 2 


y 2 



pour argument 


il viendra 


V 3? — JUL 7T 

arc tang - arc tan g -, 

x — jul v 2 


A 1 log(^ — a) 



X — JUL ,7T 


CPt + 7t0 logV(^ — ^) 2 + v* + *'arc tang r — i 

* il. 


2 


Effectuons les multiplications et ajoutons la quantité con- 
juguée B { log(.r — b); les termes en i disparaîtront et les 


termes réels seront doublés : il viendra donc 



Aj log(a? — a) B t log(.a? — è) 


Pi log[(a? — /x) 2 -f- v 2 ] — iq x arc tang ~ + q^n 


• ' 1 ' i * * 

La partie transcendante de l'intégrale peut donc se mettre 
sous forme réelle par l'addition des termes conjugués. On 


arrivera évidemment au même résultat pour la partie ration- 




e en ajoutant chaque fraction à sa coniuguee 



6. Ajoutons ensemble les 
qui figurent dans l'expression (2); nous obtiendr 


elles 


1 



désignant par r le nombre des racines distinctes a, 6, . . un 

M 

résultat de la forme -rr^ où le dénominateur 


P 


P — {x — a)*~ l (x — b)$ 


es t de degré a — 1 + (3 — 1 + . . . = /z — /', et le numérateur M 


de degré n — r — t au p 



6 
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CHAPITRE I. 


D'autre part, la somme des termes 



ues 


; *> ff 


a) 



B t log(* 



a pour 



* i 


^1 


œ 


a 




x 


b 




N 



Q désignant le 



nome 




re r 


Q 


(or 



(x 



r 


■ - 

et N un polynôme de degré ; 


Si donc nous 



ons la 



i au 


i 



us. 






il 



¥{x) 



N 

Q 


M 


t 


p 







7. 

effectuer le cale 



En effet, II est le 



rem 



que, pour 
, P, Q, il n'est pas 


quation F(x 



t 



la division de f{x) par 



x). 


D'autre part, on sait, par la théorie des racines égales, que P 



s gran 


, s'il y a 






premier terme); 

r 

il s'obtiendra donc par de simples divisions. Enfin, si \ est le 

e ¥{x), 





d'où 



x) 



X 


a) a (x 




Qs' 



égaie 



ar une di 


Reste 



a 



manière à satisfaire à l'équa- 


tion 


« * * 


IN 
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7 


Multipliant les deux membres par F(#) 


/<*) 


IIF(a?) 



XQM' 



aPQ, i 


QP' 
P 



r 

V 



ra 

- 1 


Orf(x) — nF(ar), reste de 



11 VI 




/(a?)par F(*) ? 


est un polynôme de degré n — i; il en est de 



me 


de 



un 



ermes du second membre; car le dernier terme, 


bien que se présentant sous une a 


entier; en e 





ence tractionnaire, est 


étant divisible par 


a)*—* (a; 


QP ; est divisible par P. 


En identifiant les deux membres de Té 



cedente, 


. équation pre 

on obtiendra un système de n équations linéaires pour déter- 


miner les coefficients des polynômes M, N; ceux-ci sont 


aussi au nombre de n; car M et N sont respectivement de 


degrés n 



r 


i et r 



Nous pouvons ainsi, par des opérations toutes rationnelles, 


décomposer la fraction 


a*) 


* * 


en deux parties, l'une II 


imme 



ment inté 



N 



e q dans laque 



le dénomi 


nateur n'a plus que des racines simples. 

Si N est identiquement nul, cette seconde partie disparaît 


et l'intég 



ion es 


t te 


erminee. 



is le cas contraire, la frac 


tion — ne neut être intégrée qu en 


q ne peut être integr 




m posa: 


lions 


simples, ce qui nécessite la résolution 



c- 


qua- 


tion Q 


o. 


8. L'intégration des fractions rationnelles peut encore être 



de la manière suivante. 

4) q 

de fa 



Nous avons vu (t. I, n 



dénominateur est un pro 


d 




oute fraction dont i 


s premiers entre e 





peut être décomposée en une somme de fractions partielles, 


ayant respectivement ces divers facteurs pour dénominateurs. 



Cela posé, soit 4 la fraction considérée, et soient , P 2 > • . • 


8 


SECONDE PART 




CHAPITRE I. 


les produits des facteurs binômes x 


Cl y 00 


. . qui cor 


respondent aux racin 
de F, de telle sorte qu 




PiP 


2 


aux racines doubles, etc 



3 
3 


• • • 


On sait (t. I, n° 212) 




enus 


P 


ar 


prem 


1ers entre 


d'une somme de 



chacun d'eux n'a qu 



oper 



es facteurs P 0 P 2 , ... peuvent 



ration 


sim 




M 


0 2 
r 2 


* 


qu'on aura à traiter isolément. Nous avons 
question de l'intégration au cas d'une fraction 




ou le 


n'a 


L'inté 



M 



\ 


nominateur est une puissance 

I 



esL racines sim 





problème au 


cas o 




d' 


un 



va nous perm 



me P étant premier à sa déri\ 
terminer deux polynômes A, B tels qu'on ait AP 
On aura donc 


er ce 



M 
P 



^ ■ 


BMP' 


I 



r 



1P 1 
a iormule 





l'i 


in 



BM 


ra 



i 


i 



P 


ar 





1 




(i 



(BM)' 


F) 




et, par suite, en 
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* * 



M 


i 


F- 


1> 



— 



(I 


u) Pf- 




Mi 



i 


et en intégrant 



M 




> 1 


M 


(i 


n a ainsi ramené le ca 





O 


d'une intégrale analogue où V 
unité. En changeant 


de l'intégr 




a ce 





de P est 
en M< dan 




d'une 




mule, on trouvera de même, en posant 




i 


y 


2 



2? 




m 

et ainsi 


* 1 

î d( 




K 


e su 


0 


If m M 

unité, auque 




a 


n en 


de 




ous, ço 



si on 


Il sera 



me 


ce) 





commencer par un 







t 



d'o 




en 




A* 










/ , 




O 


dt. 




v les termes de 




de 


* 0 
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ceux de degré 


impair, o 



?C 2 ) 



<Pi(0' 




L'intégrale cherchée sera donc 


vantes : 





cette 


i 





u 


d'où 








2t dt 


du* *j 


UX Slll- 



ll-l- 



en 


une con 
tégra 





r une 



♦ 


if 



T 



min 


(I 



n 




i 


+ h) 




5 


al 


- 


y- 


„ T 



a 




1 



n 





étant un polynôme 

JL t/ 

L'intégrale des autres termes sera 


gre imme 




■ - 


1 


SI 


l'on 





dt 


(1 + * 2 )t* 



iquons à cette intégrale la formule de 



du 




tion P 


On aura 





AM 


d'où 


I 




On a ici 


I >t 




est 



\ 

a 


sa dérivée P 


f 


A 


i 


B 


» i 


2 



r 


1 


i 



2(1 



2 JUL 


2 


■ * 


2^ 


2 u 


3 


2 


I 


1 1 


■ 


2 £ par 



3 


2 


[X— 1 



-. 

ar cette formule de réduction, on ramènera successive- 


ment le calcul de toutes ces intégrales à 




e la pre- 






lang£. 





Sup 



peut souv 





ons, par exemple, que la fonction ù(\ à intégrer 


isse se mettre sous 





m e 



Si 


t un entie 




ou m 




\ 


1 


L'intég 





us sim 



o(t) dt. 


r 




I 





mer 



a 



ECONDE 



CHAPITRE I. 


Cette expression peut s'écrire 


i 


x 


m 


(a 



bx m ) 


x 


m 


1 dx 


I 


m t( 



bt) 


dt 


Son intégrale sera 


l 



m 
i 


[log£ 


log(« 



bt)] 



const 



[lo 


&x 



7 


i 

log(a + 


m 



const 


- 

Le cas qui se présente le plus so 
tion $(x) à intégrer est une 


Lorsque 

■ 




a 


tion paire, laquelle ne 


On aura donc 



i où la fonc- 



une fonc- 


con 



t, que de x 



<\>(x) 



et l'o 


ici e 




à 2). 



■ 

îdente (m étant 



1 

Signalons 



core - 


cations, où Je numérateur 


di 


co 



re 



e la déri 





du 





enomi 


a intégrer ne 


par un 



ant a. On aura 




a F' (x) 
F(x) 



a log F(x 



const. 


11. 






ues. 


12. Considérons Y intégrale abêlienne 


dx, 



où y désigne une fraction rationnelle de x et dey; cette 
dernière quantité étant elle-même une fonction algébrique, 


INTÉGRALES INDÉFINIES. 


13 



par une e 


quation 


F (x,y) 


o. 


Si la courbe caractérisée par cette équation est 



on pourra exprimer x et y rationnelleme 




a 




n 



iable t. Soit 




X 


d' 


<p(Oi 


y 


+(0, 


Ol 


II 


doc 


9 <{t)dt. 


Prenant t pour nouvelle variable, l'intégrale deviendra 


et se 




<|>(0]?'(0<fri 


4 



rminera sans 



■ 

ulté, la fonction sous le signe 


étant devenue rationnelle 



13, Exemples 


I. Supposons que ,y soit défini par 


l'équ 



on 


m 


m 




f- a y 


m 



bxy 


m— 2 






m 



s y 


mun x 


j donnera 



at 


m 


\- bt 


Ml — 2. 




.t 

k 


X 


A<"M 


-d'où 




L 


7 


ai 


Ml 



bt m 




Ai 



B t" 1 - 1 



o. 


l'équation, débarrassée du facteur com 


On pourra donc intégrer toute expression de la forme 



y 






mm 


m x 


ns Pinte 



e 



m x 



m f x 





m m 





m f x -H n l 




5 


14 



PARTI 


CHAPITRE I. 


ou m, w 


' sont des constantes, a, b r c, ... des nombres 


commensurables, et/ une fonction rationnelle- Soit jxle plus 
petit multiple des dénominateurs de tf, 6, c, 


On posera 


/ 



d'où 


n 





ma 


1 



m 


(m' Vf- 



rrUt^ 1 dt. 




stituant, l'intégrale devient 




t 



n 





im 

M 


», » 


ml tv- 





tout est 



onn 



(m' Vf- 

m. 


* 

jx<2, jac, . .. étant des entiers. 


15. III. Différentielle binôme. 




ce 



a 


r 



pressio 



nm 






stantes 



x m (a 


s nombres 


bx n )p dx, 



rables et a, 



es 


1 

de 



Po 



s 


? o 


at, 



1 



1 


1 








Substituant ces 



pour aureger 




h 1 


î 


9 * *> 


n 



la différentielle sera transformée, à un 



s la su 




constant près, 


t)P d 




e dépend plus que des deux paramètres p et q. 
etle nouvelle différentielle peut être rendue rationnelle, 
d'après le numéro précédent, dans les trois cas suivants : 



i° Si p est entier 



INTÉGRALES I 


2 


o 



9 



INIES. 


l5 





re 






e ces trois cas 








I 



0 


P 



: ■ 




une 



ouv 



- » » 




decompo 


lion par parties fo 




5 


ôn a tout 



(0 


00 




5 



I 


PI 







I 


(p 








2 



au 






i 


0 



I 




P 1 P 






I 



I 




0 


p-1 




s (i) et (2), il vient 




p 




contraire, 1^^ et changeons p en + 1 ; il 


i6 

viendra 


seconde 



CHAPITRE I 


V • 


(5) 






Oip, 


1 


et, en c 



gean 



en 



(6) 






Ces 



mu 




rmettent d 



0 



tégra 



I 


p<i 


a c 





soi 




o, mais 




ener la recherche de Fin- 

me Iy, y, où 


En effet, si p 




1 5 la f orm 



(4)r 




le calcul de 


répétant cette réduction, on 
une intégrale où le premier indice est 

f la formule (5) ramènera de même 
cette réd 



i 




,ond indice est > — i . 
On est ainsi ramené aux intégrales l pqj où 

=à t * 1 * T * T * 



tion, on arrivera 
i • 


à une intégral 



ans 







o 


i ne sera 



■ 





n 




1 I ! 



D 

- 

P 


formule (3) ou de la formule (6), l'abaisser 

■ 




nul, et l'on pourra, 



n de 1 



et 


répéter 
négatif, 



ion jus 




a ce 



il devienne nul ou 


îs 



Supposona donc que /? et ^ soient tous 




^o,mais 


i. 


o 



1 y 



(9 



01 


le (3)j qui 







e nu 




o 


l'intégrale sera donnée par la formule (6), 



ré 



ît a 


(p 




o 



Fun des indices p et ^, ou tous les deux, sont 





"ont impuissantes et 


udra recourir à 




qui ren 


ationnelle. 




réduction 



r 


n'en aura pas moins été fort uti 




si m 


plifiant 



ression de la différentielle sur'laquelle on doit opérer. 




I 


17. IV 


/ 



iques 


■ 

Soit proposée l'intégrale 



f(x,y)dx, 


où/ est une fonction rationnelle, et où x, y sont liés 
•équation du second degré 


par une 


F(x,y) 


o. 


Soient u, v deux coi 


tion 



ntes quelconques liées 









dans l'équation F 


m 

c(x 



o nous 


pren 


remplaçons 


x 



, y par 



Ja fo 


r 



a(x 




d( x 


^) (r 



-v) 


2 


Posons 




Substituant et supprimant le facteur commun 



Tien 


a 



bt 




u 


(c-f- 




et 2 ) {x 


O 


X 


F- 




bt 


c 



dt 



et 


y 



t 


a 




dt 



o. 






La relation F= o est donc unicursale. 

géométrique est aisé 




'équation F 


o 


représente une conique; (p., v) un point arbitraire de cette 


-courbe; y 


t(x 



]x) une sécante menée par ce point; 


t son coefficient angulaire ; x } y les coordonnées de son second 


point d intersection avec la courbe. 


18. Considérons le cas limite où le point 


à l'infini ; soit 



o 


F(^, y) 



J. 


m 

II. 



I 

lx) ( y • 



\ x x) 



, v) est 





y 


i 


/ 


-i 8 
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CHAPITRE I. 


» 4» 


♦ 1 


l'équation de la conique. La sécante, sera 



Uèle à une 


asymptote, et aura pour équation 


■ 


y 



■ 

~kx 


t. 


•4* * 


Substituant dans F 


: il VI 



t(y 



^1 ^ ) 



uations li 



o. 


x ety en 



ction 


rationnelle de t. 

■ 



19. Soit par exemple à calculer l'intégrale 





y 


m 

7 i 

*m 

i dx 

\/Ax 2 + %Bx 





Ax 2 




'intégrale devient 



y 


Goupo 



I • 

a coni 



e par une droi 




. 


t 



a une 



otes; il viendra 





i¥> x 



et en différen 




a~ 


nt 




dt 


t 


m 



ydt — \t 

y 




B) dx, 
B)dx 9 




t 





i 


log[t 




const. 



log [y 




A 


x 





const 


20 



st négatif, 



naires. Cet inconvénient est inévitable si B 2 
le radical à intégrer ést 


.1 

I - • 


imaginaire quel que soit a?. 


Mais si B 2 


AG >o, on obtiendra l'intégrale sous 



r 



en 



O 



n a 


Pos 


d'oi 


u 


À 00 



2B# 



w - 


L'intégrale devient 


e il suit : 


> 



c 


B 


AC 



.3? 

- - " - 



-B) 


% ■ i 



B 


^v/b 7 - 




A G 


A 


dt. 


1 7' 


t i 


■f 


i - 


■ 


21. 


AG dt 





I 


4k 


» p 


* ♦ 


* 


i 


I 



é arc sin i 4- const. 


A 


i 


arc sm 




A 



encore à intégrer l'expressi 


1 ■ 



A 



const 



% f .4 


r r 


Posons 




# 2 -h 2 B 



G 


V 



* I 






étant un po 



i 


y 


v/â 


a conique 

■ 


x 


2 


2 




c, 


on 



d'où 


rati 





ction à intégrer en posant 


v 


4 


(7) 




J7 





2-Bi 


V 






tiom<, di 




PARTIE, 




CHAPITRE I 








■ i 1 ■ 



V 



2 






tion 



s 





doc 




sera donc égale à 



i 


v 


Iog( 





, i 


22 • 












en ettetj 



rationn 









que 











qui ne 






u'un 




V. 






un 





21 


double -(^ y). 



sera 


P 2 , P 3 dési 
tifs 

Posons 



o 


Ihdsdihd gènes de degrés respec 



v 


— JJL). 


Substituons et supprimons le facteur commun 



il vient 




P,(i,0(^ 


d'où les valeurs ration 



s en £ 


✓y* 



P 3 (ï , * ) 


y 


•V 


O 



f Pid,0 


24. VI. Quar tiques unicui*sales. 
doubles, et leur équation générale est 


Elle 


s on 





o 


* i 


i 

A, B, C étant des 




ires 



B 

C 


a x 


a œ 





C 


■m. i #" 

(dont le déterminant ne soi 



ion 



gene 



sec 









rois sommets du triangle 



l'équation 
ayant pour points doubles les 

^m- ^» 

formé par les droites A, B, C. Ces trois points sont arbi- 
traires comme les droites elles-mêmes. Il y en aura deux 
réjetés à l'infini si Pune des fonctions linéaires se réduit 


a une c 



e. 


4» 


D'ailleurs, c'est l'équation générale des quartiques qui 



mettent ces trois points douoles ; car leur p 



e assu 


jettit les i5 coefficients de la 



générale à neuf 


1 ', I % 


SECONDE PAtlTIE. 


CHAPITRE I 


conditions; rest 
cients de F. 



arbitraires: c'est le nombre des coeffî- 


Pour obtenir la représentation paramétrique de 1 


a cour 


be 



si-dessus,, divisons son équation par A 2 B 2 . Nous obtiendrons 
une équation du second degré, non homogène, entre et fi 
Cette relation est uniçursale (17). On peut donc la rem- 



er par un s 



deux équations 


G 

A 



G 

B 




* ■ 


9(0 


De ces équations, linéaires en #, y, 



a leur exprès- 



on 



fonction rationnelle de t 






implici 



su 



osé que les trois 



doubles ' étaient réels. Si deux d entre' eux sont imaginaires 


c 




jugués, il en est de même des côtés opposés du triangle. 


S 


oi 


it d 

L 


i 1 


V 


\ 1 


A 



B 



Ni, 


j réel; 


F sera quadratique et homogène e 

, , MC NG 

existera donc entre 



N 2 , MG, NG. 'Il 




Ml 



N 2 M 2 



N 2 



une relatio 




emplacer par deux équations 



M 


N 


?i(0 

cp(i) 


NG 


M 2 



N 2 


?«(0 

9(0 


On déduit de celles 


■ * 1 ■ 

liné3Îres en x, 






i i ■ 


eux r 


Cep, 




M 9 


N<Pj 

I * 


i.. r 

ernûneront en fonction 


• * 




VI. 



(8) 



nisca 






■ 


2\2 


a pour e 


a 2 (a? 



ans le type prjéeéden 


.-T 



^ t f * 


J </ 


■27 -+ 



B 


G 


i 


Les points doubles sont l'origine et les points circulaires à 

1% • f\ m % 

îiliini. 

Pour exprimer x, y en fonction rationnelle d'un para- 





em 



rocédé ci-dessus. Mais nous 



iquerons de préférence 
Tome I, n° 608. 



éthode générale indi 



ee a 


u 


Nous aurons à couper la courbe donnée, d'ordre /2 = 4? 
par un faisceau de courbes d'ordre 4 — 2 (coniques) passant 
par les points doubles (cercles passant par l'origine) et par 


un dernier point fixe pris sur la lemniscate. (Nous choisirons 



point x 


a 


5 


y 


o.) 


\ 


L'équation de nos cercles sera 



x 



y 


2 


ax 



o. 




un d'eux coupera la lemniscate en 8 points 
de t. Cherchons ses coordonnées. 


5 



(8) et (9) on déduit 


( 


ax H- t 



y 2 ), 


ou en dév 



ant et supprimant le facteur y 


2atx -\- t 2 y 


a 


2 




2 clL oc 


a 




r s* 



m 

jit dans (9) et supprimant le facteur m, % il vient 


x 


1 




a 2 * 2 



2(Zt 


a 



1 



a 


2 


o 


On a ainsi deux équations 



aires pour déterminer x 


et y 


t • - 


26. Intégrales elliptiques et hyper elliptiques. 
intégrale 


Les 





• 1 


où / est une fonction ration 



et X 




orne en 




24 


SECONDE 



CHAPITRE 1« 



rieur a 


2, ne sont pas 


en général 



ucti 



comme les précédentes aux fonction 



transcen 



s nouv 



auxq 



mentaires. 



sont 






^ w. r .^^ - ^, intégra 






ues si /i 


osons-nou 


4- 




1er ces transcendante 








!S. 


Toute fonction rationnelle de x et s/%. 

R et S 50/2 i 




R 



fonctions rationnelles de x 











5 




! 

onnel en x 


tou 






r 


ère de x et v/X sera évidemment de 1» 



I 



Qv/X, 


où P et Q sont entiers en 





ne tonction 



ns 






? étant le quotient 




ux 


fo 



forme 


P 


Qv/X 






ipii 







au 



inateur par 


QWx 



î 




+ pPi- 



*i 4' 

*X 


P 2 

1 




et S étai 



en x 


M 



R étant rationnel en x. Le théorème est donc 





ntré. 


e 



nction aura pour intégrale 




L'intégrale / S dx s'obtenant par 


me 


ment ex 


grale 



il ne reste à étu 



que Ja 



■ 

On peut évidemment supposer que X 


28. 

racines 


pourrait le faire sortir d 




s ; car, s il contenait un facteu 




Ip on 


Gela 
décomposée : 


pose 


i 


que la fraction rationnelle 

i polynôme entier II; 2° en 

M 



peui .être 


une 



de fractions de la forme 577* o ù P est un 





c 


er 



n ayant que des racines sim 



Soit D le plus grand commun diviseur de P et de 

~ ^ - 



y et 


soit P 


DP, ; P { sera premier à D et à X 



a 



M. 



Dt*P^ 


pourr 



onc être dé 



e en deux autres ayant respecti- 





Nous aurons donc 



trois sortes d'intégrales : 


i° Des intégrales 


où P est premier à X 
2° Des intégrales 
3° Des 



^Mdx 






tri 



rme o 





X 


• 

où II est un polynôme entier. 

■ ■ 


29. 

P étant 



intégrales de la 



sorte 


à X, on pourra trouver deux poly- 


nômes A, B tels 


5 


qu on 



V 



SECONDE PARTIE 


CHAPITRE I. 


et, par suite 


p 1 
t, 


A 


» - 





PE* 






BM 




Or, si p. >> i , — est la dérivée de 








■ 







e 



M 






BMX 


/ 


(BM)' 








BMX/ 



M 






i 







n a d 



c 


t 





4 ' 4 - 



Par 1 


t cette é 




M dx 



a 



finalement 


ion, nous aurons 





i 



ication repétée dé cette formule, nous aurons 


HflH 




L 



■ • i 





'< at 


* f' 



un 



me entier et p-un reste de degré 



0 



que P ; on aura donc 



FINIE 


S- 


4* 





Hj doc 



< ■ 



1 - 

v 



Mate 



30. Passons à la considération des intégrales de la seconde 


i 


où P divise X, Soit X 


on 



PX 1 ; P étant premier à P' et à X n 




nomes A, 



5 


qu on 



et par suite 



et par suite 



AP 



BP' X. 


j 




AM 


P 1 " ïyX 



P 


i 


BM 


Or on a, pour toute valeur posit 



ta, \ 



À, m 


L 



p 


/ 


e de [a, et même pour 


\ 



/ 


BMy 



P' 



BMv/X, 



P 




i 

2 



P 



1 


i. 


Mais 



LL— - 

pr 2 



P(X 


1 


(BM)'X 1 H--BMX; 



2 




P 


*4.1 


28 
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■ 


Si donc l'on pose, pour abréger, 




i 

2 


bmx; 


k, 


M,. 


1 

2 







¥ 




et, en intégrant, on aura la formule de réduction 






Pi* 





cette 



t 


orme 





il dx 



L et n 2 étant des polynômes ent 



* , 



nous reste à étu 


peut r 



jn i 

% mi I 




on 


provenant 


s intégra 



cl k x 



\ 



• 7 



m 1 


aura 





x k dx 


9 



», 






m 


une 



ùle de 


intégrales I*. Soit, en effet, 


'JPH 



les 


INTÉGRALES INDÉFINIES. 


On aura, X désignant un entier quelconque co 


2 9 



et en intégrant 





2 


/ 



a 




b x 


•+ n -2 




i 

2 





» * * 


formule qui ramènera l'intég 



e mo 



h 


aux intégrales I d'in 



t 



repet 



■ 

de cette formule, il viendra 



Jidx 





c 





OÙ 




un 




On voit donc que l'intégrale 



_ 


> où R est une fraction 




ri 


es: 2 



o 


i v a 



ermes 


réduit 


n linéaire des intégrales 



algé- 


1/2-2 5 3° à des intégrales de 4 la forme 




où p est 




egre m 



que 

7 


P, ce dernier polynôme étant 


premier à X, et n'ayant que des racines simples 



ous n'avons employé pour la réduction que 


t rat 



nous résolvons l'équation al 



oser p en 


es; mais si y maintenant, 


P 


o, nous 





somme 


m t 

de i 



simples 


■ 


•» > j — « 


oc 


a 



i 



So 


SECONDE PARTIE, Vr CHAPITRE I. 


Si donc nous 


nous aurons 



gnons par 



— *v s. f * 


i erra lé ' 



dx 


— i 



a J(a); 



** * «M* • 


l 1 


1 



Les 

gration 




n 


ï 



onctions 


es nouvelles 




nues par 


intégrales I 0 l , lî , . • , • \,t- , -ï et 



Tinté- 


d 


onc 




_ _ 

La méthode de réduction que nous venons d exposer 

s où X est ùn potv^ 


peut être appliquée avec avantage 
nome du second degré Aa? 2 - 



me de l'intég 


particulières 





i\$x 



et 



C 





G. Elle ramène le pro 
des deux intégrales 



dx 



M 2BûP 



G 


que nous avons 




intégrales 



nues. 


class 



é de X 



un 



m 



^ _ 


impair 2p 




mbre 2 p. On les partage en 
: i° les intégrales de première 




1 T 


I 




■ 


S 




Ip, I 



* * î 


-r 

I 


-.* 



Les premières s'annulent et les autres deviennent infinies 


pour x 


00. 


Soit, en e 



X 


On aura 






* * 


il m 




» • • 


INTÉGRALES INDÉFINIES, 


et* en 



grant, 


■ * 


I 



t', 


♦ HP* 


I 



» 

oc 


p 


k 


1 

^4 


I 

2 



i i 


1 


4'' 


• '-An! - M 


• • • 5 


développement qui montre que, pour x = oo, I k est de l'ordre 

+ Il sera donc nul si k </?,, infini si k^p. 
intégrales J([/.) se nomment intégrales dé troisième 


k 




> * 


3o. Le cas où X est un polynôme de degré pair peut se 


ramener au 



comme nous allons le faire voir. 



X 



x — a)(x 


un polynôme de degré ip. Posons 


X 


oc 


X 


d'où 


t, 


•3/ 



X 


oc 


(a 



_ 



2 


(3 


I 


t 


X 


y 


i 



aura 



a 


\/ÂT[a 

R âfa?' 




y)... 



a 


i 



(3)*]..., 


U 


- 


• » * 


* ? 


T étant une fonction rationnelle de t. On voit que la substi- 

a réduit d'une unité le degré du polynôme sous le 




36. Dans le cas 

■ 

polynôme sous 
sième degré ; mais on 
formation un peu di 



intégrales elliptiques, le 



1 ' * 


ainsi être abaisse au troi 


r une trans- 



olynome 



r 


a 


2 
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CHA 



HE I. 


le produit de deux facteurs réels du second degré, ne conte- 
nant que des puissances paires de la variable. 


Supposons d'abord que X soit du troisième degré. Soit a 



l'une des racines de Inéquation 



o, on aura 



. . f , .... 


ot )i ( x. 





q). 


Posons x 


a 



t 2 , il viendra 



t 



[(a + 




On se trouve, 
radical est du quatrième 


c ramené au cas où le polynôme sous le 


L %J 





t 



que 



moins une racine ree 





] vient d être 1 





sera réelle. 



Si X a ses coefficients réels, l'équation X 


ur a 






p 


osons 






du 



tnème 



V/A( 


x 2 4- px 



q)(x 



t 


p 00 



t 




i 


P 


q f étant reeis, 
p f y on fera dis 




a ses 


en posant x 





gre 


On 



si P<P f 


7 


n de la form 




de la 


par une substi- 


Cette substitution donnera, 


_ 


I 


(I 


0 


L 





t) 




(Xt)(l 





j. 






urs sous le 



ré en t disparaîtront dans 



1 



pose 



2 




P 







iq 


t 


o 


o. 






de ces équations 


9 


9 


9 


f 


P 


P 



qp 


f 




Donc A et u, seront les racines de l'équation 



2 


Ce 


s racines 


\- 2 


g - q\ 

77 A 


P 


P 




o. 
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(q 


f \ 9 


q') 


(qp' 


pq 


! 



P') 



O. 


Or, si Ton 



a, p les racines de l'équation 


OC- 


.2 


jp OC | 


o 


1 


y, 8 celles de l'équation 


x 



on aura 


P 
P 


Substituant ces valeurs 
dente, elle devient 




ou 


K 2 


(y + ô)a + 


! x -+- q 1 


o 


(y -+- o). 


a{3, 




l'équation de ( 


(y 





<5)cc(3] (a 


°) 



1 1 


y*] 



O 


o 


ou 



(a 







îs a, y, 8, ou 


exemple, sont imaginaires 



o 


Cette condition sera nécessairement satisfaite si les 



seront coniugru 




ux a 


naires conjuguées est une 



elles, a et 
eurs du 





imagi- 


J. 
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x 



P 




pposer la décom 


sorte 


cteur soient plus gran 


les d 


T 


t S. 



acun 




que 



urs a 


ï 




Y? « 


sera satisfaite. 


hypothèse, la cond 



38, Les intégrales elliptiques peuvent donc dans tous les 


cas se ramener, par un changement de 



qui sera 


réel si X est lui-même 




F (x) dx 




où F(#) est une fonction rationnelle, et X un polynôme de 


lafo 



b) (a ! x 


Celte expression pe 




t s'écrire 



i 


2 


F(x) 




t } d'où '2 



x), étant une fonction impaire, sera de la 


donc on pose dans la seconde intégrale 




?(0 'dt 



(a f ù-+-b ! ) 



ssion qui peut 



3grer par les méthodes de la section 


précédente. 

Il ne restera donc à é 
le numérateur est une fon 





e la première intégrale, où 



n 




i 

2 




r M 


) 


F( 



)] 




Nous aurons divers 
suivant les signes de a, b 




upp osons 



* * ■''.'.»>>': 

tinguer dans cette étude, 


que a et b soient de signes contraires. 





il i r 


On pourra supposer b > o, a < o; car on ne 



en changeant simultanément les signes de a, 6, a', 6'. 

/*t -m ^ m m _ 


ge pas 



Ce cas se subdivisera, d'après le signe des quantités a', 6', 


en 




I CQ S « * • « « 


2 e cas 


■ * • • 


3 CcïS* % .., 

[\ Q cas . . . . * 


a 
a 


a 


a 






o 
o 


o 


o 


b 
b 





b 



o 
o 
o 

0 


a 


a 


a 







o 
o 
o 
o 


b 1 

V 
b 1 







o 
o 
o 
o 


Si a et b sont de même signe, on devra supposer également 
que a! et b 1 sont de même signe ; sinon, en échangeant a et b 
avec o! et b\ on retomberait sur les cas précédents. Comme 
on peut d'ailleurs supposer b positif, on n'aura que deux cas 


a 



nguer : 


5 
6 


COS. » « • * 

C CÏ S . m m - • 


a 


a 




o 
o 


b 
b 




o 
o 


a 
a 


i 




O 
O 


v 




o 

O 


Ge dernier cas, où le radical y/X sera imaginaire quel que 


so 



, se ramené 



sortir du radical le facteur y 


au cinquième en 



i 


40. Reste à examiner les cas i , 2, 3, 4 5 5. 11 est aisé de les 


ramener les uns aux autres. 


Posons, en effel, 


d'où 


x 


2 


V 


t 


2 


b 


a 


l 



i 


a 



b 


a 


b 


dx 


on 



V 



tdt 


ax 


tdt 


t 



a 


s/a't 1 


ab 1 



ba' 



* 


ar suite, 


d> ( x % ) dx 




HP 


2 


-+- 


t 


a 



dt 



a t 


ab 1 



ba') 



i l'intégrale primitive 


4 


PS 
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transformée rentrerait dans le premier ou le deuxième 


coefficients des termes en t 2 sous le nouveau r 



c 


cas, les 
étant 



tous deux négatifs. 


ans 



sième cas, la transformée rentrerait dans le premier; car on 


aurait 


a 




o, 


a 


i 




b 1 



o 


et, par suite, 


ab ! -h ba 1 



o 


Le deuxième cas se réduit d'ailleurs au t 


d'ot 



v/x 


et 


t 



a 



b?) {a 1 


à{x~) dx 


car 



ant 


a 




aura 


b 


x 


dx 



y P ) 



o 



t 


dt 



t 


2 





1 



a 


i 



o 




* ■ 



b'P— a') 


b 1 



o 


en posa 



a!) 


b 



o 


a 



o, 


b 



Le troisième cas pouvant à son tour 
ainsi qu on l'a vu plus haut, les ci 
nière analyse à celui-ci. 


o 



se 


rédui 




o. 


ire au premier, 
ramènent en der- 


41. Mettant en évidence les signes négatifs de a et a' nous 
aurons donc à considérer les intégrales de la forme 


af-) {b 1 


a 1 1 2 ) 


sfb 




: 


a 

b 


* Cl 


i 



b 


! 


t 


/ 2 




DÉFINIES. 




ait égal àn» on pourrait extraire la racine carrée, et 
l'on n'aurait plus à intégrer qu'une fonction rationnelle. S'ils 


a l a! 


sont inégaux, supposons, pour fixer les idées, -g ^> ^7 et soit 


b'— K b 

Posons 



00 ^ 


x désignant une nouvelle variable : l'intégrale deviendra 


( ) dx 



1 Ç l \ a J Ç 



— /f 2 ^ 2 ) y ^(1 — j; 2 ) (1 — £ 2 # 2 ) 


<p désignant une fonction rationnelle. 


42. On voit donc qu'on peut, par une substitution réelle, 
transformer l'intégrale primitive en une autre intégrale ana- 
logue, mais où le polynôme X ait la forme canonique 


k étant une constante comprise entre o et 1 . 

■ 

Nous avons admis implicitement dans toute cette réduction 


que le polynôme existant sous le radical primitif avait ses 


coefficients réels. S'ils étaient imaginaires, on pourrait encore 
réduire ce polynôme à la forme 


avec d'autant plus de facilité que nous n'aurions plus à nous 
préoccuper, comme tout à l'heure, de conserver aux coeffi- 
cients leur réalité. 

Gela posé, admettons, pour fixer les idées, qu'on ait 


•s 
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on aura 
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CH 


APITRE I 


a 


b' 


étant une constante réelle ou imaginaire, dont le module 
est au plus égal à i ; et si l'on pose 



t 


x 


7 


l'intégrale prendra encore la forme 

* 

o(x 2 )dx 


X 


\/(\ — 


x 



k 2 x* ) 



iquons a i intégrale ainsi transformée les 



n exposés plus haut (n 


os 


28 


a 



. O 



n pourra 


l'exprimer au moyen des quatre intégrales suivantes : 


f\/U 




a;») (i 



OC ^ 


Jxfït 


oc doc 



X 2 ) (i 


k % x*) 



x 2 dx 



I 


X 


) \ l 



oc ' ^ 



(x 



I 


X*)(I 


k^x 1 


Mais si l'on pose x- = on aura 


x dx 



i 


x*) (j 


k % x 2 ) 


' 2 J Vfi- 


dt 



OU 


intégrale exprimable par logarithmes, 1 



ra 


dical 


ne 


plus que sur un polynôme du second degré. 
On a d'autre pari 




x 2 dx 


x% ) ( 1 


k 2 x 2 ) 


i 


j 


k- 


k 


k 3 x*) 



i 


x*)(i 


Si 


X*) 


dx 


* 


Enfin 
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(x 




(x 



(x 




i 


X 2 ) (l 


oc doc 


« 2 )v/( 


I 


a dx 


« 2 )v/( 


1 


X*) (i 


k 2 x' 2 ) 


k % x l ) 


La première de ces deux intégrales devient encore expri 


mable par logarithmes si l'on pose x 2 
La seconde peut s'écrire 


t. 



dx 


\- mx 


;2 )\/( 


i 


x 2 ) {{ 


k 2 x-) 


en posant m 


i 

a 


2 


Les intégrales elliptiques se ramèneront donc en 
compte aux trois transcen 




de 





5 


I 


x 2 ){\ 


k 2 x 2 ) 






i 


k x x 2 


mx 


s )v/( 


x 2 ) (i 


si 


I — X 



doc \) 


k 2 x- ) 


auxquelles Legendre a donné le nom d'intégrales ellip- 


première, deuxième 


de; 



q 



es. 


sino, 

i 7 


grales prendront les formes, suivantes 


nomm 



inte 


J\Ti 




sin 



F' 


k % sin 2 cp 





(i 



m si 


i n 2 <p ) \/ 


i 


- k' 2 sin 2 cp 
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III. 


Intégration 



fonctions transcen 



44. I. Soit à i 



e 


ax 


) dx, 


i 

y désignant une fonction rationnelle. 




on 



ndra rationnelle la 



i 


x 



logf, 



dt 
at 


posa 



e 


ax 


t 


5 


45. II. Soit à ' 



grer 


/(sina?, cosx) 



y ëtanl 



e 



nction rationnelle. 



Cette e 

r s'mx et cos# sont des foncti 




d'où 


sin x 


c 





ut rendre la différentielle 
naires ? en posant 


i 

tanç ~x 

b 2 


2 arc tang/, 


d 



2 0?£ 



§cédente, 


tionnelles de-e îœ 



e, sans intro- 


I — h" 

r 


. T I 

2 sin - x cos ^a? 

2 2 


2 tang — .r 

2 


T 



ng 


2 



2 


T 


J 


CO 



ci/ 


• A * 

sin- — x 

2 


I 



tane^ - x 

° 2 


I 



« I 

tang 2 - x 

2 


Exemple. — Soit à intégrer 


2t 


I 4 


I 


I 



t 




4ï 




a 




a 


coscp 


et 


L'intégrale deviendra 


i 



a 





coscp sin^c? H- sin cp cosa? 


ou, en 





y 


b 



a 



b 


sincp 


i 


\l a 



b 


2 J si n 



i 




b 


ÇA 
J sin 


Posons maintenant, comme il a été expliqué, 


tangf-j 


t • 


elle deviendra 


i 




i 


i 




b 


log£ + con 



i 



— log tang-(^'H-cp) 
b 2 2 



const. 



. On peut encore opérer comme il suit pour calculer 


l'intégrale f /(sin#, cosx)dx. 


Soit 



P(sin.r, cosœ) 
Q ( sin x, cosa?) 


P 



Q 


au dénominateur 



M 



Q( 


COS#), 


par les polynômes Q( 



sin# 


7 


COS#) 


nous 


une nouvelle fraction, dont le dénominateur 


erateur et 

sina:, eos,r), 
obtiendrons 
sera un 


D 


nome en sin 2 ^ et cos a # et dont le numérate 


forme 



Nj sioa? 



2 CO S OC ^ 


N désignant l'ensemble des termes 


■ I 


e 




er 


CHAPITRE I. 



42 SECONDE PARTIE. — CH 

s'mjc et cos# est pair; quant à N 1? N 2 , ce seron 
nomes en sin 2 # et cos 2 #, comme le dénominateur. 

■ 

Pour intégrer le premier terme 


s poly- 


posons 


t 



1 



d'où 


dx — 


dt 


1 


1 


cos«# 



r 1 



1 


t 


t 


2 



contenant que des termes de degré pair en sin# et 


erentielle se 


une partie ra 



t 


m 


tanga?; 





aie se 


2 0 de termes logari 



nés, tels que 


A log(£ 


a) 


A log(tang# 


a). 


Dans la seconde i 





posons 



d'oi 


u 


s 1 n oc 


Ni 
D 


1 • 

devien 



une fonction de 




i° en un 




pourra être décomposée 


e ll entier en t 2 ; 2 0 en une somme de frac- 

' * M. 


tions de la form 


A 




L'intégration de II donne un polynôme impair en t. Quant 


à la fraction 


A 


m 


5 si a 


o, son 


1 



gra 



era 


A 


2m)t 


%m—\ 


s 

p 


Si a ^ o et m 




1 , on aura en appliquant le procédé connu de 
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réduction 


I 


m 


A dt 


a) 


m 



A 


a 


a 


r-) 


t 


2 


a) 


m 


dt 


i 

a 


I 


TA i 


m— l 


H- / 


2 £ 


J « 2 (£* 


a) 


-dt, 

ni 1 


puis, en intégrant par parties le dernier facteur, 



i 

a 


I 


A i 

a 2 


t 


i 


i 


m 


— 


I 


/n ( J a 


a) 


m 


2û(l 


m) 


i 


L'intégrale I TO se réduira donc de proc 
une fraction impaire en ï; 2° à un terme transcendant 



i° à 



Bdt 


B 


a 



log - 



2 va 



L'intégrale 



Ni 
D 


dx se réduit donc : i° à une 



nclion 


rationnelle et impaire en cosx; 2° à des termes de la forme 


B . COSX 

log 



a 


2 



COS.27 



a 


Enfin, dans l'intégrale 


N 2 


JL) 


cos x dx, 


nous poserons sm# 


t ; nous aurons encore à 



grer une 


fonction rati 



t 2 ; et l'intégrale se composera 


i°d' 


une 




tion rationnelle et impaire en sin# ; 2 


o 



termes 


de la forme 


C , sin# 

iQg 




2 va 


sinx 



sja* 


47. Si Ton v 



it a 



itution tanga? 


t à 


sin# e 



une fonction quelconque / ration 
nouvelle différentielle ne serait plus en général rationn 


la 



en 



SECONDE 



CHAPITUE I. 


% t 


£, mais elle le serait en t et y/ 1 + t- . La substitution sinx 


t 


OU COS.2? 


en t e 


adonnerait de même une différentielle rationnelle 



i 


t 2 . On 





quer 



s expressions les 
méthodes de réduction ou d'intégration qui ont été exposées 


précédemment. 





i 



* 2 ( 


ou en f e 



i 


e différentielle rationnelle en t et 

se transformera en une diffé- 



rentielle rationnelle en sinx et cosx par la substitution 


t 



x (ou t 


sinx). 




rationnels. 


rosons 


$in~x 



ou 


2 ! 


sin 



SX 


dt, 


L 






ît 



m x cos n xdx, m et n étant 


2 



I 


t 


n 


1 



C'est une différentielle binôme. (Pour les cas d'intégrabi- 


lité et 


49. 



ormuies 




ction, voir 1 



Soit à calculer 



os 


15 et 





/ 



x, e ax y e hjc j . . . , sin a x, cosax : sin fix } cosf3a?j . . .) dx, 


ignant un polynôme 




sinus et co 


e 


OLIX 


sin olx 


- e 


2i 



<Xix 


cosax 


e 


rkix 



e 


eux 




2 


f deviendra un polynôme en x, e ax , . , „ ? e aéx 


./>— ou se 


sera composé d'une somme de termes de la forme 


5 


et 




ue nous désignerons par l m . 
L'intégration par parties donne 


1 e nx dx 


Répétant la réduction, on arrivera à l'intégrale 




1 


0 



X 


doc 


e 


71 X 


n 


L'intégration faite, il conviendra de remplacer les expo 
nentielles imaginaires par leurs valeurs en sinus et cosinus; 



les î 


imaginaires disparaîtront alors de l'intégrale. 


50. IV. Soit à calculer 


jf{&)e nx dx, 


/ 



x) étant une fraction rationnelle. 
Cette fraction pourra se décomposer en une p 


E et en 



de la 




1ère 


■ i 
i 


( 


a) 


tn 


L'intégrale / "Ee nx dx s'obtient par la méthode qui vient 

d'être exposée. 

Restent les intégrales de la forme 



e 


a) 


m 


dx 


Si m 



i, l'intégration par parties donnera 



e 


nx 


a) 


771 


dx 


e 


I 


n 


( 


m -h i) (x 




e 


nx 


a) 


m- 


dx 
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Cette formule de réduction permet de ramener le calcul de 

m 

l'intégrale cherchée à celui de l'intégrale 



Posons 


x 


a 



l 


n 


5 


OU 


dx 


dt 


a 


Cette intégrale devient 


vient 


r - 


t 


dt 


e 


an i 

■ J 


e 
1 


dt. 




1 


a 



estion est donc ra 


cendante u 


* « 




u calcul de 




j: t 


osant enfin e £ 


r 






e se tran 



mera en 



Cette transcendante (on l'on 



dînera 






d'intégration de telle sorte qu'elle s'annule pour y 


nomme le logarithme in 




o) se 


dey. 


51. V. Les intégrales 



f(x 9 logx) dx 


e 


t J f(x, arc sinx) dx. 


où f désigne un polynôme, se ra 




d'être étudiées, en prenant respectivement log.r 7 arc sin# 



nouvelle variable. 


w 

52. L'intégration des fonctions rationnelles (et plus géné- 


ralement celle des fonctions algébriques) conduit, ainsi que 


nous l'avons vu, à des fonctions transcendantes. 

On pourrait supposer que l'intégration de ces dernières 
fonctions en produirait de nouvelles ; mais il est aisé de voir 
qu'il n'en est rien. 

» 

Soit, en effet, I une de ces transcendantes et considérons 


l'intégrale 



I dx. 


L'intégration par parties donnera 


i 



1 dx 



oc 1 doc « 


m 

Or xV est, ainsi que I', une fonction rationnelle (ou une 
fonction algébrique)* 



) une 



tion 



la variable x, intégrable 


ervalle AB. Soient a et b 



ux 



elcon- 


e cet 1 


pressio 




valle. Nous avons défini, au Tome I, l'ex- 




OC ^ (J OC • 


Cette mtégr 


isfait à 



(0 




b 






Nous avon 



i - 


ue c est une 



ion 



tinue 


de a et de b. On aura donc (en supposant, pour fixer les 


idées, b 


a) 


(2) 



f f(x)dx 


1 


i m / 

=oJ a + 



f(x) dx 


1 


i m I 

'=oJ a 


b — S' 




11 


r 

i m f 


f{x)dx 



relations permettent de donner un sens au symbole 
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49 



/(a?) cte dans certains cas où la définition < 

* tir * ' J * - "V' 

e limite de sommes cesserait d'être applicabl 
Supposons, par exemple, que la fonction /( 

_ _ 

tégrable entre a et 6, le soit entre a + e et 6, i 
te soit s (ce qui arrivera notamment si elle 



ue 



mais tend vers oo lorsque x tend vers la 
, L'expression 



f(x) dx 



aura pour cnaque valeur de £ une valeur déterminée. Si, 
lorsque e tend vers zéro, elle tend vers une limite fixe, nous 
prendrons cette limite pour définition de l'expression 


OC ) dx. 



e même, si la fonction f(x) devient infinie (ou plus géné- 
ralement cesse d'être intégrable) aux environs de la limite 
supérieure 6, ou à la fois aux environs des deux limites, nous 

f f(x)dx par l'équation 

a 



b 


f(x) dx 


iirïi 

£' = 0 



£ — E' 


/"(^r) dx 


ou par celle-ci 



b 


b — £' 


f(x) dx 


li 

:0, 



0 



f(x)dx, 


a 


en supposant, bien entendu, que les seconds membres ten 


dent effectivement vers des limites déterminées. 


Pour 





ainsi, i 


il 



ut et il suffit que la 



rence 



4-è 


a-\- £ 


-J 



■F 


j. 


II. 


4 


5o 
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t. . * 


que les infiniment petits 


r„ 'e', r/, quels que soient les rapports de ces de 



ers. 


». ■ 


54 


tte 



ussion sera 


facile. Supposons que, 

1 M 

infinie d'ordre a. On r 



mrea,f( 



{x — a) a 


o(x) tendant, lorsque x tend vers a, vers une limite L dif 


férente de zéro. 
* Le facteur (oc 


a)* restant positif entre a 



s et 




*1 


le théorème de la moyen 






mimmu 



e 



s zéro, A se r 



suitira 



quantité intermédiaire entre le maximum et le 
o(x) entre a + e et a -4-^. Si £ et r\ tendent 

ni nul ni infini. Il 

t l'intégration 




c de discut 
ue aisément. Si a^i, l'intégra 




(x 


expression qui tendra vers zé 
sera indéterminée si a 



Y) 



1 



si a 








i ; car les deux 


termes dont elle se 



comp 




ms sepa 



ent, sans avoir en 






e 


Si a 


i 9 l'intégr 


|Log(# 



«)]; 


Y] 


Logn 


Loge 


et sera indéterminée. 


Donc, /?o 




/"(#) dx tende vers 


zéro, il faut et il suffit que V ordre d f infinitude a de la 
fonction f{oo) pour x = a soit < i . 




5i 


Supposons, d'autre part/ que/(.^) devienne infini d'ordre (3 



6, On aura 




r '. 


* v 


■ -v ' r 



1 I I t-J U 


• 4 


(X 


"■ ■ 


I 


* / * 


i ■ 


i + ■ 


A v 


* 


* * * t 


û(x) tendant vers une limite M finie et 
quand x tend vers 6. Il viendra ensuite 



de 



f{x) dx 


( 


• • 4 * » ' * 


( 



(b — x 



dx 


x)$ 


v 


ul étant intermédiaire entre le maximum et le minimum de 

et, par suite, tendant vers M quand è[ et v\ r 



vers 



o. 




grale 




e 



e à 



dx 


x)$ 


Y)' 1- 'P 


£ 


I 


si (3 ^ r, 


f 4 


a 


logm' — logr, 


si 


(3 


I 


et pour qu'elle tende vers zéro, il faut et il suffit qu'on ait 



* , i 



le même qu'on a 


déjà trouvé pour la 


i 



55. Supposons plus géné 




x)- reste înté- 

grable dans tout le champ ab, sauf aux environs de certains 


points c M c 2 , 


5 


c n en nombre limité. Nous définirons 



b 


par 






£ 1 — *>, £ 2 




■ i 
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e 



• *9 

ion n 


a de sens précis que si les 



en 


question existent, 



considérant e 4 , e,, t 21 e 2 , ... comme 




finime 


Il peut arriver 


tits in 





ue le se 



même que ces limites n'existen 


membre ait cependant 


déterminée dans l'hypothèse particulière où l'on a 


£ 


1 



a 


i > 


^2 


£ 


2> 


£ 


n 


f 

a 


Cette limite a été nom 





pale de l'inté 
intérêt à introduire cette 



e 1 intégra 

■ 

ne pourra 


le < 


m 


ns certains c 


aie da 




r 


ne re 





s en 


limite 



rinci- 



avoir 



s 


rien de déter 



parfait, 
d'un 



e 



enfin que les points c M c 2 , • • • soient en 
formeront dans tous les cas un ensemble 

t intégrable aux environs 



1 


c es 


(h étant co 




ment 




tervall 



ra a fi 



que 





h 



environs 




t 


P 


imite de Tense 





mt 



îte de cet ense 




lui a 


gne un 
-f- h r elle sera 
le point x ne 

onc, 
ssai- 







par- 


Cela posé, décomposons le champ 
tiels, de longueur moindre qu'une quantité infiniment petite 
S. Considérons ceux de ces intervalles qui ne contiennent ni 
à leur intérieur, ni à leurs extrémités, aucun des points sin- 
guliers c\ y c 2 , • • • • Us forment par leur réunion un domaine 


jouissa 



s propriétés suivantes : 


i° Il contient tous les points de l'intervalle ab dont l'écart 
à l'ensemble (c { , c 2 , ...) est égal ou supérieur à S ; 


2° Il est formé d'un nombre fini de portions ai 6<, a 2 6 2 , 


# • • 




d'un seul tenant 
singuliers. 


, séparées 





s 



Êm. 


pa 


r 



s points 


Soit D un domaine quelconque satisfaisant à ces deux 
conditions. On pourra déterminer les 






b 


fdoc, 


• * 


et leur somme re 



la valeur de l'intégrale 




h 


fdx 


1 * 


prise dans le domaine D. 

Supposons maintenant que 8 décroisse indéfiniment. Le 
aine variable D englobera progressivement tous les points 



de l'intervalle ab qui ne sont pas singuliers. Car l'écart de 
chacun d'eux à l'ensemble c 2f est une quantité 



minée h différente de zéro. Il appartiendra donc nécessaire 


ment à D dès que 8 sera devenu < 
Si l'intégrale / f dx tend dans 


h. 


* ■ 


s con 





limite déterminée, nous la désignerons par 




ions vers une 


b 




a 


définition comprend évidemment celle que nous avons donnée 
ci-dessus pour des cas particuliers. 



s te, il faut et il suffit évidem 


57. Pour.que cette limite 
ment qu'on puisse trouver pour chaque valeur de s une quan- 
tité correspondante rij telle que, en appelant D et D< deux 
maines quelconques correspondants à des valeurs de la 



variable 8 moindres que tj, on ait toujours 



/ fdx 



s. 


Soit donc A un domaine 
comme lui de parties d'un 


nt D et formé 
tenant séparées par des points 




t 






aux 




que D, pour la 


même v 


l'inégalité 


8 ; on aura 






» » # 



4 

* T 


■ » 



r ** 


£ 


la limite 



re inégalité suffit (Tai 
; car, si elle est 



our 



ence de 


appartie 


formé par les points de l'intervall 
ou à Dj ou qui sont 


de 


singulier ; 



s 



ans en être 





s par un point 


S- ? 'il ■ 


k * 


d'où 







£ 


r. 


if ■ 




2 £ 


5 




ine À 



nombre de 


■ 


portions d'un seul tenant 







somme pourra être 




ue e, 


admet entre a et & une intégrale finie (et par suite déter- 
minée ; car \f\ étant positif, son intégrale ne peut que croître 
avec l'étendue du champ). . . 


4 * 


.r sera 




b 



finie. De plus, on aura 


■* - 


t.' ! 


■* * .i 


1 i 





« * 




■ * 


Car cette inégalité a lieu pour chacun des intervalles a { 



b 2 , . .. qui constituent le domaine D. Ajoutant ces inéga- 


lf \ il vient 


f(x)dx 


D 


< 


"ai 

r m* 

si - 


< 




h- 


* 


f dx 


a 


X 


< 


\ \ f\doc, 
'd 




erchee. 


et, en passant à la limite, on obtiendra la relation 

us pourrons dire, par analogie avec une dénomination 
tée dans la théorie des séries, que l'intégrale 

■ 





b 


f dx 


w 


a 


^supposée déterminée) est absolument convergente , si 
l'intégrale 


- 

/ \f\ dx , 

J a 


«est finie ; semi-convergente dans le cas contraire. 


59 



Par analogie avec ce qui précède, nous définirons les 



fdx, 


a 



b 


fdx, 


00 



ce 



00 


par les équations 



oo 


lim 


a 


b 


OC 



b 


b 


lim 


a 


00 


a 


00 



b 


a 



00 


lim 


00 


a 

b 


00 



b 


00 


a 


m * » ■ 

â condition que les seconds membres aient des limites déter 


minées. 



r cela, il faut et il suffit évidemment que la différence 




b 


a 


Wt 
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ou la différence analogue 



a 1 


5 


ou enfin toutes deux à la fois y 


a 


tendent vers zéro, lorsque b et V tendent vers 4- oo, et a, a 


vers 


00. 


Comme on a 



b 


fdsc 



\f\d* 



a' 



" a 


< 



a 


\f\dx, 


a 


on voi t qu 



f dans un champ 


champ sera finie, et que son modu 

# 

cette dernière intégrale. 



i/i 


pourra surpasser 



CcLS 



est absolument 


te 


me l'intégrale de \ f\ 
plus loin un exemple de ce genre. 



ie. Nous donnerons- 


ncipale de l'intégrale 




oo 


00 


xpression 


lim 



QO 




se confond évidemment avec l'intégrale 



oo 


... 


si celle-ci 


a un sens précis, mais qui 
nière le soit. 





inée sans que cette 



60. Il existe ici encore ûn cas très générai où l'on peut 


reconnaître si l'intégrale est ou non déterminée. 


Supposons que, pour x 



oo, f(x) soit un infiniment 


petit d'un ordre déterminé a, de telle sorte qu'on ait 


x 


- 

®(x) tendant vers uné limite fixe L, finie et différente de zéro 



DÉFINIES. 


quand x tend vers 



00. 



1 1 



f /( 

J b' 


x) dx 



b 


cp (a?) dx 


x* 



b 


dx 


x 


oc 


\ étant intermédiaire entre le maximum et le minimum de 


o(x) dans le champ d'intégration,, et tendant vers L lorsque 

— — - x 

■ 

b et b* croissent indéfiniment. D autre part, on a 



b 


dx 


b* 


OL 


b 


x 


OL 



> 


i 


a 


si a<i, 


\ogb 


si oc 


i • 

1 5 


pour b et b 1 infinis, cette expression tendra vers zéro si a 
elle sera indéterminée si a<i. Donc, pour qu on 
étendre le champ dHntégration jusqu'à Vi 



i 




jusqu'à Vinfini positif 
finie et déterminée, il 


faut et il suffi 
petit d'ordre 


00 



f(x) soit infi 



L . 


On arriverait évidemment au même rés 

■m 

négatif. 


Pinfi 


îni 


61. No 


Tom 




fondé 


mme limites de sommes 
IL est essenti 



reconnai 



5 ï 


usqu a que 


subsistent pour 



ces pro 
nou 


venons de définir. 


i° Les relations (i) et (2) subsistent évidemment, 

t de départ de nos généralisations, 
même de la formule 



uis- 


s 


(3) 




e 



En effet, Tinter 


posons-le, comme il a été 


1 

étant d'abord supposé fini, décom- 



en 




Jrm 1 
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infiniment petits ; on aura, pour tout intervalle qui ne 

contient aucun des points singuliers c, c n 


* r 




* t t 


Sommant les équations ainsi obtenues et passant à la limite, 


il viendra 




Cette formule, étant ainsi démontrée pour 



val eu 


rs 


finies Quelconques de a et de b. subsistera encore à la limite, 
si Ton fait tendre vers l'infini a ou b, ou tous les deux à la 
fois 



Nous ayons encore trouvé (t. I, n° 55) les résultats sui- 


vants : 


3° Si l'on a 


/(*) 


■ 

G|/i(a?) h- C 2 / 2 (a7) -+- 


* « 


5 


27 


étan 



C„ G 

tions intégrables, on en déduit 


es constantes et /i /^(^O* ... des fonc- 

9 G f m » 




/(o?)rfa?=.Gi 


a 


dx 




i 


f % {x)dx 



• * • 


4° Si /(a?) < / 1 (x) et 6 > a, les deux fonctions étant inté- 


grables, on a 



f(x) dx 



b 


f x (x) dx. 


boient, par suite, ®(x) et <|/(a?) des fonctions intégrables 

dit 
ont la première reste positive dans tout l'intervalle ab, 


tandis que la seconde reste comprise entre deux nombres 
fixes M et m. En supposant, pour fixer les idées, M > m et 

■ 



b 



a 




(5) 



cp ( œ) dx 


et, par suite, 





< 


■ 



b 


5 9 


I 


- J 


1 



6 


:(p(d7)rfîC, 


- 


étant interme 




M et m 


On voit, par un raisonnement identiq 



que 


lisées. 


bsistent encore poi 


s intégrales gé 


62. Si F (a?) est une fonction primitive de la fonction 
intégrable de a à on a (t. I, n° 



Jf f{œ)dx 
a 


F(b) 


F(a). 


L'extension de cette formule au cas actuel réclame plus 



tout d'abord que, x dési 



un point 


conque de l'intervalle ab y on a 






b 


Les deux intégrales qui figurent au second membre de 
cette formule, pouvant être calculées indépendamment l'une 


de l'autre, doivent être finies 




terminées pour que 




X 


le soit. L'intégrale / représente donc une fonction de *, 


définie dans tout l'intervalle ab. Cette fonction est d'ailleurs 


continue, car, si e est un infiniment petit 



it positif 


J 




ion 


■ 



r . 
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et, d'autre part, 



*X7 ] w 


1 




b 1 r 



Enfin on sait que, pour toute valeur de x pour laquelle 
f{x) est continue, cette intégrale a pour dérivée f{x) (t. l r 


n 



osons 



soit continue 



ns tout 


le champ a6, sauf en certains 






■ 1 





jouisse 



* « * 


1 



2» 



lt 




o 




e que 



X 


à savoir d'avoir 




a 


dans tout le champ, sauf p 


différence 




égale à f(x) 

C \ 7 • • • 7 ^ïl • Lft 



3?) 



1 • 


ayant sa dérivée constamment 
cun des intervalles 



C\ c% 



intérieur de cha 


€ n bj s'y réduira à une cons- 



tante; mais cette constante pourra varier d'un intërv 
l'autre. Soient k, £ n k n ses diverses valeurs. On aura 


a 


F (a) 


F(b) 


d'où 



f{x) dx 




f{x)dx 



le 



b 


/(x)dx-F(b) 


F (a) 



Le terme complémentaire k n 



n 





discontinuités que la fonctio 
points c { , c n . On a, en effet, 



re 



e que 


la 


nF<V) 




kn 


k 


(k n 


* n— i ) H- • • . 4- ( k t 


k) 


Or la discontinuité de F(x) au point a est par définition 


INTÉGRALES DÉFINIES. 6l 


l'expression 

* » 

4im [ F ( a + s' ) - F (c,— s)] I i ru 




4 

•et se réduit à ki — %_t, puisque l'intégrale est une foncli 


■continue. 


D'ailleurs F (a?), ayant une dérivée en 



-Ci) y sera continu 

Nous aurons donc finalement 



<6) / f(x)dx = F(b)-F(a)-b, 


A désignant la discontinuité totale de la fonction F(#) dans 
l'intervalle de a à 6, , 

Un passage à la limite permettra d'étendre cette relation 
au cas où le champ est infini. 


63. La règle pour l'intégration par parties est une consé- 
quence immédiate de ce qui précède. 

Soient, en effet, f(x) et ®{x) deux fonctions telles 

J( x ) ? f ( x ) et f ! ( x )^{ x ) s °i ent continues entre a et 6, sauf 
en des points isolés. La somme 



«tant la dérivée de f{x) <?(#), on aura, en appliquant la for 
mule ci-dessus, 



b 



ii) I r/(^)?'(^)-+-/ , (^)?(^)]^=[/(^)?(^)]«-^ 


A désignant la somme des discontinuités def(x) y{x). 
Si donc l'une des intégrales 



a une valeur déterminée, et s'il en est de même du second 


9 


62 

membre 


minée 




■ 




CHAPITRE H. 


utre intégrale sera également 



formule 


L'équation (7) 



vers 00. 



i - ' ' * . l 

eurs à la limite, si a ou b 


« ■» 



64. No 





rivée r 



u que, si ©(.*) est une fonction quelconque, 
te continue et différente de zéro dans l'in- 


e de t 0 à T, on a, en supposant 


r * 


* * 


à • 


^7 


la relation 


?(0, 


<p(T) 



/( 



/[<P(0] ?'(0^- 


' 1 1 


tenant que <?'( /) devi 


lie 



d 


isc 


tinue. mais seulement à Tune des a 



e 




xemplc 
de t 0 à 



appliquer le théorème 
ndra , 



/( 


?('o) 



/[<P(0] «p'tO* 


Faisons tendre e v 



ze 



Si la 



tin 



a 


tT, <p(T 


e) te 



ra vers cp 




la formule (8). 
Si q(T 
bsisterc 


e. 



su 


Ldait vers 

- 

% en y r 



te. t 1 



p 


* i J * h Y 


00. 


Si nous admettons enfin que la fonction o f (t) reste co 

■ 



même 



oo, par 


exemple, on pourra, sans que la formule cesse de subsister, 




tend 


qua 


, variant tôu- 


lim 


finie ou infinie ; en la désignant par <p(<x>), on 



ue la for- 


mu 



ermer 1 


ou discontim 



o f (t) soit nulle 
points isolés cj-, <@m ... situés dans le 




1 




n 




sécurité 


f 


décomposer le champ ab en intervalles partiels Cl C | j C{ , • • • j 
dans chacun desquels on pourra appliquer la formule précé- 
dente, car f f {t) n'y devient nulle ou discontinue qu'aux 
ites du champ. 



65. 



oit, comme exemple, à transformer l'intégrale f 



f(x)dx 


par.le changement de variable 


J I» 


■ * » 


L 


X 


I 

1 


Si a et 6 sont de même signe, 


t varie de — à ^; et la dérivée ^ 



e # var 


de 


a a 


restera continue et di 

—T —a - ■ - _ r m. * ■ : ■ i - r* ?■ ."T" » 



rente de zéro. On aura donc 



f(x) dx 



i 

b 


* 2 


Mais 



■ 

mule serait inexacte si « et b étaient de signe 

- 


contraire ; car x 




e par la valeur zéro 


laq 




On devra donc 



b 


dans les 


deux suivantes 



4 r 



i * 


qu on tran 

Soit, par exemple, a 


t var 



i , 
— a 

a 


oo 


o. Lorsque x varie de a à o, 
: quand x varie de o à 6, t varie de -f- oo 
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66. Soit encore à tran 
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à -> La véritable formule de trans 

b ' 



* 

ation sera do ne 




dt 


t 


2 




r l'intégrale 


par la 



stitutioii 




00 


arc sin£. 


La dérivée de arc sin£ est égale à 


l'intégr 


i 



i 


cosœ 



t 







s les d 



7Z 

m 

2 


suivantes 


n 


71 




donc décomposer 


Dans 

. ■ 

grale 



emière, t varie de i à o, cos# est positif; Tinté- 
form 






le radical étant pris positivement. 


D 


ans 



seconde, t varie de i à o, et cos# est négatif ; elle 



a donc pour tra 



ormee 


Ajoutant les résu 


INTÉGRALES DÉFINIES. 


trouvés, il viendra 


65 



f si 
o 


in"* x 


dx 


2 


o \[ï~- 


dt 


67. Le théorème ét 



pour 



îgration des 


séries peut être généralisé comme il suit. 

S— -m * 


Soit 


S 


u 




- _ w 

une série dont les termes sont des fonctions de admettant 


des intégrales déterminées 


s dans 


Fin 



valle de a à b (ces 



limites pouvant être infinies). Si le reste R ;J , négligé e 


s'arrêtant au n ième terme de la série, peut se mettre sous la 


forme 


w 1 

• <T ■ » » » • 

<p(#) étant une fonction positi ve de x, dont l'intégrale entre 
a et b soit finie, et e n un facteur qui tende uniformément vers 
zéro lorsque tend vers l'infini, on aura 


(9) 



S doc 



a x dx Hh 




On a, en e 




S afo? 



i/ j doc 




Ci, doc 



dûC m 


II 



donc de montrer que le terme com 



înt; 


lïientaire 


J a 


cp ( # ) flfa? 


tend vers zéro quand /i tend vers oo. Or on peut prendre n 
assez grand pour que, dans tout le champ, |e„| soit constam- 
ment moindre qu'une quantité £ d'une petitesse arbitraire, et 
le théorème de la moyenne donnera 




e n cp (x) dx 



S 


f 9 

J a 


(x) dx, 


quantité qui 


J. 







5 


I 
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ient a 1 A, b, B des côns 


chapitre n 



68. 


fonction des deux variables x 7 y, continue 



(10) 



K formé par les 
aura (t. I, n° 58) l'égalité 


x 



y 



À 


f(x,y) une 
le rectangle 


y 



B. 



car les deux membres de cetle égalité 


expressions di 






t que 



ux 


M 


ai s 


v î 





s a, A, b 


) cessait d'être conti 




t in 



e c 




tion, la démonstration précédente n'étant plus applicable, 
l'égalité (io) pourrait cesser d'être exacte, ainsi que le mon- 



irent les exemples suivants. 



69. Posons 






y 

arc tansf — > 



dx 



î 

i 

Ht 


d 2 V 


dx 


oc 







y 



y 



x 





= B 




x 2 -\- y 



i 


y 


[ 






dx 


i + x 


,2 


7T 

4 


7T 

4 


70. Considérons en 



cond lieu la fonction 


A 


x 


m 



X 


/«— 1 



* * 



Kx 
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A, B ? i. H K, L étant des constantes, que nous supposerons 
réelles pour plus de simpli " 



Posons 


x = p(cos<p i sin cp). 


a fonction prendra la forme 


p + Q*, 


en faisant, pour abréger, 



cosmcp -+- Bp' /I_1 cos(m — i) 9 -h. . . -t- Kp cosop -h L, 



Àp" 1 sin m 9 -+- Bp™~ 1 sin (m — 1)9 + . . . -H Kp sin 9 


Poson 




V 



On en déduit 




dp dp 
dp P 2 + Q* 



dP 
O — P 


^ 2 V M 


<V ? ~(P 2 +Q 2 ) 


M désignant un polynôme par rapport à p et aux sinus et 
cosinus des multiples de <p. 


Nous allons démontrer que, en désignant par R une quan 


tité suffisamment grande, les deux intégrales 


R „ 2 71 


1 


dp I 

*J A 



0 ^ 0 


dp dcp 



et 


n'auront pas la même valeur. 
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La première intégrale est égale à 





reprenant, pour cp 


o et o 


2tz, la même valeur, la 


quantité à intégrer est nulle. 


La seconde intégr 


our v 


aleur 






o, on a 



o et 



o, d'où 




0 


Pour p 


le pl 


R, on 
us eleve en 


aura, en 




5 * 


écrivant 



1 


es ter 




d egré 




- 

<?9 


Q 


AR' n cosmco 


AR 7/î sinni cp 4- 
mAR m sin/ncp 


5 





m 


cosmcp 


d'où 



mA s R 


l L fi 



« • 


A 2 R 


2 m 


m 



s 




une qu 
La seconde 



etite, quan 







d. 



V 



ur 


m 



■ 


ou sensiblement 



2 TZ 


m 



2 m n 


quantité différente de zéro. 

Les deux intégrales que nous venons de calculer ajant 
une valeur différente, il faut nécessairement que la fonc- 

, H». 

soit discontinue dans le champ de l'intégration. 


tion 


dp do 

i à 


d 



continue que si son dénomi 



devenir dis- 


II 


système de valeurs de p et de o qui annule à la fois P et Q. 
Donc il existe une valeur p(cos o -f- i si n o) de la variable x 
qui annule le polynôme Ax m 




m— 1 




L . 


No 


cette proposition 


fondamentale de la théorie des équations, que toute équa- 
tion algébrique a une racine. 


71. Il est utile d'assigner un ensemble de conditio 


ns suf 


fisantes pour qu'on puisse opérer avec sûreté le renverse- 
ment de l'ordre de deux intégrations successives. » 
Supposons d'abord a, A, 6, B finis et admettons : 



i° Que les points c du cbamp pour lesquels la fonction f 
cesse d'être continue soient tous situés sur un nombre limité 

* 

d'arcs de courbe continus P< Q,, . . P n Q n sur chacun de 
quels x d'une part, et y de l'autre, aill 



croi 



t ou constamment en décroissant 



onstam 



t en 


2° Que l'intégrale 



fdx, prise suivant un segment 


%3C 


d'une parallèle aux x, situé d'une manière quelconque dans 


le champ, et dont la longueur X ne surpasse pas un nombre 
fixe /, ait toujours une valeur déterminée, dont le module 
soit constamment inférieur à une quantité è/ 5 ne dépendant 
que de l et tendant vers zéro avec lui ; 


3° Que l'intégrale 



alogue 



fdy, prise suivant une 



aux y, ait de même une valeur déterminée, de 
module moindre qu'une quantité z\ analogue à e/. 


Dans 


ces 



itions, nous allons montrer : i° que les 


intégrales 



et 



A 


dx 


a 



f dy 


h 
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r * * Il *iv 


ont des valeurs finies et déterminées; 2° qu'elles sont 
égales. 


Remarquons d'abord que, sur chacun des arcs PQ, x est 


une fonction continue de y, toujours croissante ou toujours 
écroissante, et réciproquement. Les points de cet arc com- 



pris dans la 


e P 

l'axe des x infiniment voisi 




des abscisses infiniment peu différentes; et si 



eux parallèles y et y+dy à 
l'une de l'autre auront donc 


uppo- 



sons dy < S désignant un infiniment petit, ils seront tous 

leur dy el de 

longueur moindre que /, / étant une quantité que nous pour- 


contenus à l'intérieur d'un rectangle r de 

-m m, -m ->m '■ _ i 



rons faire décroître à volonté en même temps que i 


Chacun 



n a 





iQi, . .., P n Qn donnera lieu à liju 
e rectangle (si toutefois il rencontre la bande de 


uteur dy que nous considérons). Si deux des rectangles 




s 




ainsi formés empiètent l'un sur 1 autre, 
nous les réunirons en un rectangle unique dont la longueur 

indre que 2 /. 


ainsi, on voit que tous le& 

ande 





arcs P, Q f , . . V n Q n cont 


seront in 


est au p 



urs a aes 




g 




m 



égal à et tels que la somme de leurs longueurs 


soit moindre que n 
On en c 



lut que 




f(x, y) dx 


es 




ion continue dey. En effet, elle se c 




ose 


i° De m intégrales prises suivant les segments delà droite 
d'intégration renfermés dans les rectangles r f , , 


module de chacune d'elles sera < s ni , et il en 



Vffi* Le 
de même 


pour les modules des portions correspondantes de Tinté 


grale 


y 



dy ) dx. 


* # 


INTÉGRALES DÉFINI RS. ft 

- 

2° Des m H- i intégrâtes prises suivant les segments de 
la droite d'intégration extérieurs aux rectangles. Celles-ci 
seront des fonctions continues dey puisque f{oc,y) est con- 


tinue en dehors des rectangles. Le module de l'accroissement 




de chacune d'elles, lorsque y sera changé eny-h 
donc moindre qu'une quantité arbitraire e, si dy est asses 
petit. 


On aura donc 



A " 

Je 
f f(œ, y) dx 
a 



2me n i-h(m -Ki)e 


* 4 


■ 

Or, si l'on fait décroître indéfiniment dy, on pourra faire 

ar suite, /, z n i] notre pro- 





position est donc établie. 
L'expression 



f fdx, 

a 


intégrale d'une fonction continue de y 7 sera finie et déter 


mmee. 


La même démonstration s'appliquerait évidemment à Fin 





11 reste à prouver que ces intégrales sont égales. 




2. Pour cela, décomposons le champ 




s aux axes coordonnes en rectangles eiemen 
s moindres aue 8. Désignons généralement par 


ceux de ces rectangles qui n ont aucun point commun avec 


les arcs PQ : pare' les autres, qui rencontrent au moins l un 

* T r » r • 




arc 


tégrale 





r r 


d'intégrales analogues ayant 
r champ les divers éléments e et e f . D'ail- 
ents e. où la fonction f reste continue, 


l'intégrale double Sfdxdy e 



représente la valeur de 





fdx ; on aura donc 


%■ 



B 


/A 
fdx 


2' S / dx dy tf/ ffd, 

e e' 


* 4 


aJlons montrer que 
tend vers zéro en même temps que 
Soient 

i 

entre de 
Ceux de 



te 



e de cette é 




ux 





s a 



q 


ui 



c 



ris 


x consécutives 




s éléments e' k qui rencontrent un même arc PQ 


seront conhgus, et leur réunion fournira un rectangle p entiè- 

si les parallèles aux y sont suffisamment 

_ 


rement c< 


rapprochées, dans le rectangle 


/ 


de longueur *k moindre 


que Z qui, d'après le numéro précédent, contient à son inté- 
rieur tous les points communs à PO et à la bande considérée. 
A chacu 



ta 


:or 



tPQ 


arcs P,Q,,.,., P„Q 
ainsi un rectangl 
eux de ces rectangles q 




le considérée. 


rencontrent la 




eunis 






teraient les uns sur les autres, on voit 


contigus ou empie- 



1 




nts e\ se 



upent en rectangles p 4 , p 2 , ... en nombre au plus égal à n 

1 :"*é _ 


tels 


que nL 
La. s( 
ments e 


que la somme de leurs Ion 


S 


soit 



oindre 



i 

dy [fdx 



aux élé 


emment égale à la somme des mêmes inté- 


e 


hac 


es relatives au* riivprs rp^hno-lnc 0 Q 


• * 


un 


de 


ceux-ci, l'intégrale ffdx ayant son mo 


Or, pour 

dule 


moi 



rily 


ce! 


moindre que 




de l'intégrale I dy I fdx sera 
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7 * 


I 

On a donc 


— 


2 Jdyffdx 



et par suite 


< 



e 


k 


e 


i • 


■ 



k 



Al£„/(B 



- 


• k 


expression dont la limite est bien égale à zéro. 


11 résulte de ce que nous venons d'établir qu'on a 


* 



fdx 


lim 

8 = 


o 


■ 

7 j S fdx dy. 

*' \ > 


On obtiendrait, par un raisonnement identique, le même 


résultat pour l'intégrale 
sont donc égales. 



A 


dx 


a 



B 



. c 



deux intégrales 


73. Le théorème qui vient d tabli subsistera encore 

si l'on suppose : i° que les conditions (i) et (2), sans être 


nécessairement satisfaites dans le rectangle (a, A, 6, B), 






oient dans tout rectangle (a, A, b 

* 

petites que soient les quantités positives tj, y) 



V) quelque 
0 que la con- 


dition (3) soit satisfaite dans le rectangle (a, A, b 1 B). 


En effet, les deux derniers termes de l'expression 


f fdy 

b 


B — 7)' 




b-h Y) 



&-f- Y] 





« B 


/4r 


B-Y]' 


ont, par hypothèse, un mo 



< e/ si 7) et r/ sont moindres 
que /, quel que soit d'ailleurs x; la somme de leurs variations, 
lorsqu'on y change x en #-f- dx, est donc moindre en val 




ue que 4£/. 



.1 
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En outre, le premier terme est une fonction continue dex. 


Donc 



4 * 


sera 



continue, car, en prenant 


d'abord /, puis dx suffïsa 



petits 


décroître autant qu 


qu'on 


voudra chacun 


van 




égrale 




ourra 


faire 



sa 


aura donc une valeur déterminée, qui sera la limite de l'in- 
tégrale 


I * 




car la différence entre ces deux intégrales sera égale à 







Mai 


îs 



B-Yl' 




in 




2 Si dx 


2 £/(À - 


suite, tend vers zéro avec l. 




^ ■ ■ 


que 


! 


i 



) 



J f 


la limite dont nous venons d' 

Il » j * 

ose - 



par définition, autr 




e 



ir l'existence 

■ 

ê 

tégrale 




■ » 


[lest d'ailleurs évident que le théorème 



encore 




7& 


pour tout ç 



P 



en un nombre limité de rec 


tangles dont chacun, considéré séparément, satisfasse aux 


conditions 



^dentés. 


74. Passons enfin au cas où le champ est infini. Suppo- 
sons, à cet effet, que #, A, b restant fixes, on puisse faire 
croître indéfiniment B sans que le théorème cesse d'avoir 
lieu. 

* 

Admettons, en outre, que pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et A, l'intégrale 


ait une valeur déterminée, dont le module soit moindre que 
£ B cp(#), le premier facteur e B restant borné et tendant unifor- 

V 

mément vers zéro pour B = 00 dans tout l'intervalle de x = a 


a x 


A (ou tout au moins dans toute portion de cet inter 


valle qui ne contient pas certains points isolés e, c', ...); 
o(x) désignant d autre part une fonction de x, 



également bornée entre a et A et admettant dans cet inter 



représentera 



valle une intégrale finie. 

Dans ces conditions, l'intégrale / 

a et A une fonction de x, continue (sauf 
points exceptionnels c, c', ...). En effet, soit x un point 



aux 


quelconque différent de ceux-là ; on aura 


00 



oc 


f d y- 


Pour toutes les valeurs de x suffisamment voisines de 
celle que nous considérons, o(x) sera inférieur à une quan- 
tité fixe M, et £ B pourra, en prenant B assez grand, ê 

itraire e. La variation du 



rendu moindre qu'un nombre 



terme 



». 


en passant 



oint x à un point infiniment 



m w 


voisin x 



dx aura donc son 'module moindre que 2Me. 
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D'autre part, / fdy 



B 


tîon sera < e si dx est assez petit. 


Le module de la 

(îM+ï): et ( 


riat 


ion 



QO 


fdy sera donc moi 


en 


ntité auxiliaire B, 


• w ■ 

puis prenant dfo? assez petit. 

Si donc il n'existe dans le champ a A aucun des points 

* ?" * • T. 00 - 

exceptionnels c, q ue nous avons supposés, / fdy 


ntin 




00 




terminée 


tous les cas, d'ailleurs, où cette intégrale, ou ce 




■ * 



oo 



li 

B 


im J 


B 





a 



A 


dx 


a 



B 


fdy 


i 


terminée, elles le 


t toutes d 



égales. Intégrant, en effet, l'égalité (1 1) de x 
isant tendre B vers 00, il viendra 


a 


a x 


seront 
À et 





B 


00 



■ 

/ 


otre 


■ 1 


m 6 



a pour limite zéro pour B 

* 

Pour cela, isolons dans le champ ak. des intervalles par- 

8 contenant respectivement dans leur 


tiels de longueur 



intérieur les divers points c, d \ 


* « # 


INTÉGRALES DÉFINIES. 

t ë 


Considérons l'un de ces intervalles aa' 


77 



par exemple. 

Le module de l'intégrale 


nant le pointe, 


É 4 


f 

fdy 

B 


y sera moindre que e B <p(#) et a fortiori moindre que \k^(x) r 

■ 

p. désignant le maximum de la fonction e B , qui est supposée 


bornée. L'intégrale 



a' 


dx 


a 



00 % 

t 

fdy prise dans cet intervalle 


B 


aura donc un module moindre que p. / ®(x)dx 1 qui tend 

a 

vers zéro avec S, puisque <p(a:) est supposée intégrable. 


Donc, en prenant S assez petit, on pourra faire décroître, 
autant qu'on voudra, la somme des intégrales relatives aux 

le 



petits intervalles que nous avons isolés. Désignons pa 
reste du champ ; £ B y tend uniformément vers zéro lorsque B 

■ 

tend vers oc ; donc, en prenant B assez grand, on pourra 


rendre e B constamment moindre qu'une quantité arbitraire e ; 

* * 

on aura, par suite, 






-À 


Q(x)dx<^$l cp(x) dx 


quantité qui tend vers zéro avec e 



L'égalité 



oc 



J a 


A 


f dx 


étant établie, sous les conditions précédentes, faisons 
tend 



à son tour vers oo. Admettons : i° que pour les 
valeurs de y comprises entre b et oo, l'intégrale / fdx ait 

• * *s A 

A 

une valeur déterminée, de module inférieur à e A <|> (y), e A restant 
toujours borné et tendant uniformément vers zéro, lorsque A 
tend vers oc, dans tout l'intervalle de b à oo (sauf peut-être 


I 


■ 
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HA PITRE 11. 


aux environs de certains points exceptionnels, en nombre 


fini), et ty(y) étant une fonction positive de y-, dont l'inté- 
grale de b à oo soit finie. Un raisonnement tout semblable 
au précédent montrera que, si l'une des intég 




00 


b 


J a 


\ oo 

f 




1 00 


00 


dx 


i 




«st déterminée (ce qui arrivera toujours s'il n'y a pas de 
points exceptionnels), elles seront égales. 


II 



raies multiples. 


76 



m 



peut être aisé- 


me 




s sim 


généralisée comme celle des inlég 

section précédente. Pour fixer les idées, ; 

i 



s 



été 



aérerons les intégrales do 

Soit f(x,y) une fonction de y, laquelle reste 
aux environs de chaque point d'un domaine borné 
aux environs de certains points c, à r , ... en nombre fini ou 
infini. Nous pouvons supposer ces points d'exception situés 
sur la frontière de E; car, s'ils lut étaient intérieurs, en les 
excluant de ce domaine nous constituerions un nouveau 



aine pour le 



el ils 




points frontières, et 


intérieur à E. 
de chaque p< 



que ne 
>maine 


f 


mesura 



et parfait, 


ion /(a?, j 
t y de D on 

: ■ < 




cer un cercle dans 

domaine 



lequel /est bornée ; elle le sera a fortiori dans 
contenu dans ce cercle. Si donc cette propriété a lieu pour 
tout cercle ayant son centre en un point x,y, quelque grand 
que soit son rayon, elle aura lieu pour D; sinon on pourra 


d 


dans les 


cen 


ma 


dans les cercles de rayon 



7\ 
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y 
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79 


minimum p différent de zéro. Or on oeut 


nomb 
Lit bor 



ts de 
d'eu 




i 


• _. J fc -ta J ■■ r 

La fonction / admettra donc dans D une intégrale par 
excès et une intégrale par défaut; nous les représenterons 

■■ ■ 

respectivement par Sl/de et Si/de, ou, plus simplement, 
par Sq 7 S£. Lorsque nous n'aurons à considérer qu'une seule 
d'entre elles et que le raisonnement pourra s'appliquer 

■ 

indifféremment à l'une ou à l'autre, il deviendra inutile de 


les distinguer; on pourra donc les désigner par la notation 
commune $D,.en supprimant l'indice supérieur. 


77. Soit donc S D l'une ou l'autre de nos deux intégrales 
Si nous faisons varier le domaine D d'une manière quel- 


conque, de telle sorte que son aire ait pour limite l'aire inté- 
rieure de E, il pourra arriver que l'intégrale S B tende vers 

* 

une limite déterminée. Nous dirons dans ce cas que cette 
limite est l'intégrale dans le domaine E, et nous la représen- 
terons par Se. 

La condition nécessaire et suffisante pour que cette limite 


existe est que l'intégrale S 0 tende vers zéro lorsque D varie 


d'une manière quelconque, de telle sorte que son aire tende 



vers zéro : autrement dit qu'à tout nombre positifs on puisse 
faire correspondre un autre nombre S tel que, pour tout 
omaine, D (mesurable, parfait et intérieur à E) d'aire 



moindre que 8, on ait 


S 


D 



£.- 


En effet, supposons cette dernière condition satisfaite et 
considérons deux' domaines quelconques D et D' (mesu- 
rables, parfaits et intérieurs à E) tels que leurs aires D et D' 
diffèrent de l'aire intérieure de E d'une quantité 
que oVSoitrf l'ensemble des points de D qui n'appartiennent 
pas à D'; d' celui des points de D' qui n'appartiennent pas 




ARTIË. 


CHAPITRE 



à D ; on aura évidemment 


d 



E 


* - 


D' 
D 



D' 


d 


f 



E 


D 




d 


f 


et, par suite, 


D' — ^d 


< 


S 



d r 





ite. Il 


ce qui prouve l'existence de la limite S E . * 

il 

Réciproquement, supposons la condition non sa 
existera une quantité e pour laquelle on pourra déterminer 
un domaine d'aire inférieure à une quantité quelconques 
et tel que que l'intégrale ait son module g e. 

Soit D un domaine mesurable et parfait contenant d, 


interieu 




ons du 



ine 


e E 


D soit moindre que S 



obtiendrons un nouveau domaine D 


1 nous 


points intérieurs à d, nous 

/ 





E 


28, Les deux 




d dont Taire D 


ndront toutes deux 


v 


ers E si l'on fait décroître 8: mais la différ 

/ 



grales correspondantes 



D 


S 


d 


aura son module au moins égal à e. Donc la limite S E n'exis- 

* * * 1* ^ k ■x, 

tera pas. 


K L 


78. 



s deux intégrales 


S4/ûfe, Si/de 


s ont, par définition, les limites des sommes 



M/ç de fa 


> m k de k , 


D 


4 


où M*, m k sont le maximum et le minimum de / dans l'élé- 
ment infiniment petit de k , Le maximum La. du module de / 
s cet élément sera 





s grande des deux quantités 



DÉFINIES. 


81 


M 


a > m A h on aura donc 


2M k de k \^2L k de k} 


y. 


m k de k | < 2 h k de kl 


et en 



à la limite 


ci 


< 


Sh\f\de, 


Sê|<Si|/|afe. 


■ 

Si donc, lorsque D tend vers zéro, on a 


©I 

on aura a f ortiori 


limSèl/l de 


o 


(a) 


lim SA 


o 


limSo 


o 



et les deux limite 



K C2 




étermi 



79. Nous allons voir que, réciproquement, les condi- 
tions (2) entraînent comme conséquence nécessaire la rela- 
tion (1). 

Soit en effet f K une fonction égale kf quand f est positif, 
et à zé 


quand /est nul ou négatif; on aura par hypothèse, 
pour tout champ D d'aire inférieure à un certain nombre S, 



§hfde 



s 


et cette 



devra subsister pour tout champ contenu 


dans D. On en conclut aisément que l'intégrale 

Si f x de 

ne peut surpasser e. 

Décomposons en effet le champ D en éléments de k infini- 


etits ; soient M* le maximum de /, M ik celui de/ { 



dans l'élément de k . 
On peut prendre les 


différence entre les sommes 



assez petits pour que la 


1 



et leurs 


c 5 


2 



ik 



k 



Shfde } 


d.A de 


soit moindre qu'un n 



J. 


II. 



6 
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-dessus s 


sera ainsi a fortiori si les 

t restreintes à une 









et les intégrales 

_ 

es éléme 




s 




r Ma est égal à M* dans tout élément où / prend des 


v 



urs positives, égal à zéro 





on aura donc, 


en désignant par D, l'ensemble des éléments de la première 








d 



et, en faisant tendre r\ vers zéro 



ufi de 


< 


c 



Remarquons en second lieu 
ensemble quelconque- étant éga 





ire au 


minimum de/, on a 


§lfde 


Sé(-/) 



Par hypothèse, 





gne u 
zéro dans 



vers zéro 



même du second ; 


f lorsque 






ce 



Si/2 de < e. 


Gela posé, on a évi 



men 






Le 


onc au plus 


à la s 


a 


1 


par 



e 




un 



s maxima d 





/aï on 


Si 



de g SijTj tffe 



Donc, si D tend vers zéro, 






limSê|/| 


théorème s 



Pour que les intégrales, par excès et par défaut, de la 




83 


fonction f dans le domaine E soient déterminées toutes 

• m S' * i- •-, . «j ...,-». 

deux, il faut et il suffit que V intégrale par excès de 
dans ce même domaine soit déterminée. 





n remarquera que, dans ce cas, l'intégrale par défaut de 

■ • * 

dans E est également déterminée. En effet, l'intégrale 


par défaut 


H\f\de 


a tous ses éléments positifs ou nuls et au plus égaux à ceux 

de) elle tendra donc vers zéro 



1 



de l'intégrale par excès 
en même temps que cette dernière, si D tend vers zéro. 


80. Soit D n D 2 , D„, ... une série déterminée, mais 
susceptible d'être choisie à volonté, de domaines successifs 
(mesurables, parfaits et intérieurs à E) tels que chacun d'eux 
contienne le précédent et que l'écart maximum des points 


de la frontière de D w à la frontière de E tende vers zé 
quand n tend vers oc ; l'intégrale 



sera positive et croîtra avec n. Si elle tend vers oo en même 


temps que ai, l'intégrale Se|/|^ ne pourra être finie et 
déterminée. Dans le cas contraire, elle tendra vers une limite 

, qui sera la valeur de l'intégrale S^ | f | de. 
effet, soit D un domaine quelconque (mesurable, 




et intérieur à 



do 



l'aire 




E 


dans la suite D 1? D„, ... un domaine D /4 
entier D, et l'on aura 

M _ I 

l 

$h\f\de = Sî> n \f\de = A. 



8. Il existe 


tenant en 


Posons, d'autre part, 


A- 


S 


n 


et désignons par \k n le maximum de \f | dans D„. 

Désignons par d l'ensemble des points de D„ qui n'appar- 
tiennent pas à D ; l'aire de cet ensemble sera moindre que 



84 
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D e 


t a fortiori moindre que S. Cela 





on aura 


SA 



de 





n suffisamment grand, 


A 




1S 



petit, nous 
donnée, d' 




s r 



e /0 puis u„S 


plus petits que toute quantité 
On aura donc 


lim SA I f\ de 


ce 





montrer. 


81. Soient enfin E un donfaine qui ne soit pas borné; 


une 


tion 



mie 


dans 


ce 


do 



admette, dans tout domaine A borné et intérieur à E, une 


intég 




r excès S^, ou une intégrale par défa 



S 2 


D' 


ap 



ce 


que 


nous 





ci- dessus, la condition 


nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est qu'on 


ait 


li m Sj) 

D=0 


o 


ou 


limSft 

D = 0 


- O 


pour tout domaine in 




de 


ux cor» 



ons sont satisfaites à la fois, 


térieur à A. Et si ces 

dront 




a 



-ci : 


limSA|/j 

D = 0 



O 



it R l'écart minimum des points de E non contenus 



A à un point fixe, l'origine des coordonnées si l'on veut. 
Faisons varier A de telle sorte que R tende vers oo ; si l'in- 
tégrale $hfde, par exemple, tend vers une limite fixe, cette 

dans le 


limite se nommera Yinlégrale par excè 
domaine E, et se représentera par §* E fde. 



e 



Pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que 

M~ M, 


l'intégrale 


Si/de 


tende vers zéro, si l'on fait varier A de telle sorte que son 
écart à l'origine tende vers oc . 
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lin etlet, supposons cette 
deux domaines quelconque: 
dont l'écart à l'origine est 



A qui n'apparti 


R; soient d l'ensemble des 
t pas à À' ; d 1 celui des points 


e A' qui n appartiennent pas a A; on aura ev 



emm 


S A 


Si, 


Cl 


Q 1 


et les deux termes du second membre tendent vers zéro 


pour R 


oo 



osons, au contraire, que cette c 



ition ne soit pas 


remplie. On pourra déterminer un nombre e tel qu'il existe 
un domaine d } borné et intérieur à E dont l'écart à l'origine 
soit plus grand que toute quantité donnée, et pour lequel 



e. 


l'intégrale S* d fde ait son module 
Cela posé, soient: 

A un domaine quelconque ; 

R l'écart minimum des points de E qui n'appar 

à A à l'origine ; 
p l'écart maximum des points de A à cette même 


On peut, quels que soient R et p, déterminer d dé telle 
sorte que son écart à l'origine surpasse p. Cela posé, les 


intégrales prises dans les deux domaines A et A -f diffé- 



reront de plus de e, bien que chacun d'eux contienne tous les 

R. L'intégrale ne 



points de E dont l'écart à l'origine est 
peut donc tendre vers une limite déterminée pour R 


oc . 


Les mêmes raisonnements s'appliquent aux intégrales par 



ut. 


On peut enfin s'assurer, par des considérations toutes sem- 
blables à celles des n os 78 à 80, que, pour que les intégrales 
par excès et par défaut soient toutes les deux déterminées, 
il faut et il suffit que l'intégrale par excès du module de f 


soit finie. 


82. Les propriétés fondamentales des intégrales définies 
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par excès et par défaut subsistent pour nos intégrales géné- 
ralisees. 

Supposons, par exemple, qu'on divise le champ E, sup- 
posé infini, pour plus de généralité, en plusieurs régions 

Ej \ y 1-^2 y • • * • 


Soient respectivement A 1? A 2 , ... l'ensemble des points 


communs à E 4 , Ë 2 , . . ., et au domaine A formé par 

fil # m Tfc S' "•>' 



points de E dont l'écart à l'origine ne surpasse pas un nombre 


fixe R. Supposons que l'ensemble des frontières communes 
à A <5 





aire nulle. Soient D un domaine 


surable et 



it contenu dans A ; D { , D 2 , . . . les domaines 
partiels formés par les points de D qui sont respectivement à 

l'intérieur ou sur la frontière des ensembles A 1 , A 2) 

On aura, en considérant indifféremment les intég 
défaut ou par excès, 




par 


Sn 




* * 


i, ■ f 

Faisons tendre D vers A; D l5 D 2 , ... tend 


vement vers A, , A 2) . . .', on aura à la limite 



4 

respecti- 


Sa 


Sa. 



2 





ce second passage à la 


Se 


Se 4 -+~ Se 



« • 


émonlre de la même manière, par un ou deux pas- 
sages à la limite, q 




on a 


/ 


on au: 



fi + c î/ï + . • 



S E f de = c t S^/j de + c 2 S E fz de 



(en supposant que les intégrales du second membre aient 
des valeurs déterminées). 

é théorème de la moyenne s'établit par le même procédé. 



83. Considérons enfin la formule p 
variable. 
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Les anciennes variables x, y étant liées aux nouvelles iï % 


v par les relations 




a 


s i//(^i y) dx dy = S E /( 9, 91 )\3\du dv. 


Cette formule a été établie (t. I, n os 145 et suiv.) en 


supposant : 



i° Que dans le domaine E, les dérivées de cp, cp, restent 
continues, et leur jacobien J différent de zéro ; 


2° Que le domaine E est borné, et que chacun de ses 


points (m, v) correspond à un seul point y) de E ; ; 

3° Que la fonction f(oo^y) =/(cp, o { ) reste bornée dans 
ces domaines. 

■ 

Nous allons montrer qu'on peut, sans qu'elle cesse de 


subsister, se débarrasser de la plus grande partie de ces 


restrictions. 


84. Supposons en effet que, en certains points de E, les 
dérivées de cp, <p< cessent d'exister ou soient discontinues, ou 
que le jacobien J soit nul, ou, enfin, que / cesse d'être 


bornée aux environs de ces points. On peut supposer ces 


points exclus du domaine E, de telle sorte qu'ils appa 
tiennent à sa frontière. Nous exclurons de même du 


domaine E 7 les points correspondants. 

Nous pouvons ainsi admettre que, dans tout l'intérieur de 


E, les cond: 


tions ne 


les ' 



que 


conditions, à tout domaine D, borné, mesurable et parfait 
contenu dans E, correspond un domaine D' de même nature 


contenu dans E', et réciproquement. 

Gela posé, nous allons montrer que, si l'une des intégrales 

$ E ,fdœdy, Suf\J\dudç, 

la première, par exemple, est déterminée, l'autre le sera 
aussi et lui sera égale. 


w I 


8 


8 
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85. Soit, en effet, A ; 



d 



omaine Dorne qu 



ue con 


tenu dans E ; , mais renfermant tous ceux de ses points dont 


les coordonnées ne su 
nombre donné R/. 



sent 



en 


vale 


ur 



solue 


un 


On aura, à la seule condition de prendre Iv assez grand, 




| $wfdx dy — Sfcfdœ dy \ 


'ailleurs, D' un domaine mesurable que 


ans 





l'ensemble des points de A' qui n'appar- 
ent pas à D ; ; on aura de même, à la seule condition de 



as 



petit 


5 


| Sfrfdœ dy — S D ,/ 



e 


et, par suite, 



fdxdy\< 



v 


. G 

rem 


borné, mesurable, parfait et 



demme 


si I on y 


un autre domaine D"(égaleme 

i contienne 1 









e formé oar la ré 


pas a 


d! f l'ensemble des points de A" qui n'appartiennent 

3 d\ on aura 


' étant contenu dans A' 7 , et 




■ m 




E 






Onu 


■ 



6* 



2£. 



maine 


le 


champ de 
mesurable D. 



seconde intégrale un 




dans 


rne 



ons pa 



maximum 


>di 



les 


86. Soient maintenant : 

■ 

■ 

A un domaine borné quelconque contenu dans E et renfer- 


mant tous ceux de s 



points dont les coordonnées ne 

surpassent pas en valeur absolue un nombre donné % ; 
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D ( un 



aine borné et parfait c 






enu 



ns À 


semble des points de A qui n'appartiennent pas à D,. 


la 



faut montrer que, en prenant R 1 assez grand, puis 
petit, on pourra rendre aussi petite qu on voudra 


,fd. 


f\ 


'i 


Or, si R 
> noints de 




D< , sera donc 
le domaine formé par la réunion 



et de D< ; on aura 


(D 


et, par suite, 


S Dl /| J | du dv = S(D/| J 



Sg/| J \ du dv. 


Soit CD' la 


portion 





qui corr 



à (D; on 


aura 


S 



J 



et, comme &)' contient D', cette 
S E <fdxdy de moins de 2 s. D'autre part, 



différera 



J 



est born 


dans le domaine D; en désignant par M son maximum, on 


aura 


Sg/| Z\dudv = M d = M ^ 


et, par suite, 


Svfdx dv — S Dl /| J | du 



< 


11 



Mdi. 


on peut choisir e aussi petit qu'on veut; cela fait, 


R et M prendront des i 
choisir R l5 à volonté, i 
d, assez petit pour que M 
voudra. 

Le théorème est donc dé 



dev 


R; enfin, prendre 
aussi petit qu'on 



tre. 


87. Supposons maintenant que la fonction y) soit 

intégrable ? dans tout domaine D 


non s 



née 



9° 



mesura 


b 


e 



s et p 




IRTIE. 


CHAP 



E 





eux 1 



t parfait contenu dans 

défaut et Sf> se confondront en une seule, 



sera 




cette i 


nition a 1 integ 



tégrale proprement dite S D , à laquelle les raisonne- 
cédents seront applicables. La valeur limite de 


née, servira de défi- 
ainsi, il sera néces- 




1 


si 





E 


finie et 


ur 







dx d 



it une vale 



fi 



inie. 


88. D 



le 


cas 



s intég 


F 

e 



die ? cette condition était su 



Cette différence s'explique en remarquant que 

A JL 1 * 

identiques dans les 




5 


pour 




b 



1 



nction / c 





tl 



c situé dans le 
i la limite de V 




être intégra 


P 









x -+- 


I fax 



I 

grale s 





d' 

défi- 






le de a 


a & c 


e f tendent vers zéro. Ici le domaine E est l'inter- 


à et D est 



e et de c 



îe c 



£ 


rmé par la 
à b. 



ition que ne lui i 



gênera 



contient deux 




sep 

intermédiaires 
domaine D ai 



s par le p 

O 



n 



t C, 


que 




t tous 1 




1 



dj 


nts 


un 


particularise 



terminée, sans qu'il en soit de même pour les domaines 


ui ne 


p 



Dans ce cas 
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b 



l'intégrale / fdx } définie comme nous l'avons fait, pourra 


a 


donc être déterminée, sans qu'on ait le droit d'en conclure 
que l intégrale / le soit. 



différence entre les intégrales simples et les inté- 


grales multiples est analogue à ce que nous avons sign 



dans la théorie des séries. En effet, les séries simples 


peuvent être absolument convergentes, ou seulement semi- 


convergentes ; pour les séries multiples, cette différence 
n existe pas, l'absolue convergence étant un des éléments de 



r 


définition. 


89. Soit f(x,y) une fonction intégrable dans un domaine E, 
borné et mesurable. 

s par F l'ensemble des valeurs de y auxquelles 
correspondent des points de E; par G y l'ensemble des valeurs 



de x pour les divers points de E qui correspondent à une 
même valeur donnée de y. 
On aura ( t. I, 56 et 57) 

S E fdœd/ = Spdy[S G fdœ], 

m . f 


de sorte que le calcul de l'intégrale double se ramène à celui 


de deux intégrales simples successives, qui peuvent être 



rises indifféremment par défaut ou par excès. 



Ce théorème peut être généralisé de la manière 
Supposons : 


i° Que la fonction y soit intégrable dans tout domaine 




mesurable D contenu dans le domaine E (sans l'être néces- 


sairement dans E) et que l'intégrale 

S E f dœ dy 



ait une valeur déterminée 

......... , t ■ ' ( 


2° Que le domaine A R formé par ceux des points de E 

i ne surpassent pas 
ue soit 



un nombre donné R soit me 





CONDE 
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■ 

3° Que l'intégrale simple S \f\dx, prise dans un domaine 
quelconque d contenu dans l'un des domaines G r et dont 


l'éten 



sse pas s 




moin 



la quantité £/ ne dépendant que de / et tendant vers zéro 



que £/ 


avec Z; 


_ 

4° Enfin, que si le dom 


la 


me 






absolue, que eR<p(j"), £r ne dépe 


minent moindre, en valeur 


i 




vers zéro avec — > et ®(y) désignant d'autre part une fonction 


:née, positive 



t l'intégrale 





F soit 



Nous allons démontrer que, dans ces 


èses, l'inté- 


grale 


prise 


A 




a 

soit par excès, est égale à 


EJ a * 



90. Tout d'abord, l'intégrale 




al< 


Si 


y 



, l'inté 


que 



e sera, 



moi 



e 



e 


Si |y|<pi on pourra décomposer le champ G y en deux 



_ 


'G 



s resp 


x 




x 


p. Dans 




ntégrale sera encore 


L'étendue de l'autre p 





l'intégrale correspondante 


du champ ne surpassant pas 2p, 


moi 



onc 



q 


on aura 


o y \f\dx 



£ p <p(r ) 



Os 


2p> 


9 étant égal à zéro si I y 



p, a i 



.Les inte 
dans le domaine G r sont donc 



s le cas contraire 



par excès ou par défaut de la fonction / 


déterminées, et pour chaque 
valeur de y leur module ne surpassera pas la limite ci- 


dessus, 


i « 1 
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Les intégrales 


Sf dy S G fda) 


(calculées par excès ou par défaut) sont également déter- 


■ ■ 



minées. Il suffit, en effet, de montrer que l'intégrale 

%dy\S Qy fdœ 

* 

est finie. Or cette intégrale est au plus égale à 


S F ^j[£p?(7) 




première partie 


est finie, par hypothèse. La seconde partie l'est également, 
car elle est évidemment égale à 


Ê 2p Fi? 


F< désignant la longueur de l'ensemble formé par les 



mts 



21 2 C . 
i 


de F pour lesquels |jK j< p, longueur au plus ég 

91. Soit maintenant À R l'ensemble des points de E pour 

et |y| ne surpassent pas un nombre donné R. 



Décomposons le plan par des parallèles aux axes coordonnés 
en carrés de côté - > l'origine étant d'ailleurs un des sommets 
du réseau. Ges carrés seront de trois sortes : 



i° Des carrés e intérieur 
2° Des carrés é extérieurs à A R ; 
3° Des carrés e f! qui rencontrent sa frontière. 


■ 

des ca 


R 



indéfiniment 


-si, en même temp 


grale double 
tendra vers 


R 


dt A 
ecroi 




ait croître R ; l'inté- 


fd 


fd 


4 


t. I 


94 
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D'ail 



s, f étant intégrable dans le domaine 
mesurable, cette intégrale double est égale à 

J dXy 




i est 


S ç dy S 




m • f 

désignant par cp l'ensemble des valeurs de y qui corres- 



v 



pondent aux divers points de D, et par y r 

valeurs de # qui correspondent à l'une de 

Gomme D est contenu dans E, co le sera dans 

7 i 

Enfin, si l'on remaraue aue, dans tout le domaine 
y r est nul, on 



s 


urs y 




L'intégrale précédente sera donc égale à 

S F dy§y^fdœ. 

Il nous faut montrer que cette expression tend vers 


Sf^kSi; fdx ou, ce qui est équivalent, que l'intégrale 



où H 


y 


G 



y r , tend vers zé 


92. Cette intégrale est 




som 


des deux suivant 



S F dy Sa fdx 



* 

Sf dy S K fdx, 


re 


de H 


y qui 



ectivement l'ensemble des points 


aux carrés e' ou aui carrés e" 



i° En to 



ut point de A r , l'une au moins des cocïrdon- 


y a un module >R; on aura donc 


S A „/^| = S A f\dû?<e' R y(y) 



et, par 



îte, 


s f dy S Ay fdx | < S F 9(7) dy, 
quantité qui tend vers zéro si R tend vers 00 . 


1 

2 0 Passons à la seconde inté 



S 


y 



1 


R, Hj n'a 



i 




9 5 


aucun 



•mm 


mua ave 



nulera; et S B fdx sera nu 


tion dans tout le champ F, 

y=— 




îs e", le champ B r s'an- 


eu d'intégrer cette fonc- 



suffira donc de l'intégrer de 



è 

Soient, d'ailleurs, y§ 


yh.y 


aux ^ 


q 


ui ont été 


parallèles 
décomposition en carrés. 




^acees 


dyhi • ■ * les 

former notre 


L'intégrale 



■ 

lie nous avons à calculer, sera la somme des intégrales 

* 


la sommation s'étendant à tous les intervalles dy^ dont la 


r 



on forme l'intervalle de 


R à 



R. 


oient 4 la somme des longueurs des carrés de l'espèce e 11 

■m 

qui sont contenus dans la bande comprise entre les droites 
yk etyk + a * une quantité au moins égale à Si y est 

dyk, l'ensemble B r formé par les 
points communs àH v et à ces rectangles aura une étendue a 
nlus éerale à a*. On s 


compris entre y h et yk-\r 





| $>B v fd< 



e 


S# + rfy S By / 




£ 



et enfin 


S±r S B Jdx | < 2e a , dy /f . 


Les carrés tétant tous compris entre les droites x 



et x 

S* 
Oit (7 


► 

R, aucune des quantités // f ne pourra surpasser 2 R. 
la somme des longueurs des éléments 



A p 


our 


lesquels l& est supérieur à un nombre 


onné 0 




éments, on pourra prend] 
dont l'étendue totale est 2R 


2R, 


pour 


ur ces 


autres, 


» on 


dre a* 


S; 


on aura 



oc* 



k 


£ 5 (2R — fx) + £ 2 R<7< ^ FUs -H C7£ 2R 


D'ailleurs, l'aire 




éments e lf est évidemment 
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égale à 


2 l k dy k , 



par 



e, plus grande que 8<r. On a do 




et, par suite, 



2 ri H - a/ - £ 

0 



Or, eg tend vers zé 



S, et d' 


mesurable, Se" tend vers zéro quand h ten 




A 


R 


e 



oo. On peut 


donc, quel que soit R, 



oisir S as 



petit 



pour que 



acun des deux termes ci- 


aussi petit qu'on voudra. 




nerements de variables sont un des mei 




moyens de reconnaître si une intégrale définie a une valeur 



etermin 



Considérons, par exeipple, l'intégrale triple 

S E fdx dy 



* * 

le champ E étant supposé borné, et la fonction f intégrable 
dans tout le champ, sauf aux environs d'un point (a, 6, c) 
intérieur à 

Traçons du point (a, 6, c) comme centre une sphère d 



d'un 


champ 


ment finie 



p arbitraire. L'intégrale de |/L prise dans le 
d, sera finie; il reste à savoir si elle est ég 



ans la sphère d. 

il i i! t 


Prenons pour nouvelles variables des coordonnées polaires 


r, 9, <p ayant leur centre au point (<z, 6, c). L'intégrale 


sera changée en 


Srf \f | dx dy dz 


« 

S |/| r 2 sinô dr rfO dcp, 


r variant de o à p, 9 de o à it, et © de o à 21t. 


Supposons que, aux environs du point (a, 6, c), on ait 
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constamm 



1/1 



M 


M désignant une constante et u. 



Gett 


assez petit, l'intégrale à 




dre que 


vante 



0 v 0 



y-fX — 2 ^ / r U.— 2 

0 "'o 



p 


Elle sera donc finie. 


Au contraire, si Ton avait aux environs du point (a, 6, c) 



> 



l'intégrale serait plus grande que la sui 



4 


7TM f 


P ^ 


0 



est in 



94. Supposons maintenant que l'intégrale Sfdxdydz 
soit déterminée dans un champ borné quelconque, et cher- 
chons dans quelles conditions on pourra l'étendre à tout 



s qu'elle cesse d'être déterminée. 
Considérons une sphère d'un rayon Rayant son centre au 


point (a, c), par exemple. L'intégrale de 1/ j sera finie 


. m 

dans cette sphère; il s'agit de reconnaître si elle 1 est égale- 
ment dans la région extérieure. 

Prenons les mêmes coordonnées que tout à l'heure ; dans 
la région en question, r variera de R à <x> , 9 de o à tc, et <j> de 


O a 27C. 


Supposons que, pour tous les points y, z) suffisam- 


J. IL 


7 
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9 8 

ment éloignés du point fixe (a, 6, c), on ait 


1/1 



m 



3. 


L'inégalilé précédente ayant 



s tout le champ, si R 


est assez grand, l'intégrale à évaluer sera moindre 




M 


r 


m — 2 


sin 9 d9 



7tM 


I 


< 


m 


3 R" 1 "* 



e sera donc finie. 
Elle serait infinie, au contraire, si l'on avai 

points su 



ur 



les 



amment éloignés de (a, 6, c) 




m<3 



. Soient enfin une surface définie par les équati 




x 


di 


y 


z 



B 



G 2 du dv 


1 






son aire 



une 




tion des co 





sidérons l'intégrale double 


e 




ue a une 



de cette surfa 



Cette intégrale conservera une valeur déterminée, si la 


fonction /devient in 
de telle sorte que r¥ 



soit moindre qu'un nombre fixe M 


(r désignant la distance du point varia 



0 


et a un exposant 
Polie l'établir, 



2). 
mffi 



/1 


prise dans un champ infiniment petit choisi à volonté autour 
de O est infiniment petite. 



INTÉGftALES DÉFINIES. 

Soit p la projection de r et dv r celle de d<s sur 
t en O. On aura 


99 



an tan- 


et 



de' 


cost]; 


étant un angle infiniment petit. On aura par suite en dé- 
signant par e r la projection de e 


dfj 




M 

ri 1 




M d<7' 



M 



do*' 


M< étant le maximum de 


M 


cos ^ 


Or si nous adoptons des coordonnées polaires p, cp, on 
aura d<r r = pdpdf ; prenons d'ailleurs, ce qui est permis, 
pour e l un cercle de rayon e infiniment petit, il viendra 



e 


p J 0 J 0 p^- 1 


2 7T 


2 


quantité infiniment petite, puisque pi 



2 


III. 


Calcul des intégrales définies 


96. Soit à calculer l'intégrale définie 



b 


dx 


x 


a 



l 


Supposons d'abord (3 J o. L'intégrale indéfinie sera 


\og(x 


a 



i) + const. 


2 



Arc tang 


x 


a 


(3 




Or, lorsque x varie de a \ b, les diverses parties de cette 


i 



xpression resten 


inues : la valeur cherchée sera donc 


oc) 


2 




Arc tan g 


b 


a 



i 



Log [(a 



] 


Arc ta 



Si s 


o et a 



a 


6, l'intégrale indéfinie sera 


Log(# — a) -h const.; 


et comme Log (x — a) reste continu entre a et b 1 l'intégrale 


définie sera 


Log( b — oc) 


Log (a 


a) 


Log 


b 


a — a 


Si $ 


o et a 





a, l'intégrale indéfinie sera 


Log (oc 



x) -+- const., 


et l'intégrale définie 


sera 


Log 



b 


a 


résultat qui concorde avec le 


En fi 
nant i 



o et a 




ece 



u premier 



<^ 6, la fonction à intégrer deve- 
ordre 


au 




est contenu 


dans le champ, 



îgrale sera indéterminée. 


97. Soit à cale 



l'intégrale 


b 


f ( * ) 


a 


I 




la fonction f{x) admettant une dérivée déterminée en chaque 


point du champ, sauf en un nombre limité de points où elle 


devient infinie. 


La fonction à intégrer est la dérivée de Àrc tang/(#). Or 
cette dernière fonction reste continue tant que f(x) reste 
fini; elle diminue brusquement de tc chaque fois que f(x) 




IOI 


■ 


passe du positif au négatif en traversant l'infini ; elle aug- 



e au contraire de iz, si f(x) passe du négatif au positi 


On aura donc (62), en désignant par m et n les nombres 
passages respectifs du positif au négatif et du négatif au 



ositif. 


b 


(x) 

\ ; dx = Àrc tang/(è)— Arc tang/(a) + (m — n)it. 




particulier, f(x) = œ\ m et n seront nuls; il 


vien 


dra 


dx 


/ I -h X 


2 


Arc tangô — Arc tanga 


et, si l'on pose a = o, b — oo, 


dx 71 


0 


98. Passons à la détermination de l'intégrale 


7Z 


i 


\ m — I sin m x dx, 


m étant un entier positif 



o, on aura 


7t 


Io= / dx = (x)l m ^ 



m = i ? 


f 2 • 

"0 


7T 

2 


sin^r flfo? — : ( — cosx) Q = i. 


On a, d'autre part, quel que soit m r 


7t 


l m — / s\r\ m - 1 x s\r\ x dx 


o 



SECONDE PARTIE 


CHAPITRE II. 


et, en intégrant 




7T 


I 


m 


= ( — CO 



sin 


m 



cosx) (m — i)sin w "* 2 x cosa? dx 


Le terme tout intégré s'annule aux deux limites o et 


7T 


à l'intégrale du second 




m 


x(i 



\ elle est égale 


a 


(m 


0(1 


/n— 2 


)■ 


On aura 



d'où 


I 


m 


( m 




m 


m 


i 


I 


m— 2 


^ w ) ' 



ons, d'abord, 




m soi 





(0 


i m 


2 



2/1 


2/1 


2 n 


- 


(2n 


i 


I 


271 — 2 



2ïl 


2 n 


3 


1 


2 


2n— 4 



3), . 


2 tt(2 /l — 2). . .2 


(2/1 


i) ( 2 71 


2/1 (2/1 


2 ^ » * * 2 


2/i + i, on aura de même 


i 


Io 



I 7T 


■ 


1 



(2) 


1 


2 


2 /l 


I 



I 


2/1— 1 


2/i(2 /l 


2) 


(2/ï 



i) (2/1 



0 


1 


2/1—3 


2n(27l — 2), , .2 


( 



f- i) (2 n 
2/1(2/1 


I ^ ■ * ■ 3 


ii 


(2/1 



I) (2/1 


I). . .3 


INTÉGRALES DÉFINIES. 


io3 


On déduit des formules ( i ) et (a) la relation suivante : 


2 



2/1(2/1 — 2) ... 2] 


I2» 


(an 


1) (2/1 




1) (2 n 


I ) . . . 3 12/1+1 


Il est d'ailleurs 



m 

de trouver deux limites supérieure et 


inférieure du rapport 



I 


I271 


2tt+l 


. En effet, on a, en géné 



21 
T 


1 


m 


1 


/72-r 


I sin 

*^ 0 


m 


#(1 


sin a?) <a?#. 


Cette intégrale est positive; car, de o à - , les facteurs 


sin 1 


sin x et afo? sont tous positifs. Chacun des éléments 


dont la somme constitue l'intégrale est donc positif. 


Posant successivement m 


in 


1 et m 


2n 


dans 



relation, il viendra 


I 


2/1— 1 



I 


2re 



1 


2/1+1 ? 


d'où 


I 



1 



2/l+i 


1 2/1+1 


et par suite, d'après la formule (2), 


i < 


T 

A 2//+l 



2/1 + 1 
2/1 


J 

Si « tend vers oo, —^-converge donc vers l'unité, de telle 



r 


te qu 


on aura 


71 

2 


li m 


( 2 » l-J. « . . 2 /£ ^ 


2 



i.3. ..(2/1 — 1 ) . 3 . 5 . . . ( 2 



0 


C'est la formule de Wallis, déjà trouvée dans le Calcul dif- 


férentiel. 


« * 


m 

99. Herm 


qualion algébrique 



on n 



de ce beau théorème, donnée récemment p 


M. Flurwitz. 


v , 


io4 


SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE II. 


intégration pa 



arti 



I e~ x 

o 


f(x) dx 



o 


( ) <£r. 



if(x) est un polynôme entier, Fa 


cette formule nous donnera 



répétée de 



e~ x f{x) dx 


e 


F (a?) 



(o), 


e 


n p 



nt 


5 


po 



abréger, 


F(.«) 


/(*) 



* • * • 


No 



urons donc 



o) e 


X 



e 


o 


* ■ * 

Supposons que 6 satisfasse à une équation algébrique 



o 


En posant dans la formule précédente x = o, i , . . n et 

ations obtenues, respectivement multipliées 








c k ¥(k) 



f(x)dx, 


et cette égalité devrait être satisfaite quel que fût le poly- 
nôme /(#). Or nous arriverons à une contradiction, par un 
choix convenable de ce polynôme. 
' Posons en effet 


/<*) 



i)p . ... (a? 


n)P, 


p étant un nombre premier infiniment grand. 

Développons ce polynôme suivant les puissances crois- 


INTÉGRALES DÉFINIES 


ic>5 



de 


nous aurons 



01 



• - • ) > 


A, B étant 




7 




premier 




s divi 



par yt>, si p > ai. On aura do 



/(o) 


o, 


•1 / 


'/>— 2 


(o) 


o, / 


■p— 1 


(o) 


A, fP{o) 


Bp, 


Donc 

F(o) 


y(o)+/'(o) 



A -h Bp 





sera un entier, non divisible par p. 

Développant f{x) suivant les puissances de x 

m 

aurons de même, pour k = i , 2, . . n 


kl no 


us 


/(*) 


i 


i)! 


[B k (x 


k)P-hC k (x — + . . .], 


B*j C#, . . . é 




/(*) 



i 







G k (p 



l )P 


sera un entier 



par y? 


La somme 


71 



c 



0 


sera donc un entier, non divisible par />, si p 
suite, différent de zéro. 




, par 


On a, d'autre part, dans tout l'intervalle de o à n, 


er x f(x)\ 


i 



(p -i)! 


nP- l .n,P.n 


p 

... 



(p — i)! 


et, par suite 




k 


e~ x f(x) dx 


o 


0 


n 


(n- J r\)p—\ 



(p 


ï)ï2d 


c k I e k k, 



vers zéro pour p 


00. 


TOÔ 


SECONDE PART 



CHAPITRE II. 


Or il est évident que la somme d'un entier et d'une frac- 
tion très petite ne peut être égale à zéro. 


100. Le nombre it est également transcendant, mais nous 




s bornerons à établir q 

1 



'i 


est incommensurable. 


Prenons pour point de départ l'intégrale 



i 


(i 



x*) n coszx dx, 


n désignant un en 




ur abréger, 

i 



X 2 ) 11 



opérons 


une si 



d'intégrations par parties 

- 

le facteur transcendant. Jl viendra 



sur 




X') ri CO 


F(a?) sin 

z 

F (a?) 



1 T?f 


F'(x)sinzx ^ 


z 


sinstfT" 1 " 1 ' 
I — )— 

5 J — i 


F'(aî)cossà? 


z 


Trf 


1 


' F If (x)coszx 


* # 




* • ■ * » 


F (a?) 


F"(x) 



* * ■ * • 


5 


3 ' 


+ ... + ( 


l)n i L 



XFHx) 

cossa; - 


F\x) 



z 



-4- ( — i)"^ 1 F^'Hx) 

\ / v * 


Aï 





Or F est un 



orne de degré 2/1; on aura 


donc 


11 second mem 




zéro. 


D'autre part, F (a?) étant une fonction paire, il en sera de 
même de ses dérivées d'ordre pair F" (a), F 2n (x); au 
contraire, F / (a?), . . ., F 2 " -1 (.r) seront des fonctions impaires. 


INTÉGRALES DÉFINIES. 


107 



s termes tout 


pour x = 
suite, en s 
des résultats, 


1 


des va 



, 1 

f m 

gres prendront 




égales et contraires 
deux limites 



aisa 


-M et 



(3) 



-h L 


0 



2(M sin* + N cos*), 


en 


DO! 

t 



F(i 


pour 



M 



(0 


N 


F'(i) 


~2 



F"(i) 


Z 


3 


F'"( , ) 


Z 



* • 


+ 


-+- ( 



( 


F 2w (i) 

l) n — rrr-r j 


~în->r\ 


,yi-i 


F 2 «- l (i) 


^r2 II 




culer les constantes F(i), F'(i),..., F 2 "(i), on 


remarquera que la série de Taylor donne 



h) - 



1) H —h 



■F*(i) 


h k 


1 .2. . .k 


H- • . . 


Mais on a, d'autre part, 


F(i + A) 


0 



k n h n 


A) 2 ]» 


(-i)»(aA 




A 


71+1 




n 


A/,2// 
2/2 



F*(i) 


On 


com- 


eux expressions 


1 .2, . . n A 


"7 


7 


F"- 1 ( 1 ) 
F 2 »(j) 


o 



.2 


2«' 


Substituons ces valeurs dans 


e 





acteur commun; il viendra 



et mettons 



(4) 


(1 



I * ^ * • * 


2/lH-l 


(P sin* 



Q 


cos g), 


P et Q étant des polynômes en 
et à coefficients enti 




de degré inférieur à 2n 


1 


m 
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aura 


101. Cela posé admettons que — fût égal à une fraction ra- 
tionnelle-- Posons z — — dans la formule (4). On 

P E 

cos z=o, sin z = i , = ' E« désignant un entier ; 
et, par suite, 




d'où 


(5) 


E„ = I (i — 3? 2 )"cos — x dx. 

^ — 1 


On devrait avoir une égalité de ce genre pour toute valeur 



de n. Mais cela est absurde, si n est suffisamment grand. 



effet, i — a? 2 et cos étant positifs, mais moindres 
que i dans toute l'étendue du champ d'intégration, l'inté- 




grale / (i — x 2 ) n cos^ xdx sera positive, mais ses 



ments seront moindres que ceux de l'intégrale / dx , qui 


est égale à 2. On aura donc 



i 




î 

(i — x*) n cos — x dx — Q y 

1 


9 étant positif, mais < 2. 


D'autre part, le facteur— décroît rapidement qu 



n augmente : car, en changeant n en/i + i, on le multiplie 






ur — — > qui est très petit pour de grandes va- 
leurs de n. Si donc on prend n assez grand, le 



de l'équation (5) sera une quantité positive et moindre que 
l'unité, tandis que le premier membre est un entier. L'hypo- 

tz commensurable conduit donc à une contradiction. 





_ 

102. Soit à calculer l'intégrale 



00 sin# , C sin^r . 

dx = lim / dx. 

X b = »J X 


INTÉGRALKS DÉFINIES. I OQ 


Posons b = 2 me -f- /*, r étant < 2iz, et l'entier n tendant 
vers 00; on pourra écrire 




«^(2/1 — 1)71 




0 ^ 0 TU ^ ( 2 ai — 1) TU ^î/îTT 

La dernière intégrale tend vers zéro; car le module de la 
fonction à intégrer y est moindre que——? et l'étendue du 


7, /ut 


champ est < ztz \ son module est donc 



n 


Les autres intégrales peuvent se ramener aux mêmes li- 
mites par des changements de variable. En effet, posons 

* 

X—{lk — I ) 7T -+- y 



2klZ 


dans l'intégrale / ; elle deviendra 


(2#— 1)TC 



sin , 



0 


( 2 k — 1 ) 7r + y 


Posons, d'autre part, 


■ 

x — (2 k — 1)71 — y 


dans l'intégrale précédente / ; elle deviendra 



(2k— 1)7T 


{2k— 2)71 


7U • 

sm y , 
r — r r dy. 

( 2 k — i)tt — y * 


Réunissant toutes les intégrales ainsi transformées, on 
aura l'intégrale 



71 

I I 


sin y 


71 — y 7i + 


1 1 i 




37T— V 37H-/ (2/1 — ï)7TH-/ 


dont il faudra trouver là limite 




I 10 


SECONDE PARTIE. 




Cette limite ne sera pas 
entre parenthèses la série infinie 


I 


(2/1 + l)7T 


y 


{in 


11. 


si l'on ajoule à la suite 




i)tt 



y 


H- • . . , 



pour toute valeur de y comprise dans le champ d'inté- 
ion, les termes de cette suite sont alternativement posi- 


et négatifs et vont en décroissant. La série a donc une 


valeur déterminée, positive et 



indre 


et a fortiori moindre que 


1 


L'intégrale 



2/17T 



1Z 


0 


1 

R„ siny dy 


que 



aura donc son module moindre que la quantité infiniment 


petite 



7T 


0 


dy 


1 


2 


n 


La limite cherchée sera donc l'intégrale 



S sin ydy, 


S désignant la série infinie 


1 


1 


71 


y 


7T 



y 



1 



37T 


y 


3 


1 




* ■ * * 


Or, si nous posons y 


S 


1 


1 


2 71 V £ 



f 


1 — 25), il viendra 


1 



z 



1 




3 




>2 



2 



- COt7T£ 
2 


(t. I, n« 377) 


1 

-vcot 

2 


7T 



2 


1 y 

tang ^ 


2 


2 




FINIES. 


I I I 



/ x 

^0 


dx 


r n i 
X 2 



g^y sin ydy 


7C 


0 


1 

sin 2 — y dy ~ 

2 


71 
2 



. bette in 


en effet, 



raie est d'ailleurs semi-convergente ; on a, 



x 


doc 


f sin 
o 


y 


i 


i 


7T 


y 



7T 



y 



I 


(2/i — f ) TT 




Or le facteur entre 


quantité 



èses est plus grand que la 


i 


m 


7T 




2 7T 




I 


2 n 


l) TT 


L'inté 



sera donc plus grande que 


m 


sin 


y d y 


i m 


Or la 


série i 




i 

3 


- . . . étant divergente, m tend vers 
l'infini en même temps que n. 

104. Lorsqu'on n'est pas en mesure de trouver la valeur 
exacte d'une intégrale définie, on a recours à des procédés 
d'approximation que nous allons exposer. 


Il faut tout d'abord 



r que l'intégrale cherchée a 


une valeur finie et déterminée, et assigner des limites entre 
lesquelles elle se trouve contenue. Le théorème de la 
moyenne permettra le plus souvent d'arriver à ce premier 



105. Considérons, par exemple, l'intégrale 



K 



dx 



où k 2 est su 



se 



i . 


k % x l ) 


I 12 
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La fonction à intégrer devient 




nie pour x 


i . Mais 


l'ordre d'infinitude est \ : l'intégrale est donc finie. Pour 



signer des limites à sa valeur, mettons-la sous 




i 


x 


dx 



i-h x) (i 


k~x*) 




e 



e facteur 



posi 



dans toute l'étendue de 


intégration, on aura, en désignant par Met 



es limites 


supérieure et inférieure de la valeur de l'autre facteur, 


D'ailleurs 


M 



i 



0 


i — x 





0 



I 


X 






2 




1 


ou 


2 


D'autre part, x 


compris entre i et 2, et 



nt c 




o et i , i 



k 2 x 2 entre i et i 


donc 


2 



(i 


x)(i 


k*x 2 ) 



i 


On pourra donc poser 


m 


T 



M 


i 


m 



1 


et l'on aura, en fin de compte 


2 



T 




K 


2 




106. Soit encore l'intégrale 


log sin^fc dx. 


o 




x sera 


k 2 ; on 



étant constamment négative, l'intégrale 


La fonction log si 

a tous ses éléments négatifs ; sa valeur aura donc zéro pour 
limite supérieure. 




TÉGRALES DÉFINIES. 


Pour obtenir une limite infé 
forme suivante : 



f 10 


dx 

x j 



log# dx 


1 13 

■ 

mettons-la sous la 


0 


SlUX 



L'intégration par parties donne 



log^r dx = [x \ogx~\ l 


o 




X 


«y o 


dx 


x 


i . 



m 

• SI II ce 

art, la fonction 1 étant 


évidemment décrois- 


er 

* 

• SI II oc 

santé de o à i , la plus petite valeur de loer corre 


x 



à cette dernière limite et l'on aura 


si n oc f* ^ 
log — — dx g / log sin(i) dx > log sin(i). 


On aura donc finalement 



i 


log ûnx dx 


> 


o 


I 



log sin (i) 


107. Considérons en dernier lieu l'intégral 



oo 


e~ x2 dx 


o 


dont tous les 



sont positifs. Pour lui assigner 



e 


limite supérieure, décomposons-la dans les deux suivantes : 


/ «r** dx - 
J o 



00 


a- 



Dans la 



< 

ère intégrale, e~ a2 est toujours 


do 



moin 


d 



que 



ante 


lie sera 



1 1 


i 


o 


J. 


II. 


S 


I \[\ 
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Dans la sec 



e, e 



celle-ci 



00 


e 


X 


dx 


On aura donc 



e œ . Elle sera donc i 


a i2 



0 



[— e ' x Ti 


e 




i 



e 


a 


108. Pour calculer la valeur approchée d'une intégrale 
définie, on peut avoir recours à Tune des trois méthodes sui- 
vantes : 


Première méthode : Développement en série. — On dé- 
veloppe la fonction f{oc) à intégrer en une série 


/(*) 



u 


i 

* ■ 


11 * A »• * t i 

dont chaque terme soit une fonction dont on sache calculer 
l'intégrale. Si d'ailleurs cette série satisfait aux conditions du 



b 


n° 67, l'intégrale / f(x). sera donnée par la formu 



a 



b 




) 



I a ! dx 

J a 



e", 

I 

J a 


doc 


* • • i~ I I'ti 

J a 


dx 



109. Considérons, 




première 



pece 


■ 

mme application, l'intégrale elliptique 


F($) 


on aura, k étant 


ï 





dcp 


o 



i 


/c 2 sin 2 


k 2 sin 2 <p) 



2.4. • .2/1 


-k tn sin- rt cp -h. . 



I IO 


Intégrant de o à 





sin 


2/1 


I 


il viendr 


o 



F($) 


i 


3 s 


0. 


2 


U amplitude <î> du champ d'intégration une fois donnée, 


ra a 



ii reste: 

de proche en proche comme il suit : 


intégrales L On peut les calculer 


I 





2/i 


1 cp sin<p do 


o 


[ — sin (2 '*~ 1} cp COS9]* 



(2 




1> 


cos 2 cp dy 


sin 2/l " 1 4>cos$ 



(2/1 


1 


0 ^ 

) / sin 2 " 

^0 - 


9(1 


sin 2 "- 1 ^ cos<I> 



(2/ï 


2rc— 2 


sin 4 cp)^cp 


d'où la formule récurrente 


2 n I 


2tt 


sm 


2rc 


^ COS<I> + (2/2 


01 


2/1— 2» 



s on a évidemment I 0 




. Le cas le plus intéressant est celui 


dans ce cas (98), 



d'où 


F 


7T 

2 


7T 
2 


I 



i .3 . . . (2 n 


i 

2 


\ 2 


k z 



I -) 7T 


• * • 2 /ï 


2 


■ • 



i . 3 . . . ( 2 n 



2 


2.4- • • 2 n 


7T 


- • On a, 

2 ' 



I ■ 



. Si k est voisin de l'unité, la série (6) sera peu conver- 




ce cas, 



k 


2 


i 


k 


d où 


(i 


/c 2 sin 
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TIE. 
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1 

2 


(cos 2 cp 



k f% sin 2 cp) 



2 tang^cp + 


+ (— 0" 


i .3. . ,(2n 


2. 


[\. . . 



m 

€t intégrons de o à <ï>; il viendra 


0 


W* il tang 2 "© 



- 1 


* • 


<7) 



J 


i 


0 


2 


J 9 /Y -4~ . . 



( 


l)« 


1.3. . . ( 2 n 



2 n 


I) 


T £'2tt . 


■ 

en désignant par J 27l l'intégrale 



tang 


2« 



0 



On a d'ailleurs, en 


J 


0 




0 


COSCP 


TU 



7T 




1 



sin J; 


sin 2/î cp cos~ 2n 


2 


1 CP dfo, 



log tang— 


7T 
* * 
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logtang 


7T 

I 


2 


Les autres intégrales se calculent aisément. Posant en effet 


sin 


t, 


■f 2 /i se transformera en 



sin 


t itl dt 


0 


«H-l 


•expression 



intégrable. 



I! 7 


112. Si k n'est ni très petit, ni très voisin de l'unité, les 


séries (6) et (7) seront toutes deux peu convergentes. On 


peut, dans ce cas, par 




de variables dû à 


Lande n, transformer l'intégrale elliptique donnée en une 


autre 





nie soit plus avantageux, 
sidérons, à cet effet, un cercle de rayon 1 et un point A 


situé sur le diamè 




à une dis 


stance AO = k du centre 


Fig. 1. 


B 



(fig* 1). Soit P un point quelconque du cercle. Joignons 
PO, PA, PB. Soient cp et <!/ les dieux angles PAO, PBO. On 



2^, APO 



(5. 


a posé, le triangle APO donnera 


AP 


2 


1 




7 t 

2 k C0S2U) 


(I 



k) 


i 



sin 2 d; 


et 


d'où 


sin (2 J> 


9) 


k sincp, 


cos (2^ 


?) 


S/ 1 1 — k* sin 2 cp. 


Soit maintenant Q un point du cercle infiniment voisin de P. 

Joignons QP, QA, QB, et posons PAQ = rf<p, PBQ = dty. 


Le triangle infiniment petit APQ donnera 


sin dy sin APQ 

PQ 



Mais on a sensib 



e 


nt 


sin rfcp 


d<$, 

i 7 


PQ 


arcPQ 


2 cfy, 


sin 



cos 



C0S(2^ — 9) 



I 



2 sin 2 cp, 


AQ 


AP 




2 


4 k sin 2 ^ 


ou 



2 



I 


k 2 sin 2 cp 



i 


I 


k\ sin 2 ^ 


en 


posant, pour abrég 


er 


2 


I 



k 


* 

Intégrons cette équation de cp" 




2 


0 



I 


sin 2 co 


I 



k 



limite supérieure W de 1 




'équation 



ouv 


sin(2*F 



o a 



= il viendra 




o 



l 


k\ sin 2 ^ 



intégrale étant 



ermi- 


&sin<I>. 


113. Le calcul de l'intégrale proposée se trouve ramené 
par cette formule à celui de l'intéerr 1 



o 


F p 

n a 


nouve 


i 








dd> 


V 1 


/!"? SI 





2 


1 




in 2 


encore inférieur à l'unité, car 

M 


I 



i -+- A 



o; 


mais il est 



a 


i 



k 



i 


Une transformation semblable à la précédente ramènera le 
calcul de l'intégrale (8) à celui d'une nouvelle intégrale dont 

* 

le module k 2 sera > s/kl, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on 
arrive à une intégrale dont le module soit assez voisin de 
l'unité pour que la formule (7) puisse lui être appliquée 


commodément. 
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1 


14. Il est clair 




"9 

en sens inverse et 


le calcul d'une intégrale elliptique d'un module 




conq 


ue k { à celui d'une intégrale d'un module moindre /r, 


et ainsi de suite, 



le 



série (6). 


'à ce qu'on 



ive à une intégrale où 


dule soit assez petit pour qu'on puisse employer la 



. D 


EUXIEME METHODE 


Fo rm u le d'Eu le r . 



formule a pour objet de donner la valeur approchée de Tinté 


aie f 


f(x) dx en fonction des valeurs que prennent la 


fonction f(x) et ses dérivées d'ordre impair aux deux limites 


de l'intégration. 

Pour l'établir, nous partirons de l'identité 



a 


h 


cp'(,s) dz 



h) 


o{a) 



osant z 




h 


cp(a 



h) 


u 



?(«) 


deviendra . 


= / ? 


(a 



h 



du 


Eu intégrant par parties fois de suite, il viendra suc 



(9) 


cp(a 



h) 


h ®'{a) 



h m 


m * 


h m' (a) 



o 



h 



"(a 



0 



I . 2 


o"{a) 



( 



II 


h 


l 



u) 


u)udu 


m m 


l .2 . . ,1p 


u}v du 



2 p 


C'est la formule de Taylor, où le reste est exprimé par une 


intég 




mie. 


Remplaçons successivement 



tion cd 

i 



ses dérivées 


* 7 


5 






1 


en rem 


, la fonc- 
plaçant en 
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même 



)S2/? par 2/> — i n ip 


<p' (a + h) - 
= /* <p" (a 


<p'(a) 



• * * 



h 



o 



2d 


A 



2 



1 


1.2. . . ( 2 /; 


— ç«P(a) 


* ■ 



■ 


(a 


o 


1*2* * * ^ 2 p 



u) u du. 




s e 



choisis 



(îo) ©(a 



h) 

-h A 


aie 



araissent du 







À h 


niera 



î 



m 


2p 


1 /i 2 p- 1 [© 2 p- 1 (« + A) 



0 


2/j 



u)F(u) du, 


en posant, pour abréger, 


F(u) 


u p 


1 . 2 ... 2/7 



I . 2 . . . ( 2 JE? 


0 



• • • H - A 


2p 


Les coefficients A 1? ,.., A 2/ ,_j 
équations de condition suivantes : 


seront 




{ , . . . , Ba, . . . désignant les nombres de Bernoulli. En effet,. 



s équations qui résultent de la substitution de ces valeurs 
A| , A 2 coïncident avec celles qui déterminent ces 


nombres (Calcul différentiel, n°269). 


116. Prenons maintenant pour o(x) l'une quelconque 
des fonctions qui ont pour dérivée f(x). On aura 


œ(a 



h) 


?(«) 



a 


h 


f(x) dx 


a 


et la formule (10) donnera, eny substituant, pour A { , A 2 , 


leurs valeurs 



a -+- h 



a 


h 


oc ^ doc 


/(a -h A) 


/(«) 


2 


I 

2 


Bi (a 


h) 




I .2. . 


2) 



A) 


/ 


2p-3 


(«)] 



en dési 



pour abr 



l'intégrale définie 



h 



2p 


(a 



I 


o 


i — u) d 


u 


I 


hu?P 


î 


J .2 




2 1 .2. . .(2/? 

h- u 1 ?-* 


1.2 I .2. . .(2/> 


2) 


En négligeant ce reste, on obtiendra la formule d Euler. 


117. Pour apprécier l'erreur commise, on remarquera que 
le polynôme entre parenthèses, dans la formule précédente, 
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n'est autre chose que h 2 Po 2p -\ yj^j > si l'on désigne par <p a (ft) 
le coefficient de x a dans le développement de x > suivant 


les puissances de x {Calcul différentiel, n° 270). Or, de 

■ 

équation 


e nJC ~ i 


(n) = n + <pi(n)x -{-...-{- cp OL (n)x ot '-\ 

e — i 1 


i t 


qui sert de définition aux polynômes cp M . . . , © a? . . . , on dé- 
duit aisément plusieurs propriétés essentielles de ces poly- 


nômes : 


i° Ils s'annulent pour n = o et pour n = i ; car, dans l'un 


comme dans l'autre cas, on a x _ = n. 

2° Prenons la dérivée de l'équation précédente par rapport 
à rc, il viendra 


e x — i 



■ • » 


Mais on a, d'autre part 


x e nx ( e nx — i \ x 


OC 




e x — i \ e x — i / e x — i 


■ 

ob BtX* }$»x k B*x* 

i 




2 I • 2 I * 2 . ô m 11 I • 2 • • . O 



On aura donc, en égalant les coefficients des mêmes puis- 
sances de x, 

t i 

? W ( « ) - y t*-i ( » ) + (- 1 , 0 B * 0 k » 

* 1 * 2 • i i 2 A 


On en conclut aisément que ©2*+i{^) ne peut reprendre 
plus de deux fois la même valeur dans l'intervalle de o à i . 

En effet, s'il prenait trois fois la même valeur, sa dérivée 
fljMM ( n ) = ^2k(n) s'annulerait pour deux valeurs au moins 




[ 


comprises 



o et i . 



e s'annule d'ailleurs à ces 



ux 


limites. Donc elle s'annulerait au moins quatre fois, et sa 




2* 


(n) au 



ins trois 



Donc <f 2 *-i (n) 



rois fois au moins la même valeur. Il en serait évidem- 
ment de même de v»k-$(n>)) ... et enfin de <p { (ra), ce qui est 
absurde, (n) étant un polynôme du second degré. 

D'ailleurs <p 2 *+< s'annule aux deux limites o et 1; donc il 
ne pourra s'annuler entre ces deux limites, et conservera 
toujours le même signe. 
Cela posé, dans l'i 




h 




du, 


■ ■ 

v varie de o à 1 dans les limites de l'intégration. Le facteur 
n 0 

ne change donc pas de signe, et l'on pourra poser 


i 2/1-1 



R 


fJL II*? 



h 


9 



d Lis 


jjl étant une valeur intermédiaire entre le maximum et le mi- 


nimu 


fi 


du facteur f*p(a-\-h — u). L'argument a 



h 


u 


variant de a H- A à a dans le cours de l'intégration, on aura 


évidemment 



pp{a 


eh), 


9 étant compris entre ô et 1 


On a, d'autre part, en 



u 
h 



h 


?2 P 


0 





1 .2. . .ip j 


dt 


i)pB 


P 


l m 2 • m m 2 p 



e 



mme ®. 2p (t) s'annule aux deux limites, on aura enfin 




( 


0 


P 



i * â • • » 2 jp 


1-2-4 



PARTIE. 


CHAPITRE II 


118, Les nombres B { , B 2 , croissa 


extrême, la formule d'Euler de 





vec une rapi 



ra le plus souvent diver- 

nte si l'on fait croître p indéfiniment. Toutefois, en don- 

■ 

nant à ce nombre une valeur convenable, ni trop petite, ni 

- 

trop grande, on obtiendra généralement une approximation 
largement 'suffisante. L'expression du reste, donnée ci-dessus, 


permettra d'ailleurs d'agir en sûreté. 


9. Pour 



î 





formule au calcul de l'i 



^ a 


oc ) dx, 




9 

ira évidemment de poser h 


b 


a. 



ndu, il con- 


Lorsque le champ de l'intégrale est un pe 

viendra, pour obtenir plus d'exactitude, de le subdiviser en 
plusieurs portions égales, en posant 


h 


b 


a 


MM 


II 



b 



x) 




a-hh 


/(a?) dx 



a 



a 


f(x) dx 



* 


a 


h 



a 


nh 


f(x) dx. 


Cl 


{n — l)h 



iquant la formule d'Euler à chacune 

+ 

partielles et ajoutant les résultats, il viendra 






b 


f(x) dx 


a 


t * 


h 


I 

2 

I 

2 


/(*H-./(a + ..-h /[a 



(n 



1 


A» [/'(*) 


/'(«)] 





( 2j p 


/ 


2p— 3 


(*)], 



S 



T 

2 


/(*) 


{x étant compris entre le minimum et le maximum àepP(x) 


dans 



tervalle de a à b. 


120. Troisième méthode : Interpolation. — L'intégrale 



b 


f(x) dx est représentée géométriquement par l'aire du 


a 


trapèze curviligne T compris entre la courbe y = l'axe 


desXy et les deux ordonnées x 


a, x 


b(ftg. 2). 



Fig. 2 




Cette aire est représentée, en effet, par l'intégrale double 

? x varie de a 

à b. A chaque valeur de x correspondent d'ailleurs des points 
du champ dont l'ordonnée varie de *o à f(x); on aura donc 


S dx dy étendue au trapèze T. Dans ce c 


b 


/[*) 


S dx dy 


dx 


dy 


_ 


a 


0 


f /( 


OC ) dx. 



marque 


* m 

L'aire ainsi calculée sera affectée du signe 




ou du signe — suivant que f(x) est positif ou négatif; et 
la courbe traverse l'axe des x, comme dans la figure 3, l'in- 
tégrale représentera la différence entre la somme des aires 
partielles A, B, situées au-dessus de cet axe, et l'aire G si tuée 


au-dessous. 


1 - 


I 
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Le calcul de l'intégrale revient donc à la mesure de Faire 

. 3. 




de T. Celle-ci peut se faire approximativement 

V » - 


manière 


suivante 


Marquons sur la ligne ab {fig. 4) n P 01 



a 


n 


Fig-4, 



et mesurons les ordonnées correspondantes y K 


a 


1 


A 

JT±[ , • * • , 

y n = a n k n . Par les points À f , . . . , A rt faisons passer une 
autre courbe y = <p(#) : Cette courbe, ayant une série de 


points com 



avec 



proposée dans l'intervalle ab, s en 
éloignera vraisemblablement assez peu, et pourra lui être 
substituée dans le calcul de Faire. Ce calcul pourra dès lors 
s'effectuer sans difficulté, si l'on a eu soin de choisir pour 
o(x) une fonction dont on connaisse l'intégrale indéfinie. 


Le plus habituellement, on prend pour <p(#) un polynôme 


de degré n — 1 . 
aura l'expression suivante : 


3n voit immédiatement que ce polynôme 


cp(x)=y 1 


(x a 2 ) . . . ( x a n ) 


(x 


Ct^ ) . • i ( ce 


a 


(a l —a 2 )...(a 1 —a„) yn {a n —a^)...{a n 


) 


a n-\ 


) 



sion 

# 

a 2j 


En effet, pour x = a {y tous les termes de cette exp 
annulent, sauf le premier, qui se réduit ky { ; pour ù 
)us s'annulent, sauf le second, qui se réduit à^ 2 , etc. 
Intégrant ce polynôme de a à 6, on aura, pour l'aire cher- 



cnee 


7ili 




b 


en désignant, pour abréger, par J<, . . ., I /2 les intégrales 


a 



a 


) 



) 



7 


u 



sont 



antes de la nature de la courbe 


121. Le calcul d 


e ces intég 



aucune difficulté. 


On le simplifiera un peu en changeant de variable, de telle 
sorte que les limites deviennent o et 1. 


sera 



, en outre, 



a 


x 


a)Q u 


a -h (b 


a)t 


a 


A cet effet, on po 


a 



a)B n \ 


viendra 


a)J 


i> 


I 


n 


(b 


a)3 


ni 


en posant, pour abréger, 



J 1 


... 


J n 



(0. 


0 



02 ) • • • ( ^ 


0*2 ) •. • • 



Q\ ) . . . 



n 


0/i) 


0/i) 


1 


1 (Y-^.-.U-O,,-,) 


) 


Ces nouvelles intégrales ne dépendent plus de l'amplitude 



'intégration, mais seulement des rapports 8, , . 


b 



mterv 


on 




a 


5 


/2 




ces r 



a à l'intervalle total 
toujours de la même 




anière, on pourra calculer, une 

■ 




toutes, les cons- 


tantes J <? J,2 ; celafait, quelle que soitla courbe /(#), on 
n'aura plus, pour trouver une valeur approchée de son aire, 
qu'à mesurer ou calculer les ordonnées y K , . . . , y n et à les 
substituer dans la formule 


(à 


122. Cotes, qui a indiqué cette 



équidistantes et pose 



i 


'2 


a 


i 


J 6 




aura, dan 


J 



1 


0 



1 


(2t 2 


o 



1 


t(t 


0 


I 


n 



is allons effe 





dt 


i 


2 



i 


=/•■< 


2£ 3 


3 


4' 


2 V 2 




suppose les or- 
uence, 9< 


ul en supposant ai 




0 


I 


6> 


3; 


t \ ~ ■ 

2 



0 


6' 


J 



1 


i i 


i 

2 



1 

2 


dt 



(2* 


2 

3 


2 


1 


0 


I 

6 


L'aire cherchée X sera donc donnée par la formule 



b 


a 


6 


(y 


1 



4 y 2 



r 3 ). 


On trouverait 



même 


pour /i = 4 


6 


8 


(7 



3 / 


2 



3 y 



v« ) : 
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pour n 


5, 


b 


a 



9° 


(7/t 





32/ 




123. Gauss choisit autrement les quantités 9| , . . . , G„ . Il 
se propose de les déterminer de manière à atténuer autant 
que possible les chances d'erreur résultant de l'application 
de la méthode. 

Pour évaluer cette erreur, concevons qu'on ait développé 
f{x) en une série de la forme 


0 


a Y x 




0C m X 


ni 



* 

• ■ ? 


on aur 


ra 


x) dx 


Ha 


m 


i 


m 


dx. 


D'autre part, <p ( x) étant une fonction linéaire des ordon- 
nées y i1 . . on aura évidemment 


o(x) 


m 


étant ce que deviendrait ©(#) si f{oc) se réduisait 


a X /y» tïl 
dU m 


L'erreur commise en substituant o(x) à f(x) sera 


[/(*) 


©(.2?)] dx 


1 


a 



m 1 



pos 



p 



reger, 


b 


ni 


n 


<P/»(aî)] ^ 


k 


m 


124. On peut donner une autre forme 



ect 



s, en effet, la division de x m par le polynôme de 


end 


^7 



1 



J • 


IL 


9 


■ 


m 


Cx) é 
1 


étant é 



ero si m 



/î, à un polynôme de degré 


m 


n dans le cas contraire, et H m (x) étant un polynôme de 


degré 



n-. D'ailleurs Vi m {x) y devenant égal à x m pour les 


valeurs a 1? . . . , a n qui annulent P(#), ne sera autre chose 

î 9 C 1 <S 



1 


(x). 


* 

n aura 



m 


d'où 



J i 


k 


m 


j P(x)Q m (x)dx; 


Q 0 (x), . . . , Qn_ ( (x) étant nuls, on aura 


A- 


0 


*1 


- 


o : 




mais A**, /r //+i , . . . différeront en général 

Néanmoins, si l'on peut déterminer les n 
a n qui figurent dans l'expression de P(#), de manière à sa- 
tisfaire aux n relations 




(12) 


k 


o 


5 


■ • 


k 


2/2 — 1 


o 



fera ainsi disparaître de l'expression de l'erre 

lesquels 




es 



ts, pour 



vraisemblablement les plus 



que la convergence de la série 2a w .r m 






l Pour satisfaire aux é 
qu'on va le voir, de poser 



(12), il suffira, ainsi 


l J (x) 


d»[(x 


a) (x 



ri 



Tout d'abord, les racines a K , a n du 




ainsi défini seront 
que cela est nécessaire. 


En effet le polynôme [(x — 


a 



m 


ome d'ordre n 


s et comprises entre a et 6, ainsi 



a 



n ra- 


cines 

■ 

n — 1 




s à a et n racines égales à 6, sa dérivée X' aura 


racines égales à a, n 


1 égales à b et une racine 



1 3 1 


du théorème de 


olle; X", dérivée de X', aura de même n 


2 



# » 

égales 


a a, n 


2 racines égales à b et deux racines y\ { , 7) 2 respec- 


tivement comprises entre a et £, et entre £ et 6; et ainsi de 




i _ ■ , - . - 

u'à X (/2) , qui n'est autre que P(a?). 


En second lieu 
de la forme 



ne des quantités k ni . A , 2/z _ 1 est 



QX^dx, 



nome 



Q étant un 

nulle. En effet, l'intégration par parties donne 


Or cette intégrale 




(n-l) 


Q'X< 


n— 2 ) 



b 
a 


a 



b 


Q^Xdx. 


Or la partie tout intégrée s'annule pour x = a et x 


à, 


chacune des quantité 

1 



(«-0 


2) 


X7 
f f s annu 





ces limites. D'autre part, l'intégrale s'an 




/?, sa 



vee n 


îème 


est nulle. 



car, Q étant 


>. Il conviendra, ainsi que nous l'avons expliqué, de 


transformer l'integ 



e telle sorte qu'elle ait pour limites 


d n \x(x — iYI" 


dx a 


sera 



o et i ; P(x) = 
faitement défini, et l'on pourra calculer une 


ors un polynon 





pour toutes 




que les valeurs correspondantes des inté 


T 

\ , o 2 , • • • • 


Si les limites de l'intégrale, au lieu d'être o et i, étaient 

e polynôme V(x) = — _,„„ ' se confondrait, 





à un facteur constant près, avec le polynôme X„ de Legendre, 
que nous avons précédemment étudié [Calcul différentiel, 

273 à 275) . 



127. La 


m 



de de Gauss, étant en général celle qui 


d'ordon 


donne le résultat le plus précis pour un nombre déterminé 

devra être employée de préférence lorsque ces 


. Mais, s'il s'agit de 

les ordon- 



onnees 





trouver l'aire d'une courbe graphique, sur 



ue 



nées peuvent être mesurées immédiatement, on obtiendra de 
bons résultats par les méthodes plus simples que nous allons 


indi 


quer 






ezes. 


On divise l'aire à évaluer 




en n parties par des ordonnées équidistantes. 
trapèzes curvilignes ainsi obtenus, on substitue le trapèze 


r 



iligne ayant les mêmes so 





ives 



esignantpar j 0 ,.. 


y n les ordonnées, ces nouveaux trapèzes 






a 


2 


n 



y* b 


a 


2 


n 


a 


2 


n 


et l'aire totale sera 


6- 


a 


n 


2 



fi 
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h Méthode de Simpson. — Simpson divise encore 
l'aire en n parties, mais dans chacun des trapèzes curvilignes 


il mesure l'ordonnée médiane, pour substituer à la co 



e 


une parabole, suivant la méthode de Cotes, 
pour Jes aires des trapèzes successifs, en 
JKo; • • • ? y*n les ordonnées, 




ignant par 



4yi+ r 2 ) 


b 


a 


6n 


(y* 



4 > 



y*) 


b 


a 


6n 


y 


et pour l'aire totale 


[ro+y»» + a(y t -h... 



72/1-2) 



4(/i + r, 



• • • 



7271-1)] 


b — a 
6n 


I 
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Applications géométriques. 


130. Rectification des couubes. — Une courbe plane 
étant définie par deux équations 


x 


/(o, 


y 


<p(0, 


on a vu que la différentielle de l'arc est donnée par la for- 


mule 





dt. 


La longueur de l'arc s { — s 0l co 



ris entre les points t 0 


et t K , sera donc donnée par l'intégrale définie 


t 


0 


1 


O 



n 


o 



d'où 


) 


iquons cette formule à la cycloïde. On aura (t. I, 


s 


ds 




a \ 2 



2 cos£ dt 


> • T # 
2 a sin — t at, 

2 ' 


S 


0 



2 a sin — t dt 

. 2 



a 



t 


2 


i 


On aura, en particulier, la longueur de l'arc co 



ondant 

à une révolution entière du cercle générateur en prenant 
t 


o 


o, t K 


27z. La longueur cherchée sera 8 a. 


2 


o 



r la para 


e 


y 


2 pX 


5 


on aura, en prenant pour variable indépendante, 


-m 


d'où 


s 


i 


ds 


s 


o 


vy 2 - 



I 



P 



P 




p*dy 


154 SECONDE PARTIE. 

L'intégration par parties donne 







y % dy 



-4- p 


2 


mais on a 


J v/r 2 





2 



ay—p 




et, en substituant dans l'équation précédente, 





Mo 



ë\vy -*-p + y) + c - 



La longueur s { — s 0 de l'arc comoris 





t 5 




2P 2 




3° Considérons enfin 



Un a 



a cos£, y — b sint 



\/a- s\n*t -+- jb s cos 2 




ou, en posant 6 2 = a 1 (i — e 2 ), 




\J i — - e 2 cos 2 1 dt. 


t— h u, 

2 


de seconde espèce 


nt< 



raie elliptique 


a\J t — e 2 sin-u du 


0 


On peut prendre, pour variable indépendante, au lieu de t 
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ou de u y la latitude \ c'est-à-dire l'angle de la normale avec 


le grand axe. On a 


tangX 


dx 


a 


d'où 


dy 


^tangj, 


cos t 


I 


a cos 


X 


cosX 



I 



a 


^tang 2 X 


y/a 2 cos 2 X + 6 2 sin 2 X sj \ — e 1 sin 2 À 


v/a 2 sin 2 i-t- 6*>cos 2 /=: 6 cos£\Aang 2 A 



6 cos£ 
cosX 


et enfin 


a dt 


d\ 


b cos 2 / co^ 2 à' 


dt 


d'où 


b cos 2 / 

^ 5 


5 


5 


0 



b* cos 3 / 
a cos 3 A 



>>. (i 


e 2 si" 2 



) 


3 


si r excentricité e est faible, on obtiendra aisément une 


valeur approchée de cette intégrale en développant la fonc- 
tion à intégrer suivant les puissances entières de e 2 ; dans les 
coefficients figureront les intégra 



I 


si 


11 


2 m 


\ dl, 


que nous savons calculer. 


131. Si la courbe proposée est définie par une 



r 


- • * * 

entre les coordonnées polaires r et w, on aura, comme on 


sait 




r % -+- r n d(ù 


et, par suite, 


(JÛ 


1 


s 


$0 



r' 2 diù. 


(0 


o 


36 


s 



NI)E PARTIE. 


AP1TRE I 



• 


nfin, une courbe gauche étant définie par trois é 


tions 


V 



aura 


x 


.. . 



ds 



/2 




s 0 sera donné par l'intégrale 


f sfié 2 

'0 



y' 2 + £ /2 




133. Aires planes. — Soit 0 une région du plan des x y, 


dont la frontière C so 




1 



a reunion 




i 



arCs 




urbe, dont chacun ne soit rencontré qu'en un seul 




une 



a 


r 



d 



axes, celui 



y p ar 


exemple. (L'ensemble de ces arcs pourra former un seul 


contour fermé, ou plusieurs.) 

es extrémités de ces arcs, menons des parallèles à Oy; 



elle 


s 



omposeront Q en régions partie 





I 7 9 • • • ? 



qu'une parallèle à Oj, tracée dans l'intérieur de l'une d'elles, 
ne coupe sa frontière qu'en deux points. 

(La figure 5 montre cette décomposition dans le cas où û 
est une couronne circulaire.) 

est égale à la somme des aires de û 0 Cî 2 , 



L'aire de 



Reste à déterminer celles-ci. 


Or c 



e des régions 0 f , Q 2 , est comprise entre 


deux parallèles x 



i 



00- 


05 


X = X 


à l'axe Oy et elle est limitée 


en dessous et en dessus par deux arcs de courbe C 0 , G| , dont 



les ordonnées y 0 , y K seront des fonctions connues de x. Son 


aire sera 


dx ! 


X 


dy 


[y 


i 



Elle est donc donnée par une intégrale simple. 


134. On obtient un résultat analogue en employant des 
coordonnées polaires r, m. Supposons en effet que G résulte 
de la réunion d'arcs de courbe dont chacun ne soit rencontré 

■ 

_ • ♦ 

qu'en un seul point par un rayon vecteur issu de l'origine O. 
Par les extrémités de ces arcs, menons des rayons vecteurs. 


0 


Fi-, 6. 





térieur à £2, ils décomposeront Q en régions par- 


tielles Q 1? û 2 , comprises chacune entre deux rayons vec- 


teurs 


i 


o { et deux arcs de courbe G 0 , G l7 dont 

■ 


les rayons vecteurs r 0 , T\ , seront des fonctions connues de cp. 



L'aire d'une semblable région sera 



rd? 




2 


l>? 


r l ] d 9 


fo 


Le cas où le point O serait intérieur à Q ou situé sur sa 



rontière se ramène immédiatement au précédent en excluant 
du champ Q une région infiniment petite entourant le 
point O. 


i38 
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X 


135. L'aire du trapèze curviligne limité par les droites 

— : X a . X — . »3/ ^ * l'axe Ox et la courbe G dont l'ordonnée est 


t de le voir, par l'intégrale 


y, est 

\3Cfà 





i C est 1' 


l'aire cherchée sera 


on 


v 




équilatère 


xy 


a, 



a* 


1 a dx 

X 


a log 


x \ 

Xq 



i G est la 



cette aire sera 


on aura 



aboie 


y 



\jipx dx 



oc 


2 /— r » 


x 


3 
2 

0 



3° Si G représente la moitié supérieure de l'e 



se 


x 


a cos 





;«2 



■ A 



£ sin 



cos 2 £ 


2 


A, 


et i variera de it à o; L'aire c 




.0 


ab 


i 


COS 2 £ 


dtr 


71 


2 


ee sera 




t 


2 


sin 2 £ 


1 4 _ 7T 


0 



2 


4° Enfin, si G est la cycloïde 


x 


sin f ), 


on aura 



a 2 (j 


cosi) 2 dt 


a- i 


a(i — cos£) 


2 COS t 



I -+- COS 2 £ 
2 


et si t varie de t 0 à l'aire 



y dx 


a 1 t 


trapè 



2 sin £ -4 


0 


1 sin2£ 

2 4 



t 


a 


sera 




i3q- 

L'aire comprise entre l'axe des x et la cycloïde pour une 
révolution complète du cercle générateur s'obtiendra en 

£ 0 — o, i , = 27t. Elle est égale à 3Tua 2 . 



136. A.ire d'une surface courbe . — L'aire d'une portion 

■m * 


de surface courbe, définie par les équations 



a? = ç(n, v), y = y t {u,v), z = cp 2 ( m, v), 
est donnée par l'intégrale double 


Sv/A. 2 + B 2 -h C 2 du dv, 



A, B, G désignant les jacobiens des fonctions cp, cd, , © 2 , pris 
deux à deux. 

* 

11 existe deux cas assez étendus ou l'on peut effectuer 

1 


l'une des deux intégrations nécessaires pour le calcul de 
celte intégrale double. 


137. C 


uvement 



courbe. (Ce cas com- 


prend celui des surfaces de révolution.) Prenons pour axe 
des i l'axe de ce mouvement, et soient 


X = /(«), Z = 9 (u) 


les équations de la section de la surface par le plan des xy. 
Lorsqu'elle aura tourné d'un angle ^, elle se sera élevée de 

_ 

me, m désignant une constante. Le point (X, Y) sera donc 

en un point y, z), où 



x 


Xcost>, r = Xsinc\ z- z= Z -+- i?iv . 


Les deux variables indépendantes seront u et et l'on 


aura 


A=z X' sinç .rn — Xcosp.Z', 
B = — Z' . X sin e — m . X' cos *>, 


C = X' cosp. X cose -+- X siu v. X' sin v 



i 


V / A 2-+- B 2 + G 2 = N A^ ,2 + X 2 Z' â -h X 2 X 



I 


Cette 


expression n 


rapport à v sera immédiate. 


e dépendant que de u* l'intégration par 

$ 1 * 


138. Cherchons, d'après cette formule, l'aire du tore en- 
gendré par la révolution du cercle 


X 


a 



o 


r cos m, 


Z 


/' sin a. 


n aura 


m 


o 



Z' 2 



X 


/2 



r 


■ 

et la fonction à intégrer se réduira à 


rX 


r ( a 




u). 


ra 


On aura à intégrer de o à 2tc 

à u. La première intégration donnera 




a puis par 



et la seconde 


2 7T/'(<2 H- rcos m) 


[2jtr(au +■ r sin « ] ^ 



. Le second cas est celui des sur 



par les equatio 





y 



a 


i 



b x u 9 


a 



b 2 u, 


a, b, a { , b K , a 2 , b 2 étant des fonctions d'un paramètre v 
En désignant leurs dérivées par a\ 6', . on aura 


C 


b ( ë. 


m m 


- b\ a ) 

« ■ • • • 


bi(a' 



Vu), 


Par suite, y/Â^ 



2 sera de la forme 


y/M 


+- 2 N u 



Fa 2 , 


où M, N, P ne dépendent que de v. Or nous savons effectuer 
l'intégration indéfinie de ce radical par rapport à u. 


140. Considérons comme application le paraboloïde hy- 




le dé 



1 les équations 


DÉFINIES. 


X 





z 


a 


a 


i 




b u 
b% u 





c v 





d uv, 
d t uv, 


ciy b, ... étant des constantes. 


Chacun des jacobiens A, B ? G sera de la forme 


a 



(3 u + y 


v. 


L'expression à intégrer sera donc de la forme 



du dv, 


i4i 


1 î 


de 1 



ion 



tive. 
surf 


a 



comprise entre les quatre génératrices u=u^ 1 u 


0? 


V 



■ au 


et de nouvelles variables S, *ï fonctions linéaires de u et 
de v. Ces fonctions pourront être choisies de manière à ra- 
mener F à la forme 


m(i -h£ 2 + Y] 2 ), 


m étant un facteur constant. Le jacobien 



1 



ma- 


/ _ 


que 


nouveau 



Dns tante. Jintin 
d'intégration s 


a 


voit aisément 



u 


n 



J— 


gramme. Or un parallélogramme (et généralement un poly- 
gone quelconque) peut être considéré com 
algébrique de triangles ayant un sommet à l'origine des 


me une somme 


coordonnées. 
Cherchons 



r 



n 2 d< 



dans un semblable triangle. 


Posons 


r cos co. 


r 



\ r 


S y/ i -h r 2 r dr dey. 

Les côtés du triangle qui passent par l'origine ont des 


équations de la forme 


et le côté opposé une équation de la forme 


P 

r — 


Cos(co — A 


p et A étant des constantes. La première intégration, par 


rapport à r, peut s'effectuer et donne comme résultat 



i i n 


cos ( co-X, I, [C0sMc0-X)+^f > 

UCO 77 — Cl(j) — -r a&û. 


J 0 


3 cos 3 (&) — A) 3 


11 restera à intégrer cette expression de oj 0 à w { . Cette 


intégration peut s'effectuer aisément en posant, dans le pre- 
mier terme de la différentielle proposée, 


sin (co — À) — t. 


Il sera transformé en 


i 3 



3 ,: ) _^ /> . ; ,__ ij 


expression intégrable par les méthodes connues 



Considérons enfin l'ellipsoïde 


0 «r + -h -r — I 


rt* 6 2 C 2 


Cherchons l'aire S 




dessus du plan des xy. 


ellipsoïde située au- 


INTÉGRALES DÉFINIES. I 4^ 



lis l'eliiose de base 



c » . 


en éléments infiniment petits du. Chacun d'eux sera la pro- 
jection d'un élément de Taire cherchée, égal à 



Cuscp 


o désignant l'angle que la normale à l'élément fait avec l'axe 
des z. Nous aurons donc à calculer l'intégrale double 

de 


Or on a 



coscp 


cos <p 


0 



— -H 

Le lieu des points pour lesquels o est constant sera donc la 
courbe définie par l'équation (i) et la suivante 



i ; _j_ 

a* b k c k ) c k 



-Éliminant z-, on aura, pour la projection de cette courbe 
sur le plan des xy* l'ellipse 

* « ' * 

a*—c x a \ Y 2 ( b 2 —c 2 . . . 


dont l'aire U sera 





x _ a « cos 2 cp) (i — (3 2 cos 2 cp) 


en posant, pour abréger, 



i 


La somme des éléments da-, compris entre les ellipses ep et 

, sera évidemment dU, et la bande correspondante 



de l'ellipsoïde aura évidemment pour aire 


cos cp 


On obtien- 



_ _ 

ra S en sommant toutes ces bandes, de o 

1 


qui 



a 



.-•miner 



simple 


7U 

?=2 


coscp 



o 


a 9 

1 


TU 


» ce 



d'abord l'intégrale indéfinie. 


L'intégration par parties donnera 



cos<p 


U 


cosco 


I 


coscp 



7 


en 



a 



sin^, 


S 2 


d'où 


i 


i 


i 


izab 


L 1 


T 


a 


2 


sin 2 


cos 


on a 


i - 


/c 2 sin 2 i|; 


i 



coscp 
dU 





cos 



in 2 (|i 


a 


sin 2 d» 


cos 


a sin d; cos d»y i — A* 2 sin 2 ^ 




a 


2 


si t> - d> 



a sin 


2 




I 


k* sin 2 



Mais, en remplaçant, dans la dernière intégrale, a 2 par 


k 2 sin 2 à + A* 2 sin 2 elle deviendra 


| 



/ J v/i — /f 2 >i 



1- a 


k~ sin 2 d» 


sin 2 df 



O 


r 


d^ 


sin 2 
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on aura donc, en intégrant 




7 



I 


/c 3 sin 2 ^ 


sin 2 d 


■ 





k À sin~ ^ col d/ - 


k' 2 cos 2 ib 



(A- 2 


: 

À* 2 si n* colty 

■ « *t 



i 


A*- sin-d; 


A-sin 2 d; 



i 


/r 2 sin- 



Rétmissant ces résultats, il vient 


i 


CX. " 


sin 2 d/ 


itabj cos© 


a sin d> cosd/\/ 1 — A 2 sin 2 1|/ 


ay i — k % sin 2 ^ cot^ 


-h a 



i 


A* 2 sin 2 d; 


a 



i — /c 2 sin 2 



143- Il ne reste plus qu'à assigner les limites de l'intégra- 


tion. Or, pour cp = o, on a 6 


arc sin a ; pour o = - > 6 


i o 


On remar 


deux termes tout 



que la substitution 
intégrés. Mais leur 


o rend infinis les 



s 



ce sont, en effet, des fonctions i 



dont les 



princi 



OC 

S -r et 


4» 


se détruisent. 


On obtiendra ainsi la formule 



a 4 


i 


aie s? i ri a 



I 


A 2 sin 2 u 


1- a 



a:C -jin a 



I 


A" 2 sin 2 



L'aire cherchée s'exprime donc par les intégrales 
tiques de première et de deuxième espèce. 



i 


P- 


144. Volumes. — Soit K une région de l'espace dont on 
demande le volume. 


Si 1 



■ 

ontière Q de K (formée par une ou plusieurs 



J. 


II. 


10 


k 


faces) peut se 



en un nom 




fini de régions 
ne d'elles qu'en 


telles qu'une parallèle à Oz ne coup 
un seul point, menons des cylindres parallèles à Oz et ayant 
pour directrices les contours qui bordent ces régions. Ils 
décomposeront Ken champs partiels, dont chacun sera limité 




ement par une surface z 0 =/ 0 (^,JK), supérieure- 


ment 



r une 



e z K 


mm—m 


f K (Xjy), el latéralement par un 


de nos cylindres. 



Le volume correspondant sera Sdxdydz. Effectuant 
l'inlégration par rapport à z, son expression deviendra 


)dx dy — S(z{— z 0 ) dcr. 


intégrale 
cylindre. 



e ayant po 



la section droite <r du 


145. Cherchons par exemple 



parallèle à Oz et limité, d'un côté, par le pl 
l'autre, par la surface S définie par les éqi 


volume d'un cylindre 

s x y, de 





cp(«, e), 


y 


<p t (a, 9% 


On aura ici 3 0 


o 


5 



1 


et le volume 


donné par l'intégrale double 


S z de 



C j du d%\ 




sera 


/ 


G désignant le jacobien de cp et d 


Cette intégrale double se 
grale simple : 


e 



i 



e-me 



à une inté 


i° Si la surface S est hélicoïdale [ou en particulier de 
révolution]; car on a dans ce cas 



<p 2 


2 4- mv 


c 


XX. , 


et ® 2 |C| étant linéaire par rapport à on pourra effectuer 
l'intégration relative à cette variable; 

2° Si elle est réglée, car <p 2 et C étant linéaires en o 2 1 C 



sera par rapport à cette vai 
gré, qu on sait intégrer. 
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e 


un 



147 

nome du second 




ons, comme application, 




urne compns 

entre les plans des xy y des yz, une demi-sphère de rayon r, 



k 


avec son centre à l'origine, et un cylindre droit dont la base a 
pour diamètre le rayon OA (Jig* 7). 

Prenons des coordonnées semi-polaires p, cp, ^ déterminées 


par les relations 


x 


0 coso. 

1 l ' 



z 


L'ordonnée z de la sphère est évi 
relation 



ent dé 



par la 



W 9 


On aura, d'autre part, 


C 


0059 



p sin <p 


sin <p 


P 


co 



p 


Nous aurons donc à évaluer l'intégrale double 


p-pdp dcp, 


le cha 




Une première intégrati 


on étant le triangle curviligne AOB. 

rapport à p donnera pour 




1 


g no m oo 


f 0M ?t: ON étant des valeurs extrêmes de p pour une valeur 
déterminée de o. Or Ja figure donne OM = r coscp, ON = r. 
Substituant ces limites il viendra, comme résultat de la pre- 
mière sommation, 

r 

— sin 3 <p d®. 


rant de nouveau entre les limites extrêmes de <p 

obtiendra le volume ch< 


sont ici o et — > on 



r 3 C 

T / 


sin 3 cp do 


mBÛ fil 3 fioB Jicib s il) xi ri 


.3 


71 



cos<p 



COS 3 CD 

3 


71 


2 



.3 



Cherchons encore le volume 


des ^ry et la moitié supérieure de l'ellipsoïde 




1 


I' 

1 


a 



y 



z 

c- 


I . 


le plan 




■ 

ut être remplacée par le système des 




ce 


a sin v eostf, 


\ 

\ 9 l l . 


y ■ 


M 

o sin v 


sin u 


z 



COS P 


et l'on 




varier & de o à 2-n et v de o à 


O 


n aura 


■V - 'y - • : 

». L ■ 


I 


î 


V 1 


\ 

V 


G 


a sin p sin m . 6 cos e sin a 


. ... v . - c i u . , j a -e 0S ( , eos tgj^%! ^os 1 


en faisant 
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Le volume cherché sera donc donné par l'intégrale double 


abc S sin v cos 2 v dv du 


2 TU 


abc I 

J o 


cos 2 9 sin 9 




2nabc 


TZ 

COS 3 Ç x 2 


2 



0 



izabc 


148. Si l'on voulait adopter des coordonnée polaires r, 6, 
f , on décomposerait de même K. en champs partiels, limités 



un par 



ux s 



ces 


r 


o 


/o(0,?), 


<p)i 


et latéralement par un cône ayant son sommet à l'origine. 


L'élément de volume étant ici r 2 sin9 dr d§ do, le volume 
de cette région sera 

Sr 2 sin 9 drd9 do. 
Intégrant par rapport à /*, on aura l'intégrale double 


3 



S(r» 


r\ ) sin 9 d9 do. 


m 

149. Masses. — On nomme densité moyenne d'un corps 
le rapport de sa masse à son volume. Un corps sera homogène 
si, en le décomposant d'une manière quelconque en plu- 
sieurs parties, ces diverses parties ont toutes la même den- 
sité moyenne. Dans le cas contraire, le corps sera hétéro- 



Considérons un corps hétérogène; soient P Tun de ses 


points; Q une portion du corps, qui contienne le point P. 


Nous admettrons que, si l'on fait décroître indéfiniment sui- 
vant une loi quelconque le diamètre de Q, sa densité moyenne 
tendra vers une limite déterminée. Cette limite se nomme la 

■ . * ■ • 

densité au point P. Cette densité variera en général d'un 
poi 

Supposons que l'on connaisse cette fonction et qu'elle soit 



à l'autre et sera une fonction des coordonnées. 


-■ ■ 


IDO SECONDE PARTIE. — CHAPITHE If. 

* 4 

continue. Proposons-nous de calculer, d'après ces données, 


la masse totale du corps. A cet effet, décomposons le corps 


en éléments de diamètre infiniment petit. Soient AV l'un 
d'eux; ix la densité en un point (x^y^z) choisi arbitraire- 


ment dans AV. La densité moyenne de l'élément sera (x-he, 


£ étant infiniment petit; sa masse sera donc ()x + s) AV, et la 



se totale M sera donnée par la for 




M = + e) AV. 


Si l'on passe à la limite, 2s AV tendra vers zéro, car son 


module ne peut surpasser 



AV = yjV, 



V désignant le volume du corps, et Y| la plus grande des quan- 


f 



s [si; or celles-ci tendent uniformément vers zéro dans 

I 1 7 

, -, -m m m m , _ 


tout le corps. Donc M sera égal à l'intégrale tri 






2uAV = SfxdV, 


étendue à tout le corps. 


150. Centres de gravité. Moments d'inertie. — Soient 

■ 

y, z), (x 1 y f , z ! ), ... des points de masses m, m\ . ... 



On nomme centre de gravité du système le point dont les 


coordonnées X, Y, Z sont définies par les équations 


X — — , Y=r = J , Z — 

Zm 2é m 



4 ■ 

et moment d'inertie du système par rapport à une droite la 


somme 


2mà\ 


- 

8 désignant la distance de la droite au point (œ,y,z) de 


masse m. 


Si, au lieu d'une série de points isolés, on a un corps con- 
tinu, ces sommes se changeront en intégrales. Décoihpo- 



INTÉGRALES DÉFINIE 


1 5 1 


corps en éléments infiniment petits 



Soient 


AV le volume d'un de ces éléments; 
a. la densité en un de ses points {x^y, 


z 



8 la distance de ce point à l'axe par rapport auquel on 


les moments d'inertie. 



d 


La masse m de l'élément sera sensiblement égale à uiAV. 
D'autre part, tousles points de l'élément auront sensiblement 


pour coordonnées y, z } et leur distance à l'axe sera sen- 
siblement égale à 8. On aura donc, en passant à la limite, 


m 


lim AV 


2mx — limifjt.^ AV = Spx é/V, 


2i m è 


Umlpà 1 AV = Sfzd î rfV. 


51. Appl 



S 


homogène, par rapport à un diamètre. Pj 


cette droite pour axe des z et le centre 





spnere pour on 


gine 


5 


on aura 


8 


x 



e 



2 . Il faudra donc calculer l'inté 



y") 



On trouverait de même, pour les moments d'inertie rela 



aux axes des x et des y, 



z 2 )dV 


et 



u.(z 



x"- ) d V . 


Ces trois moments d'inertie sont égaux, chacun d'eux sera 
égal à la moyenne . 


2 

3 


SjJ!.(a? 2 


\- y- -f- z- 


)d\[. 


r 

En coordonnées polaires, on aura 


x 





z 


r 


5 



r 2 sin0 




On aura donc à calculer l'intégrale 


2 

3 


S / ,4 si n 9 dr dd dty. 


Dans l'étendue de la sphère, à varie de o à 2tt, 6 de o à rc ? 
r de o àR, rayon de la sphère. 

Les intégrations sont immédiates et donnent pour résultat 

Q 
I D 


V. 


Vecteurs. 


152. Nous établirons dans cette section une série de rela 


tions importantes entre des intégrales définies. Toutes les 
démonstrations supposent qu*il s'agit d'intégrales ordinaires. 
Nous admettrons donc, une fois pour toutes, sans le répéter 
à chaque fois : i° que le champ est borné; 2° que les fonc- 
tions arbitraires contenues dans les formules, et toutes celles 
de leurs dérivées qui figurent sous les signes d'intégration T 


sont continues dans tout le champ. 


153. Soient K u 



région de l'espace; Q 


Décomposons R en cylindres élémentaires 




sa frontière 


èles à l'un 


Fie. 8. 



■ p 


des axes coordonnés, tel que Oœ, et arrêtés à leur rencontre 


8, où K représente une sphère creuse. 


avec Q. La figure 


1 


53 


éléments cylin 

riques 

Soient k Tan d'eux; diù sa section droite; d& {} dv 2 les 
éléments de Q qui le terminent; n i x 1 n*x les angles que les 
ormales 
rm 

en tenant compte des signes des cosinus, 





sur ces éléments extérieurement à k 
avec Ox; n K x sera obtus, n 2 x aigu; on aura donc, 


rfco 




j COS ï\ j oc 


— L 


ds o c 



L'élément de volume dans A' est d'ailleurs 


dv 


dx d(à. 


Gela posé, soient P une fonction quelconque des coordon- 
nées; P M P 2 ses valeurs sur dv K et dv 2 , et considérons l'inté- 


grale de volume 


.eur 


• ■ • 


à 


dv. 


x 



La portion de cette intégrale correspondante à k sera 


dx 


dx dw = (P 2 — Pi) du = P 2 cosn^x d<j 2 -h P t cos/Z! x 



Sommons les résultats relatifs à tous les 



taires, il viendra 



res élémen- 


(0 



P cos n x 



Posons dans cette formule générale P = œ; elle devient 


(a). 


et 





x cos nx de 


\ 


£2 




xpression du volume par une intégrale double 


154. L'emploi des coordonnées polaires r, 6, o donne lieu 

JL 


à des formules du même genre. 


i5A 


SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE II. 


Soit O l'origine 



des coordonnées. Supposons-la d'abord 


en dehors de R. Nous décomposerons K en éléments tron- 
coniques (fi g. 9). Soit k l'un d'eux. Il découpe sur une 



mesure 


sphère de rajon 1 et de centre O un élément qui 
son ouverture, et sur û des éléments dv K , da 2 ; soient /i,/-, 


que les nort 







raient 



ur ; n K r s 



a obt 


et l'on aur 



a 


ds i cos/i, r 


ds« cos/z«r 


/ 


.2 




/ 


.2 


Considérons l'intégra] 




dP 


r 2 dr 


dv. 


L'élément de volume dv dans k étant r 2 drdiù, la portion 

■ 

correspondante de l'intégr 



sera 



/r 


dP 

dr 


dr dtù 


(p 


P t ) du> 


P 2 cos n 2 r dui P x cos n r x dv x 


r 


2 


r 


1 


La sommation donnera 


(3) 



dP 



v 



cos nr 


1 


.2 


da. 


155. Si O est intérieur à R, nous décrirons de ce point 
comme centre une sphère A 1 , d'un rayon p infiniment petit. 


Soient k son volume, to sa sur 




INTÉGRALES DÉFINIES 



ons la 




uie nrece 



3 par Q et co, on aura 




e au 


ine K 


1 55 
k 



i 



dr 



P en s ni 


il 


r 



cos nr 


r 



da 



sons a 



tendra (93) vers 


limite. L'intégrale du premier nom 




dP 


. r 1 dr 


d\ 


'au tre part, sur to, r a la valeur constante p et cosrcr = 


i 


(car la normale extérieure à K — k est directement opposée 


au rayon vecteur). Enfin Taire co est égale à 4^p 2 - 


L'intégrale suivant co sera donc égale à 


P 


u étant une valeur intermédiaire entre le maximum et le 
minimum de P sur la sphère. Lorsque p tend vers zéro, l'un 
et 1 autre tendent vers P 0 , valeur de P à l'origine. 

On aura donc pour un point intérieur O, au lieu de la 
formule (3), la suivante 




P cos/i; 


r 1 dr 


/ 


.2 


da 


4ttP 


156. Supposons enfin que O soit sur 


ordi 


inair 



cette 


n co 


Fig. io. 



m 

à K et à k) co, et Q, les portions de (o et de ù qui la 

^m. ~ m. m. w m ■ 0 11 \ fi 


bordent (fig* 10). Appliquons la formule (3) au do- 


maine K — fc iy bordé par Q — Q, et o> 4 , puis passons à la 
limite. L'intégrale triple suivant R — k K tendra vers 



dP 
àr 


iv. 


De même l'intégrale de surface suivant Ù — Q n tendra 


vers 



P cos nr 




i 


Pour l'établir il suffit (95) de montrer que, pour r 


o 


P cos nz 


est d'un ordre d'infinîlude < 2 . Or, ,-cos«r est égal 
à la distance S de l'origine au plan tangent mené à Q< à l'extré- 


mité de r; et l'on sait 



S est de l'ordre de r 2 . 



5 



egra 




prise suivant co { est e 



a 


P 


2 


cjj 4 . A la 


i 


limite u tend vers P 0 et to, vers - o> 

'2 


2 7C 


P 


La valeur limile 


de l'intégrale sera donc. — 2tîP 0? et l'on a 



(5) 



P cos ni 


.2 


2 7lP 


0 



. p 


osons dans les 


d'où P 
de K, 

(6) 


0 



pre 





M M M 

Jf£ dv 


*ffa 


r cos 




s 


P 


7 1 

3 


o ; elles donneront une expression du volume 


158. 



ons P == i d'où 


la valeur de l'intégrale 


dP 

dr 


o; ces formules 



neront 


Elle sera égale à 


2° 

3° 


zéro 

'27T 



cosnr 


si O est extérieur à K, 

si O est intérieur, 

si O est sur la frontièr 


59 


n obtie 



res 



prises dans des domaines plans. 


Soient ù un 




e 



aine; G sa frontière, formée 



par une ou plusieurs courbes; r, o des coordonnées polai 
dont l'origine O soit extérieure à Q. 

Partageons û en bandes élémentaires, comprises chacune 
entre deux rayons vecteurs et arrêtées à G (flg* 1 1). Consi- 



g. ii. 



erons 1 une a elles, 
vecteurs, ds^ ds 2 les 



îent do l'angle des deux rayons 
éléments qu'elle détache sur G; n K r, 
n 2 r les angles que les normales extérieures élevées sur ds i} 

- ■ ■ 

ds 2 forment avec le rayon vecteur. On aura 




! cos/z t r 





r 


/■ 



ds 2 étant pris positivement). 
D'autre part, l'élément de de l'aire sera r 




s donc l'intégrale 



i dP 

dr 



f fa 


dr 


dr do 


La partie de cette intégrale relative à la bande é 



sera 


(P 



cosn 



dSn "+ 


P 4 co$n l ?\ 


r 



i58 



PARTIE 


et la sommation donnera 


CHAPITRE II. 


(7) 



i dP 


r or 



P COS/27 



r 


160. SiO 


centre 







rayon 


'écrivons 



îment petit 



int comme 


t tù son 


aire, c sa circonférence. Appliquons la formule précédente 


au domaine Q 


(JL> 



G et c. Il viendra 



i 



r dr 


da 


Passons à la limite. 


vers 


D'autre 







e du 



i 

r 




l'intégrale 


P cos nr 


c 


r 



P cos/zr 


/ 





re tendra 



a r 


valeur 


p, cos nr 

i 




2 7TO 


tégrale a 


2 7ÏW., 



onc 


pour 




(8) 


ignant une valeur moyenne de P sur c. Or, à 




vers P 0 ; on aura donc finalement 



r 



cla 


P cos nr 


c 


ds 


r 



2ttP 0 


Si O était sur la fro 
que le terme complé 




on verrait, co 
2tuP 0 devr 






n 




1 

uit de 


161. Pos 






es ci-dessus P 


r 


> o 



ura 




2 


r cos nrdv. 


c 


■ Il 

En posant P 



a 



o 

2 7T 
7T 



fi 



la 



de l'i 




cos nr 


r 


-ds, 


pour O extérieur 



pour O intérieur, 


egr 



pour 


O sur la frontière 


162. Si au lieu des coordonnées polaires on emploie des 


coordonnées cartésiennes x,y, on décomposera ù en bandes 


parallèles à Ox {fig. 12). Gonsi 




l'une d'elles, de 


Fig. i2. 




largeur dy y et limitée par les arcs 
on aura, n K x, n 2 x désignant les angles des 



Heures avec Ox 



m 





ds 1 co$n t x 



ds* cosn 


La portion de l'intégra 


île 



1 \ 

çi àx 


da 


2 x 



pondant à cett 



(P 


sera 




x ds 



P 1 COS Yh<[ X 


Cc-o 1 • 


îOO SECONDE PARTIE. — CHAPITRE II. 

Par une sommation, on trouvera 


<io) f d ° ■= £ p cos n 


OC ds. 


163. Posant P = x, nous aurons une nouvelle expression 
de l'aire 


(n) / / d? 



x cosnx 



Posant d'autre part P == i , il vient 



cos ax ds — o 


C'est le théorème des projections. 


164. Intégrales curvilignes. — Soit L un arc de courbe, 



défini par les équations 


x 



(OS, jrrzcp^, Z = ^S 


l'arc s étant pris pour variable indépendante. On aura 


dx — x 1 ds, dy — y 1 ds, d 



Soient P, Q, R des fonctions de x, y* z \ leurs valeurs en 

m 

chaque point de L seront déterminées en fonction de s; et 
si 5 0 , Si sont les valeurs de s au commencement et à la fin 


de L, on pourra calculer l'intégrale 


l 


(P*'+Q/+R 5 ')«fo. 


s, 


Une expression de ce genre se nomme une intégrale 
curviligne prise suivant L et se représente par la notation 


Prfi' + Qrfj + R dz. 


Elle changerait évidemment de signe si l'on décrivait la 
ligne L en sens contraire, ds devenant négatif. 


Au 



INTÉGRALES DÉFINIES. 

aire, dans les formules des n os 159-163, 




s sont 



l'on remplace L 



mêmes 




161 




îs toujours positivement. 
La valeur de l'intégrale curviligne variera en général, 


iites. 


Si la ligne L est située dans 
nuls et l'intégrale se réduira à 


igne d'intégration 




ayant 




es xy, z et dz seront 



P dx 



où P, Q sont des fonctions de x, y 


165. Ces définitions posées, considérons, dans le plan 
des xy, un contour fermé C (fig. i3). Soient n la normale 


Fig. i3. 


y 


A 



0 



» », 

extérieure en l'un de ses points, nx l'angle qu'elle fait 




avec Ox; t la tangente menée dans un sens tel que les d 
droites t aient entre elles les mêmes relations de 
que Ox, Oy ; on aura, pour un petit déplacement ds dans 
e sens de t 7 


dy 


ds cosnx. 


* ♦ 


Si donc on décrit le contour C dans le sens i 



7 



gra 


le 



obtenue 





1 


a 


Pdy 




a 



c 


P cos nx ds, ou à l'intégrale double / / 


dx 



J. 


IL 


n 


IÔ2 


SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE II. 


Si un observateur, debout sur le plan des xy et regardant 
suivant Ox laisse Oy à sa gauche (supposition habituelle 
en géométrie plane et représentée dans la figure), le même 

■ 

observateur décrivant le contour devra laisser Q à sa gauche. 
Si Oy était à 




de Ox, il devrait laisser Û à droite 
c'est la supposition admise dans la géométrie à trois dimen- 


sions). 




tant P, y avec Q, y, 




même 



eJ^Qdx est égal &J*J^ ^> mais à la condition de 


M * 

changer le sens dans lequel G est décrit; car si Oy est à 
gauche de Ox, Ox sera à la droite de Oy. Revenant au sens 


primitif, on aura 



Q dx 



On aura donc, en ajoutant ces résultats, 



Pdy 


Q dx 



■ 

ou, en écrivant — P, Q 



u de Q, P, 


(12 




P dx 7 





dP 



da. 



. Cette formule subsiste pour un 


frontière 




serait 



ée de plusieurs contours fe 


e ù dont la 

és C M 



Décomposons, en effet, par des transversales, le domaine □ 



formule à 


lés rés 


les intégrales curvilignes 



r un s 


eul 


d'eux et ajoutons 


ainsi que 


de C<, G 


2) 




ue transv 


ses sur les diverses parties 

fois 



étant suivie 



ux 


et dans des sens différents, les intégrales correspondantes 


se détruiro 



V 


I I 



RALES 



• 




4 

ace gauche ; 



Fig. i4 


■ *" 





4 J G 2 ? . 


En chaque 






sur 



une nor 




i 



. Si, partant de on 

Fig. & 






l'une de ces faces sans traverser G, il pe 
avoir décrit un contour fermé convenable, on se re 
en /? sur la face opposée à celle d r où l'on était parti 





Fig 


6 
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ABGD 


dons-la, de manière à amener G sur A et D sur B: puis 
soudons les lignes AB, CD. La surface ai 



ul 



i obtenue sera 
propriété indi- 


quée 



1er 


deux faces distinctes 



q 



e de l'une à l'autre. Appe- 
lons face positive Tune d'elles, choisie à notre gré; la normale 


îr cet 



maie positive. Soient cos 


co 




ses 






raie de surfac 




àP 



— cosny 

(J z 



cos nz de 


1 r«w ♦ 


est égale à V intégrale curviligne 



P dx 




acun des contours C M C 2 , 






ns un sens 


convenante. 




e sens dé 


ives Ox, Oy, O 





nairemen 
en O, la 




si 


xes 


e telle sor 



ative des directio 




e 




nnés. O 


m observateur 



posi- 
isit ordi- 
es pieds 



z et regardant Ox, ait Oy à sa droite, 
et énoncé subsisterait si l'on y permutait circulaie- 



nt ar,^, z.) 

Dans ce cas, chacun des contours Cj, C 2 , . devra être 


décrit dans un sens tel qu'un observateur, debout sur la 



e positive, et 



vant 


< 



devrait le laisser à 



isse Q à sa droite 
était à gauche du 




zOx). 



Remarquons tout d'abord que si, comme au n° 166, nous 

û en plusieurs régions par des transversales, 


aria 



théorème, supposé vrai pour chacune d'elles, le sera 



pour Q. 


- 
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Il suffira donc d'établir le thé 
limitée par un seul contour fermé G 


reme 


han 




po 


Le choix de la face positive est d'ailleurs i 



gement de face entraîne ce 



le 


et celui du sens dans lequel C doit être 
embresde l'égalité à démontrer changeront don 



nui 


d 


If 


de signe. 

Nous pouvons donc supposer cos rus positif. 


Cela 



S 


G) 


P(x, y 9 z) = <S(œ,y) 9 


minée 


dra, 



■ 

■t * 

<£ étant une nouvelle fonction de x, y seuls. 


Dérivons cette égalité par rapport à y, x restant constant 


il vient 


âP 

ày 



àP à 


dz dy 



et [x 



dx,y 



— — » 

ày 

urfaee les points 

M. 


no 


maie; d'où la relation 


cosnx dx -+- cos/zjk dy 



cos n 


z d: 


o. 


On en dé 




y par suite, 


dz 


cosny 
cos nz 



co 




ày 


cos nz 






dz 



da cos nz 





! 


désignant l'élément de Faire de la projection û f de Q sur 



le plan des xy. 

Soit d'autre part G' la projèction de G sur le même plan. 
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O 


n aura 




P dx — / $ dx - 



Â I ^ 


1 

car sur G on a c £= P, et d'autre part dx a la me m 



sur les éléments correspondants de G et de G 
D'ailleurs Q devra être 



G, c'est-à-dire qu'un observateur debout sur le 



ourant C' devra laisser û r à sa droite. 


L'égalité à 



vi en 




dû 


x 



I 



e résulte de la formule (12) en y posant P= Q = o. 



. Champs de vecteurs. — Soient F une fonction de 


x,y,z) l une droite de cosinus directeurs cosa ? cosjâ, cosv 







t (x,y, z) ; F + AF la va 
point (#*+ h cos oc, y + h cos (3, z + h cosv) situé sur l à une 


distance infiniment petite /i du point (x^y^z). La limite du 

AF - ■ - . 

rapport —r se nomme la dérivée de F dans la direction / et se 



ppo 

dF 

désigne par 

Si F est développable par la série de Ta 


^ « 




on aura 




AF = h I ^r- cos a -+- -r— cos j3 






— r 
1.2 1 


<? 2 F , dF dF 

cos J a -h — cos a cos (3 





• • * 


d'où 


dF dF dF . dF 

-77 = -3— cos a H- -r— cos p -+- -r— cos v, 


d 2 F d 2 F ; d'F * 

2 -5 — — cosacosû 



dl* dx 2 ' <fcz<ty 



■ • 


Soit X Ja; direction opposée à / ; les cosinus directeurs 


INTÉGRALES DÉFINIES 


ib7 




ngé de signe ; on aura donc 



ÔF 
dl 


y 


d 2 F 


t) 2 F 



2 


170. Soient P, Q, R trois 
segment de droite issu du 

_ _ 

jections P, Q,R. 







\3c,y,z) et ayant pour pro- 
egment se nomme un vecteur. L'en- 
semble des vecteurs correspondants aux divers points de 
l'espace constitue un champ de vecteurs. 

Si l'on conçoit que le vecteur représente une force, le 



travail accompli, lorsque le vecteur parcourt une ligne G, sera 



L cos(L ? ds) ds 



P dx -4- Q dy 



R dz. 


On nomme lignes de force celles dont la tangente en 


chaque point est dirigée suivant le vecteur. 


Concevons d'autre part que L représente en grandeur et 

XX L 


direction la vitesse d'un fluide en mouvement. Considérons 



un élément de surface dy passant par le point {x^y^z 
présentera deux faces, que nous appellerons l'une positive, 
autre négative. Soient cos nx, cos ny 7 cos nz les cosinus 
directeurs de la normale positive n. Au bout d'un instant dt, 
les molécules de fluide qui se trouvaient sur du se seront 

X 

déplacées de hdt dans la direction de L. Celles qui les sui- 


Fig. m. 



vent, en 



dy 



la face néga 






■ '7)d 



positive, 



4 


d<j cos( L, n) L de. 
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ette 



ération explique le nom de flux élémentaire 


qu'on donne à l'expression 

■ 

L cos ( L, n ) d<j = ( P cos n x 


Si l'on changeait la 

lui-mê 




Qc 




m 

R cosn,s) dv. 


des faces, les cosinus, et 



ar suite le f 
Le flux 




7 


c 



géraient 



signe 



tal à travers une 




ce Q sera donné par l'inté- 




Q 




R cos ?i z) de 


On nomme encore : 


Tourbillon du vecteur (P, Q, R), un nouveau vecteur 




ections 






Divergence du même v 




la 


dB. 

- m 




171. 


O 



divergence d'un vecteur 


\s l 


intégrale de la 

un volume K 



flux de ce vecteur à travers sa f\ 


flux étant com 



(i3) 


égalité est exprimée par la formule suivante 


H- -3— 1 dv 

az 





ày 


f fa 


( P cos nx -\- Q cos/i y -4- Rcosnz)d<r 


eosnx, cos/iy, cos riz e 




tant les 



directeurs de la nor- 


eneure. 


Or on a établi (153) l'égalité des termes qui dépendent 


de P dans ces deux intégrales. En permutant x,y,z ; P, Q, R; 



on 



'1 


qu 11 en sera 






ants de Q 




172. Théorème de Stores. — Le flux du tourbillon d'un 
vecteur à travers une portion de sur/ace 0 est égal au 


travail de même vecteur lorsque son point d'application 

rm . 

décrit le contour G qui forme la frontière de Q (dans le 
s précisé au n° 168). 




(i4) 



rème s' 



rime par la formule 



dR 

dQ 

ày 

àz 

dP 

dR 

ds 

dx 


cosnx 


cosny -+- 



dP 

à y 


cos nz 




Pdx 



Qdy 



R dz. 


Or l'égalité des termes dépendants de P a élé établie (168). 
Celle des autres termes s'en déduit par une permutation cir- 


cu 



173. Certains 



spéciale 



■ 

s particuliers méritent une mention 


Champs à potentiel. — Ce sont ceux où les composantes 


du vecteur sont les dérivées partielles d'une même fonction U 



u on a 





iel du champ. 


Les surfaces U = const. sont 


O 


n a sur ces sur 


face 


s 



- 

s surfaces 



niveau. 


dU 


dx 


dx 





o 


ce qui 






qu'eues sont normales aux lignes de force, 
du vecteur le long d'une ligne / joignan 



S 


points (abc), (a ! b'c ! ) sera 


ri * 


V 
■ 


* * ri 



dx 


dx 4 


dll 




dV 

()z 



V(a'blc')-U(abc) 


SECONDE PARTIE. 



CHAPITRE IL 


I7O 

Il reste donc constant si l'on déforme la ligne / pourvu que 
ses extrémités restent fixes, ou plus généralement se dépla- 


cent sur des surfaces de niveau. Il est nul pour tout contour 

-M- 

» v ~ ô\J ÔXJ 

fermé (tracé dans une région où— > 



nues). 


dy 



t conti- 


Les composantes du tourbillon 


dy dz 



sont identiquement nulles. 



174. Réciproquement, tout champ de vecteurs (P, Q,R) 
travail est nul pour tout contour ferme aura un tour- 
billon identiquement nul. et admettra un potentiel. 

En effet, si le travail est nul pour tout contour fermé, la 
formule de Stokes montre qu'il en ser 



e me 



tourbillon à travers une sur 



l'intégrale qui représente ce flux soit nulle quel que soit 1 



ufl 



pour 



champ, 1 


n aura 





mment quela fonction à intégrer le soit. 



- 


cos n x 



dP 

dz 



dx 



ny 





cosnz 


o. 


• * 


Cela ayant lieu 



que soient les angles nx\ ny, nz } on 



1 t* 


os) 



dQ 




ï 


dP 

dz 


dR 



o 


dQ 

dx 


dP 

■ 

dy 


0. 


Ces conditions expriment que le tourbillon est nul. Nous 
allons montrer qu'elles suffisent pour permettre de 
miner une fonction U telle que l'on ai 




et par suite 


P dx -+- Q dy 



dU 


dXJ 


dU 



dU 


■ 


17 


I 



osons en effet 


U 



Rdz 



I 



z 0 e 





et 



une nouvelle 



ue. 


■v *1 * 


On aura 



dl 



dx 



Mais 


ai 




à 
d 


■JL * 

- as 



- •* 


< 1 


^1 




dz 



p 


0 


e 



ce que devient P pour z 


Zq. 


De même 


dl 

àf 


Q 


Enfin 


^1 

d 


R 


Substituant ces v 



ans l'équation à satisfaire, elle 


j f 


devient 


» » 



* 


D'ailleurs en posant s 
elle devient 


■ 

P 0 dx -h Qo dy 


z 0 dans la dernière des relations (i 5), 


rnif 



0 



dy " 


o. 



u, 



ii 



u 2 , 



Haut une constante 


uation à satisfaire deviendra 



dx, 


r 


P 00 étant ce que devient P 0 pour y 



dernière équation a pour solution gêner 



U 



■ V 



const 


o 


n aura donc 


U 


La 





m ■ <M ; 




Pqo dx 



const. 


que nous venons de suhre peut évidemment 


s'appliquer aux expressions 





le théorème suivant : 


un 


que n de variables, et nous permet d'énoncer 


i 

Pour que V expression 


soit une différentielle exacte d\J, il faut et il suffit 
qiûon ait identiquement 




dX 




LJ 


pour toutes 
remplies, 



valeurs de i et de k. Si ces co 




sera 


défi 



a 



ions sont 


■ 



près 


et pourra se calculer par une suite de quadratures. 


■ * 


175. Champs à facteur in 
les composantes du vecteur 



ant 


Ce sont ceux où 



la 



rme suivante 


_ 1 


p 


V 



dx 


Q 


v 



■- 


ày 


R 


V 


du 


I 



U, V étant des fonctions quelconques de x,y,z 


C1 / 
^es e 



p 



à là s 


uivante 



V 



qui exprime que 




Rdz devient une différen- 


tielle exacte dU, lorsqu'on le multiplie parle facteur d'inté- 
gration u. 


V 


Les composantes du tourbillon sont dans ce cas 


4 




dR dQ d\ T dU dY dU 


dy dz dy dz dz dy 

<W_fà_dYdU 

dz dx dz dx dx dz i 



4 • 


dQ dP dY dU dY dU 


dx dy dx dy dy dx 


On en déduit l'identité 



t< r 


< l6) P(^_^, ~ /<JP " R 




\dy dz j \ 






o 


qui exprime que le vecteur est perpendiculaire au tourbillon 


1 76. Réciproquement si cette condition est remplie 


Vdx + Qdy Hdz admettra un facteur intégrant. 


Pour le démontrer, nous nous appuierons sur le lemme 
suivant, qui sera démontré ultérieurement : 



ation différentielle 


P dx -+- Q dy = o 

- m % 

•m ■ 

admet toujours une solution dite générale 


contenant une constante arbitraire c. 

* 

Cette équation, résolue par rapporta c, prendra la forme 


On en déduit 


?(^.r) = c - 


4^- dx H- -—■ dy — o. 
dx dy J 


En comparant cette équation à la proposée 

■ 

P dx -hQdy=zo, 


on voit que P et Q devront être proportionnels à — et ^ 


I 



SECONDE PARTIE 



CHAPITRE 


Soit a le facteur de proportionnalité, on aura 





et par suite 


dx 



o. 


Si nou, remarquons que P et Q eontiennent „ îl en sera 


de même des fonctions <p et ja, et l'on aura 



fi.P dx 




<?9 



dz* 


-, * 


Si donc 


no u 


s 



sons pour 


on aura 


jjl(P dx 



Qdy 


Si w est une 



ion 





d 



Rds) 


do 



U dZ m 


o et de z seulement, oii pourra 


trouver deux fonctions ), et U de o et de z telle? que l'on 



1 



et par suite 





Qdy + Rdz) 



u dz) 



de sorte 



[i. sera un 



ntégrant 


Mais pour que u ne dépende que de <p et de z 1 il faut et il 
suffit qu'il existe entre les 


rentielles du, c&p, dz une 




aire. 



elle-ci s'o 




si elle existe, en 



minant dx et dy entre les équations 


jjiP ofo? 4- j^Q dy 




2 


3 


du 


du 
dx 


dx 



du 
dy 


dy 



du 
dz 


dz • 




e 




élimination simultanée soit possible, il faut 


INTÉGRALES DÉFINIES. 


J 


et il suffit qu'on ait 


P 


O 


du 

ày 


Q 


du 



O. 


r 


du 

dx 




d 2 cp 




ày 



dz dx 
dz dy 


dx 


d\kY 

dz 


djxR _ 

dy 



dz 


Substituons dans l'équation de condition précédente et 

qu 




il viendra 


r(^ 

\ dx 



ày 







dx 





o. 


• * 

ctuons les dérivations indiquées. Les termes où u. est 

^^^^ i 

dérivé se détruisent. Supprimant dans les autres le facteur 



on trouve la relation (i6), laquelle est vérifiée par hypothèse. 


177. L'application du théorème d'Ostrogradsky aux 
champs de vecteurs ci-dessus conduit à des formules impor- 


tantes, connu 



o 


n a 


sous le nom de formules de Green. 


dP 

dx 


V 


d 2 U 


dx 


.2 


I 


dV cMJ 
dx dx 


Si donc nous posons, pour abréger, 


_ 



2 



dy* 



d'-U 
dz 2 


la divereence sera 



VAU 


d\ dV 





àVdU 
dy dy 


• * P 


AU, 





* 


dz dz 


D'autre part, n désignant la normale extérieure et v la 


176 


SECONDE 



CHAPITRE II. 


normale intérieure, V 



ssion du 



sera 


V I - — cosnx 





cos n 




dz 


CQSÏIZ 



dU 


■ 


dn 



d'Ôstrogradsky deviendra do 



07) fff 


V AU 



dV 

dx 





dV dU 

— . — 


dz dz 



U et V étant des fonctions quelconques. 
Si on les suppose égales, la formule précé 



(18) 



U AU -h 






âv 


d(j. 


D'autre part, permutons 

l'équation ainsi 


V 



vient 




V dans la formule 

\ " 7 ? ':'''> 



e 





nue de la précédente. 11 


vien 





U 



— 


dv 


V 


dv 


da 


178. Une fonction U est 


R 


TT dU dV d\J • . , . 

U. -r— y — sont continues en tout point intérieur 

1 ox oy dz r 

, 1- r. * <>»U ^ 

irontieretz, et -r— , -— , —-continues 

7 ox' 1 oy % dz % 




nt 1: 


continues) sur Q. 


V 



t pas d être vr 
R. lors même 


les dérivées secondes présenteraient des discontinuités sur Q. 
Soit en effet û f une surface parallèle à Q, infiniment voi- 


6 


d 


On pourra a 


q 


er 


INTÉGRALES DÉFINIES. 


chacune des formules précédent* 
par Q\ 




main 


P 




a 


la limite. L'intégrale triple / 








* 

e des deux intégrales 


a pour maxi 


mu m de son module le produit du maximum du module de 



la fonction à intégrer, qui est fini, par le volume de K 
qui est infiniment petit. 

D'autre part, chaque élément Wd<s' de l'intégrale de sur- 

tendra vers l'élément correspondant Mdv de 



fonction M 


- 


v 


et leurs dérivées premières, sera continue ; donc M' tend 
vers M ; et dd tendra aussi vers d? à cause du parallélisme 


des surfaces Q et Q\ 


179. Soit E le domaine extérieur à K. Il a aussi pour fron- 



tière Q mais s'étend à l'infini. Nous dirons que la fonction U 

elle est régulière dans tout do- 
maine fini contenu dans E ; 2° R désignant la distance du point 



régulière dans E si : i° 


d 


z 


R 3 




9 


(x,y,z) à l'origine, RU, R^, R^, 

R 3 — j R 3 -kr~r restent finis pour R = oc. On énonce cette der- 



2 



mère condition en disant que U est régulière à l'infini. 
Si U, V sont régulières dans E, les formules 




n 


subsisteront dans ce domaine. Considérons, en effet, Fune 


d'elles et appliquons-la au domaine E' limité par û et par une 


sphère co de rayon p infini. Chacune de nos formule 


• 


ner 


a un résultat de la forme 






Nrfcr, 



et N 



î 





tés pour R 



que 



4 M, R 3 N restent 


intégra 



vers 


J. 


II. 


12 


l 7 


odul 


e 


ECOND 


RT1E. 


CHAPITRE II. 



dv 



. D'autre part, soit p. le maximum du 



Np 3 






e. L'intégrale 



doiic nulle. 


P 


aura 


un 


module au plus égal à 4^p 2 ) sa limite pour p 


co sera 



. Champs ce tourbil 



# i 

ptnnt Ia 



ceux où le vec- 


vecteur 



(20) 





ày 


Q 


dE 




dx 



dx 


dK 

ày 



conseque 





i° La divergence 


dP 



'a? " ày . 


2 


o 





Le flux à travers une surface ù limitée par 

J 5 \ I kl'" J( \ * J Cil * _ I V 


un contour C 


sera, d'après le théorème de Stokes, égal à 




dx 



c 



s de 



forme de Q, mais seu- 


■ 

expression qui ne dépend 
ment de son contour terminal; 

■ 

3° Le flux à travers une surface fermée étant égal à l'in- 
tégrale de la divergence, qui est nulle, sera égal à zéro. 



. Réciproquement, si le flux qui traverse une surface 


fermée quelconque est nul, l'intégrale de la divergence sera 



nulle dans un domaine quelconque ; donc la divergence elle- 


même le sera. 



e 



condi 




dx 






on déduira comme il suit la po< 
équations (20). 



* t 



r 



sa 



aire aux trois 


Chercho 





t d'abord une solution particulière, où G 


a aux deux premières équations en p 



Q dz, 





arbitraire. 


a troisiei 


ion deviendra 


R 



dP 






■ 




dz 


dz -h 





R 



0 



I 



R 0 étant ce que devient R pour 



rr 


z 0 


équation sera vérifiée en posant 




nt obtenu ainsi une 


est aise a 
Posons 

E 




solution E, , F 4 , 



E,-h 




F 



3% 


G 





y» 


i ■ 

les équations deviendront 



■ 


o 


5 



O 


03 
dx 


dy 


o 



auront pour solution générale 




G 


dz 


il 



tion U 



t arbitrai 







HÂ.R 




_■ t 


Une fonction U est dite 


le domaine K, si elle satisfait en tout point 



K à la rel 

- - 



AU 




à 2 U 


o. 



Ainsi une fonction linéaire eux 




yz + ô est harmo- 


nique partout, et partout aussi régulière, sauf à l'infini. 


La fonction 


i 


2 


I 



(7 


à) 




c) 


2 


est harmonique : car on a 


d 


v 
1 


r 



A 


i 


r 


x 


a 


,3 


d 


j 

r 


r 


Elle est réguliè 


dx 


i 


3 


3 (a? 



/ 


.5 




c) 

f 



, sauf au point (abc). 


* 9 


0* 



3. Reprenons la formule de Green 


('9) 



(V AU 


UÀV)rf* 




où U, V, sont deux fonctions que 
Supposons-les harmonique 


(21) 



En particulier, soit V 


i ; il v) 


(22) . 




de 


o 







régulières dansR. 


U.IF3L 3. 




o. 



. Si le point (abc) est extérieur à K, nous pourrons 


poser dans la relation (19) V 



régulière dans K, 


mais d'ailleurs quelconque. La formule devient 




ï 


Comment doit être modifiée 
appartient à K? 





ule lorsque (a 




5. Supposons-le intérieur. 




urons-le d'une sphère to 


ri g. i 




* 4. 


d'un rayon p infiniment petit et appliquons la formule 
au domaine K — k compris entre Q et w {fig* 18). On aura 



1 

r 


Au dv 




d 


1 



r 


dv 


r dv 


da 




à la limite. L'intégrale l 



tendra (93) vers 



Au dv 


D'autre part, sur to on a 


d 


r 


j 


P 


dv 


1 dr 

/ 2 dv 


1 


P 


2 ' 


* - - - , ... 

car la normale v intérieure 


L'intégrale 


a 


A* a la direction de / 




1 àU 


P 


da 


m 

L'intégrale du premier terme aura pour 



F- 


P 


2 


4 7Tp 


2 


4^, 


jx étant une moyenne en 



valeurs que prend U sur (0. 


i8a 



CON DE PARTIE. 


CHAPITRE II. 


O 


r 




eurs tendent toutes vers XJ(abc)* Donc cette pre- 


mière intégrale tendra vers — 4^ U (abc). 


Soit a f le maximum 




odule de -r- sur to; le module de 


la seconde intégrale sera au plus égal à — -4^p 2 9 et tendra 

r 




Nous aurons donc fînaieme 




i 

r 



dv 


da — ^7cJJ(abc) t 



Si le point (abc) est sur 



1 i* 

la tor- 



mule à la région R — k ] bordée par les surfaces Q — Q' et m 1 * 
Passant à la limite, l'intégrale triple tendra encore vers 



AU dv 


D'un autre côté, 



l'on 




soit un point 


Fig. 20. 



ordinaire sur Q', on aura sur cette surface (fig. 20). 



d 


1 


dv 


1 


cosvr 


3 ' 




8 étant la distance de l'extrémité de 


/• au plan tangent, la- 


quelle est du second ordre par rapport à r. Donc sur Q' 


d 


i 


r i d\J 


dv 


r 




ni du premier ordre seulement par rapport à ?\ Donc 


1 


'intégrale f f tendra vers f f 


Reste à calculer la valeur limite de l'intégrale 



; elle 


sera 


27wU (aôc), m f représentant à la limite la moitié 


seulement de o>. 

Nous aurons donc finalement 


(25) 



J 

r 


Aw dv 



d 


i 

/ 


dv 


1 Éll 
r dv 


dtj — 2 7rU {abc). 


Si la fonction U est harmonique, AU étant nul, ces for- 
mules se simplifieront. Elles deviennent 


(26) 



i 

r dv 


o 


(abc) extérieur à K, 

intérieur à K, 



4tc U(abc), 
27rU (abc), (abc) sur £2. 


187. Soit o> une sphère de centre (abc) et de rayon R 
contenue dans K; (abc) lui étant intérieur, on aura 


47T U(abc) 



on a sur cj 


r 


R, 



d 


dv 


i dU 

r dv 


r 


dr 
dv 


i 
R 


d<7 


La relation précédente se réduit donc à 


U ( abc ) 


i 



m 


la valeur 



de U au point (abc) est 
i sur la sphère to. 



maximum ni 


Elle exprime que 

■ 

égale à la moyenne de ses va 

On en conclut que U ne peut admettre 
minimum dans K, si ce ri* est sur û. Car si l'on avait un 

■ * ■ 

maximum en (abc) par exemple, on pourrait entourer ce 
point d'une sphère assez petite pour que sur toute sa surface 
U fût <U (abc), ce qui contredirait la proposition ci- 
dessus. 


— V • 


I* 


188. Corollaire. 



Une fonction U harmonique et 



tere 



la connaissance 


est complètement déterminée dansJLpar 

valeurs sur Q. 



Car si le problème comportait deux solutions U, U*, leur 


différence U 


serait une foi 


onction harmonique èt régu- 

■ » 

lière dans K et nulle sur Q, sans l'être dans tout l'intérieur 



de K. 


minimum 


e admettrait donc au 



un maximum ou un 


La détermination effective de U dans l'intérieur de K, 

M 

d'après ses valeurs sur Q, constitue le problème intérieur 


D 


Gale 


tions qu'il admet une solution; nous voyons déjà qu'elle est 

m 



îaue. 



des valeurs 


que 


proposer cle définir 
xtérieure à R par la 
lière et de prendre 


onnee 


Ce 




-leur 


de 


précédent, ne comporte q 



TÉGRALES DÉFINIES. 


i85 


, U n leur différence serait une nouv 



fonction harmonique et régulière. Elle s'annulerait donc 
l'infini ainsi que sur û; elle admettrait donc au moins un 


a 


maximum ou un minimum. 


189. La formule (26), quoique donnant en chaque point 
intérieur à K la valeur de U (abc), 


(27) 


4ît U (abc) 



d 


1 


r 


1 



r dv 


da 


ne résout pas le problème de Diriehlet, car dans le second 


membre figure, outre U, la fonction — dont les valeurs sur Q 


m 





a 




ees. 


et des paramètres a, 6, c, qui fût harmonique et 



Mais on aurait la solution cherchée si l'on savait déter 
miner une fonction G (x, y, s, a, 6, c) des variables x y y, 

régu 

dans K, et qui sur Û prît les mêmes séries de valeurs que 
Une semblable fonction se nomme fonction de Green. 
En effet, supposons-la connue. Posant V = G dans la 
formule (21) et remarquant que sur Ù on a G = - ? il vient 



dG 
dv 


1 dJJ 
/■ dv 



o 


Retranchant cette égalité de (27), il vient 


(28) 



U (abc) 



dG 


190. La fonction G est 

-* - - " 

* 



e a 



truire lorsque R est 


une sphère de rayon R. 

Soient en effet (fîg* 21) M 



un 



M' un point extérieur situé sur le même rayon; OM 


intérieur; 

d et 


OM 


S étant liés par la relation 

_p_ 


dd'—ÏK 


SECONDK PARTIE. 


CHAPITRE If. 


Les distances r, r ; de ces deux points à un point quel- 


conque P de Q sont liées, co 


1 




t, par 



elation 


r 


d 


R 


Po 


ur 



dr 


m 

problème intérieur, la fonction de Green sera donc 


7 > ce 



ion étant harmonique et régulière dans l'in- 


Fig. 21. 



térieur de la sphère, et égale 



sur Q 


extérieur, cette fonction 

Go 



<:/'r 



ohlème 



nsiuerons 




omeme 




. O 


n aura 


47i XJ(abc) 


O 




r 


i 

r 


i 


di 


r* dv 


i 

r 


COS0 


R 



r 


2 



2Rr 3 


et de même 


d 


i 

r 


r 


R2 + r '2_.^'2 


V 


2 R r' 3 



I 


/ 


R 


i 

r 


R 2 



.2 


d 2 


R 



r 


12 


d'* 



dv 


2Rr 


idr n 





sion se réduira à 


le 


urs 



R 2 



Rr 


3 


Rr R2 


-~r\ cette exprès 


(29) 


4 Te U (abc) 



R2 d l 

TJ — — cIg 

R/* 3 


191. De ce 




ssion, on déduit le théorème sui 


vant : 


fonction harmoni 


et régulière dans tout do 


fini, dont le module reste in fi 


un nombre 


fini M, est une const 


On a en effet 


[\it\\] (abc) — U(ooo)] 



U 


û 


Rr 3 


i \ 


l'intégration pouvant se faire sur une sphère d'un rayon R 
qu 



nque. Or, si on le prend infini, l'intégrale sera infi- 



niment petite. On a en effet 


U 


R 2 


i 



r 


R 2 


U 


R 3 


r 


R 2 r 3 


U 



R/- + /- 2 ) 


</ 2 R 


R* r 3 



0 


mm 

fonction à intégrer ne peut donc surpasser 


d et R + d. Le module de la 


M 


rf[R 2 



R(R 



d) 



(R 




d 2 R 


R 2 (R 


df 


M 


mo 



de l'intégrale. Elle 


sera 


évidemment de l'ordre 




i 

Donc 


U (abc) = U(ooo) = const. 


SECONDE PARTIE, 


CHAPITRE Ilf. 



m. 



FONCTIONS REPRESENTEES FAR DES INTEGRALES 



I 



ivation des intégrales définies. 



e intégrale définie 


: lit 



J ( oc ^ L ) (tOÛ \ 9 


où la fonction à intégrer dépend 





n paramètre es 



fonction de ce paramètre. Les limites a, A peuvent 


d'ailleurs être constantes, ou dépendre aussi du 



mais ce second cas se ramène aisémen 
:ha 


cnangement de variable. 




u 



e 



OC 


a 



(A 


L'intégrale 



rmee sera 


rametre ; 



par un 




(A 


a)v, t] (A 


et aura ses limites constantes. 


a)dy, 


On opérerait de même pour une intégrale double 



%J n 


t)dx. • 


En remplaçant d'abord x : puis y par de nouvelles varia- 
bles, on rendrait constantes successivement les limites des 
intégrales à effectuer. 
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Nous pouvons 
stantes. 


nous borner au cas des li 


es con- 


193. Soit 


I 



A 


0 dx 


a 


l'intégrale considérée. 

Supposons qu'à toute quantité positive t on puisse faire 
correspondre un autre nombre S et une décomposition du 


c 



p d'intégration en deux 


ies D et d jouissant des 



propriétés suivantes : 

i° Le champ D est borné et parfait ; et la fonction y reste 
continue par rapport aux deux variables x et t, tant que x 


reste contenu dans D, et t dans l'intervalle de t 0 — S à t 0 + 8. 

L'intégrale / prise dans le eha m p d, a son „o- 


dule moindre que e pour toutes les valeurs de t comprises 


entre t Q 


S et t 


0 



ô. 


Dans ces conditions, 1 sera une fonction de J, continue au 



Changeons en effet t 0 enf 0 •+■ h ; 1 subira un accroissement 


AI 




a 


D 



f{x, t 0 ) dx 




f(x, t 0 -\- h) dx 




h 



M 

8, les deux dernières intégrales ont leur module 
moindre que e. En désignant par 7) le module de la différence 
des deux premières, on aura donc 


Y] -*- 2£ 


Or on peut choisir e aussi petit qu'on veut, puis prendre h 


SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE III. 


assez petit 



• rendre r\ moindre que toute quantité donnée, 


car l'intégra 






est continue (t. I, n° 83). 



194. Si les conditions énoncées ci-dessus ne sont pas sa- 

■ 


tisfaites, l'intégrale sera souvent discontinue. 
Considérons, par exemple, l'intégrale 

i 

sin t x 


o 




Si t est positif, po 


t 



y; l'intégrale sera transformée 


en 


y 


et sera égale à - (1 




i t est négatif, posons tx 


y ; elle se 



Jf * sinr j 



et aura pour va 


n si t 



r 




7T 
— • 

sera nulle. 


L'intégrale est donc discontinue 




1 1 


o 


195. Dérivation sous le signe 


(t. I, n° 83) que 



I 


J r A 
a 


t) dx 


admet au point t=t 0 une dérivée, re 


grale 



X 


dt 



0 


Nous avons vu 





l'intc- 


i, • • ■ * 

Cet important résultat n'a été établi qu'en supposant a et A 


finis, et ^ continu par rapport à x et t, 




ne x reste 


dans l'intervalle de a à A, et t dans l'intervalle de t Q 

ra). 

rfl Si 


8s 


£o4-8(S pouvant être choisi aussi petit qu'on vo 
nous pouvons étendre la démonstration à d'autres 

, la dérivée de I au point t = t 0 est, p 




a 


aïs 





ion 


e 



le l 


a 


■ 


im — / cta 


0 



h) 


f(x, /<,)] tffa? 


1 

h 



h 


àf 

dt 


dt 


lîm -7- l 

/<=o Aj, 

' 0 


t n H- A 


dt 



A 


U 



A 


Le théorème sera donc établi toute 


Ira 




fois que les trois 


ormations que nous venons de faire seront lici 

àf 



La première suppose que la fonction j- n'est discontinue, 



rapport a t, qu en un 



t 




entre t 0 et 


0 



y reste continue en ces points (62) 




S telle que f {oc, t) soit une fonc- 


de t 


8 






que, pour chaque valeur de x comprise entre c 
n'ait qu'un nombre limité de discontinuités entre t 0 


A, 


et t 


0 


8, cette Iransfo 


6 


h I sera 



devenu moindre que 8. 




sont finis, l'interversion des deux intégrations 
ï permise aux conditions suivantes (71). 

i° Les points du rectangle ci-dessus aux environs desquels 
cesserait d'être continue sont situés sur un nombre limité 
arcs de courbe continus P 1 Q 1 , P2Q2? ••• te l s q ue le ,0Iï g 


de 


sants ou décroissan 



x x d'une part et 



e l'autre soient crois- 



a une valeur déterminée, et si 
ti tendant vers zéro avec /. 



< 


/, son module sera <<e/, 


3° L'intégrale 



àf 
dt 


dt 




jouit 



»Hiie 



Cette dernière condition sera certainement satisfaite, si, 
le rectangle, f est une fonction continue des deux va- 
es x et t ; car sa continuité sera unifo rme. 
Si l'une des limites a, A, par exemple A, est remp 



par oo, on pourra e 
opération est per 


nc< 


core intervertir les intégr 


ons 




nqu 





dans l'inte 


lus l'intégrale 


e 



a à un nombre 



oo 


àf 





minée et a un mo 



e moi 


ndre que e A <p(*), ?(0 




*ame 



o 


S à t Q + § et s A tenda 



vers zéro dans cet intervalle lorsque A 



vers oc 


(74). 


Enfin, si les conditions précédentes sont satisfaites, l'in- 


tégrale 



a 


dt 


dx 



ontinue (me 




i le 



ai 



transformati 




ujours permis 






. On pourrait donner des règles analogues pour la 


dérivation des i 



es m 





s 






utile 



car la dérivât 


' i 4 



ous le signe d'intégration reste 


encore applicable dans bien des cas où la fonction / 


as 



G 


On peut conduire la discussion comme il suit. 

exemple, une intégrale double 




£ 


/( 


t) dx dy. 


b 


FONC 


ecompo 
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le 


ppo 


b 


É "m "m 

rable, et telle que -f reste continue 

champ D, et t l'intervalle de t Q — S à i 
on pourra dériver sous le signe d'in 
suite, 


la première soit mesu 




y 



S 



champ D, 


d 
•dt 



d 


E 


dt 



d 



dt, 



* 

d 



D àt 0 


dx dy 



lim 




x,y, t Q + h)—f(x,y, t 0 ) 


h 


1 dx dy 


Faisons décroître indéfiniment 8, et supposons, ce qui 
arrivera très généralement, qu'on puisse en même temps 
accroître progressivement la région D aux dépens de la ré- 
gion d, de telle sorte que Taire de cette dernière tende vers 


zéro. L'intégrale 



df 


tendra vers 


-p- dx dy 
d utù 



£ 


àt 0 


dx dy. 


cable 


d 


donc discuter le second terme, et s'assurer qu'il tend 
zéro. Si, par exemple, on peut montrer que, lorsque d e 
sont devenus suffisamment petits, on a toujours 


fk x t y** 



h) 


f(x,y, '<>) 



- m 


o désignant une fonction positive dont l'intégrale dansE soit 


finie, ce terme 



son module moindre que 



d 


o(x,y) dxdy, . 


» > 



qui tend 


197. Supposons enfin que E soit infini, mais que la for- 


J # 



i3 


I 


I 
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mule de dérivation soit 



icable à tout domaine borné con- 


tenu dans E. On décomposera de même E en deux régions D 
et d, dont la première soit b 



ornée, et contienne tous les 


points de E dont la dislance à l'origine n'est pas plus grande 
qu'un nombre donné R. On aura encore 





-é~dx d 
d ot§ 



h =o 



d 



OC 


J \ 



h 


Ûflîlhï\ dx d y 



Faisons tendre R vers oc. Le premier terme tendra vers 




E 


ï! d 



dx dy, 


et la formule sera applicable si le second terme a pour limite 
zéro, et notamment si, pour R suffisamment grand et \h \ suf- 


fisamment petit, on a 



urs 



h) 



y 


5 





© (x, y) admettant une intégrale finie dans E. 



. Applications div 


com 




5ES. 


La di 


par parties et le développement en série, permet d'obtenir la 




e ou 


ée avec l'interversion des intégrations, l'intégral ion 

» 'î I b r I 7 _ fi f m jg i i" 


valeur d'un grand nombre d'intégrales définies. Nous allons 


en donner quelques exemples. 

er l'intégrale 


L Soit à c 



I 



e 


c\ ^ oc • 


Nous avons déjà vu (107) qu'elle a une v 



r fini 


x 


Pour la déterminer, changeons 
eut, a étant > o ; il v 




iabl 


le. 


variante, en 



I 



e 


OL dt 


* M 



Multiplions par <r**, et intégrons de o à oo ; il viendra 




e'^dot 


o 


OO y-» OO 

/ dot ! e-^v+^adt. 

*• 0 


Dans le second membre, on peu t intervertir les intégrations, 
ar les conditions indiquées aux n os 74 et 75 sont remplies. 
En effet, considérons en premier lieu l'intégrale 




e 


] <xdt 


e 


a 2 i 


Soit A. un nombre positif quelconque. La fonction 
admet de o à A une intégrale finie. D'autre part, le second 
facteur est dans cet intervalle au plus égal à la constante 
fi 


inie 



e~ x 2 dx ; 


enfin il tend uniformément vers zéro, lorsque B tend vers oo, 

r 

dans tout intervalle partiel qui ne contient pas le pointa 


m 


car si [a est le minimum de a dans cet intervalle, ce facteur 
ne pourra surpasser la quantité 


oo 


e 


2 dx, 


BfJL 


qui est infiniment petite, et indépendante de a. 
Considérons en second lieu l'intégrale 



se 


e-a«<t+'») aû ? a 


A 


g — A 5 (! + <») 


ï') 


2(i 



La fonction 


i 





admet, de t 


o a t 


oo, une intégrale 


e, et le facteur e~ A2(1 + ' 2) est moindre que e A ', quantité 


indépendante de t et qui tend vers zéro pour À 


00. 



aur 



I 



00 


0 




o 



00 


d 


t 


0 


2(1 



1 


(arc tan g 0^ 


7T 

4 


I 





CHAPITHR III. 


d'où 


* 



Cette intégrale permet d'en 



nir 



eurs 



199. IL Posons d'abor 
positive; il vi 








I 



00 


e 






e 


ay 




1 

9 


5 


et par une seri 



e dérivât 



successives 



00 


y 


2 


dy 


i 


i 


2 2 




t a a 




• * 


I • 3 # ■ * ( 2 /l 


I) 


2fi+ I 


11 


Car il est aisé de justifier que la règle de dérivati 



le signe / est applicab 



a ces 



grale 



7 





soit infi 

Posons, en effet, 


d'où 


y 




àf 
da 


5 


Soit a Q une 
a 0 . Pour 
S, l'intégrale 




ière quelconque de a ; 


e a compr 





entre a 0 



1 1 


sera déterminée ; car, pour des valeurs suffisamment grandes 
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e/, on aura 


àf 
da 



1 


2 


* f 


En outre, si l'on suppose A suffisamment grand, on aura 



àf 


da 



< 



00 


A 


àf 
da 


dy 


< 



00 


A 


dy = 1 


quantité indépendante de a et qui tend vers zéro quand A 
croît indéfiniment. On se trouve ainsi dans les conditions 

indiquées au n° 195, e A étant égal à ^> et la fonction <p se 


réduisant à l'unité. 


200. III. Passons à l'intégrale 


K 



00 


cos2 bye~ a y* dy 


■ 

Remplaçons cos2 by par son développement en série 


i 


1 . 2 


S 



1.2.3.4 


( 


i)' l (2Ôy) 2/î 


I » 2 * * «2 /2 



R„ étant de la forme 

(— i)*+ I (2&y) î,M - 2 cos02Ôr 


I»2###^2 Ï2r 



2) 


ou 


o < 0< 1. 


O 


n aura 


K 


ri 


1 


(*by) 
1 .2 




( 


i)"( 2 &y) ? " 


1 .2 . . .m 



ou, d'après ce qui précède, 

2 v 


1 

2 


(2Ô) 2 I 


3 
2 



1.2 2 




(— 1)»)2&) 2 * 1.3. ..(2/1—1) 


1*2*4*2 


2 


2 




00 


1 

2 


6 


I 




( 



I.2...B \ « 




s» * 



0 

00 


0 


Faiso 



e n vers 1 i 



a som 




cr 


och 


ets 


tendra vers e a > et l'intégrale complémentaire vers zéro, car 

■ 

on module est moindre que 


I 1.2. , .(2/i + 2)^ 



I 



v/tt 


a 


i 

2 


i . 2 . . . ( n 4- i ) 



«4-1 


quantité qui tend vers zéro. On aura 



K 


2 


1 




■ 

é IV. Considérons encore l'intégrale 


I 


On a 



dl 

da 



00 


X' 


e 


a 2 

X 2 


o 



2a 


o 


2 



Jt" 2 




Car si a 0 est une valeur particulière qu 
une quantité positive quelconque moindre 
pour toutes les valeurs de a comprises entre a 0 





e de a, et 8 
o, on aura, 
S et a 



2a 


X 


.2 


e 


2 dx 


Posant x 






a 
1 


y il viendra 


A 


quantité indépendante de a, et 


2 ( a 0 



ta 


à) 


dx 




versz 


2(a 


0 



pour 


o 




à) 




00 


d'où 


et 



dl 

i 


0 

da 



2 t/a, 


* dl 


logl 


.: 





2a 


C désignant une constante. 


al, 


2a 



I02C, 


J 
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déterminer, faisons tendre a vers zéro ; i 


!99 




G 



.*•» 


e 


2l 


> - 



dx 



lim / 


00 


e 



e 


a 

A' 



ci/00 


premier terme 


Soi 


st égal ^Jr» 
[a un nomb 


second a pour 



îte 



conque. Dé- 


omposons l'intégrale en deux autres, prises respect 
Le o à a et de {i. àoo. Dans la première, le module de 


tion a 


rra 


X 2 


im 2; dans la seconde, il ne 
L'intégrale cherchée sera 


donc au plus égale à 



idx 




e 


0 



e 



2fX 



1 — e 



e~ x * dx , 


et comme 



00 




il sera moindre que 


2 b L 



e 




e 




2 



2 r 




sion dont les deux termes décroîtront autant qu on 


voudra, en donnant des valeurs suffisamment petites à }a, 
puis à a. 


On aura donc finalement 


I: 


1 

? * 

2 



7T e~ %a . 


m 

202. V. Soit encore à calculer l'intégrale 


et par suite 


i 



X 




e 



■ doc , 


ou 



I 






2 r dot. 

_ I A ' • 


ai s 


La pre 
définie 


71 f 




7T 




7t 

4 


h i sin 


71 

4 


4 


a 


- 4. 


■ * 


4 u 


I 


4 



- i 


4 



simple aura donc pour intégrale in- 


F 


2 




e t la 


i 


log 


r» 





r t 




-f- l 


oc —t— 


t - 


*i — ■ 1 


La somme de ces 


i 


2 




I 



const. 



i are 


x tang( 



a v/2 



const. 


expressions 



a pour partie 




i 

2 




2 


I 

2 


o, a 


oo, la quantité 


qui s 'annule aux deux limites a 

sous le logarithme se réduisant à l'unité. Quant aux arc tang, 
ils varieront respectivement de 


7T a 

1 I 


et de 


7 a-) lorsque </ 


* 
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croîtra de o à oo. La somme de leu 


donc 

* * 

On aura donc 


I 


e 


4 


- ^ 


rs accroissements sera 




et, en séparant la parlie réelle de la partie imaginaire, 



CO S 00 dx 




00 


%\nx dx 



x 



203. Nous avons effectué un renversement d'intégrations 
qu'il est nécessaire de justifier. 

Pour cela, considérons, en premier lieu, l'intégrale 



En posant ol\/x = (3, elle se change en 



e 


B yfc 


» 


i 


te 

Or soit A un nombre positif quelconque ; l'intégrale de 


e 


IX 



entre o et A a une valeur finie. D'autre part, l'intégrale 


qui forme le second facteur ne peut surpasser la quantité fixe 



e 


i 

2 


Enfin, lorsque B tend vers oc, elle tend uniformément vers 
zéro dans tout intervalle qui ne contient pas la valeur x 


dérons l'intégrale 





Elle a pour module 


e 


a» à 


s/oc 



j 


o 


r 


i 




par 


4- l 


rt. e a e 


admet entre o et oo une intég 



finie. D'autre 


7 



con 





il tend uniformément 


vers zéro, lorsque A tend vers oo, dans tout intervalle qui ne 
contient pas la valeur a = o. 




. ai, dans les lormu 


dra 



nous posons x 




oo 



dy 


0 



2 y/2 


Ces intégrales ont été 
théorie de la diffraction. 


rencontrées par Fresnel dans la 




i a désigne une constante positive, on a 



e 


ax 



I 

a 


et en intégrant de a 



a a a 


P (a et [3 étant positifs) 



3 


oo 



dx 


log 


a 


0 


a 


On pe 



l'ordre des intégrations ; on a, en effet, 



00 


e 


ax 


- dx 


e 


ah 



Or, dans l'intervalle de a à (3, - admet une intégrale finie 


et e~" ,B tend uni 




vers zéro lorsque B tend vers 00. 


intégration par rapport à a, il viendra 
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■ 

Cette formule permet de reconnaître si l'intégrale 



À e-* x 


B e-P* 


o 


x 


m 



X 


n 



où m, n 
tive 


des entiers et a, 8 

déterminée, et d' 

d 


tives, est finie et déterminée, et d'assigner sa \aleur. 

En effet, intégrons d'abord entre £ et », e étant une con- 
stante positive, que nous ferons décroître ensuite jusqu'à 
zéro. L'intégration par parties, appliquée au premier terme. 


o. 

donnera 



30 


x 


m 


dx 


A 


e 


-OCX 



A 


e 


m 


i x 


//i— i 





(m 

( — i)»- 1 Aa m 


i) (m 


2) X 


- a.r "j 


00 


1 


e 


eux 


{m 


i)(m 


dx 


x 


La partie intégrée, s'annulant pour x = 00, se 



uira a 


A 


e 


ae 


m 


1 s 


m— l 



Opérant de même sur chacun des autres termes et réunis- 
sant les résultats, on obtiendra : 


i° Pour la partie intégrée, une somme de termes de la forme 


K 



¥ * 


2° Pour l'intégrale restante, une expression de la forme 



(XX 




dx 


x 


La partie intégrée est aisément développable suivant les 
ances entières et croissantes de e. Soit 



G 


£ 


X 



£ 


X-i 




G 


0 



R 


» * 


ce développement, R désignant l'ensemble des termes qui 


contiennent 




sitives 



e. 


D'autre part, si nous posons, pour abréger, 



B, 




S, 


l'intégrale restante pourra s'écrire 



m r * 



[Se 



B t (e-P* 


) 




L'intéer 



u 



terme peut se décomposer en deux 



es, a savoir 



t 


x 


qui a pour valeur 



Sjut. Lo 



f 

e 



une 



îdiaire entre les 



urs 



* ê 


■ 


trêmes e as et e a 




eure 


* x \ et 




Se-* x di 


y qui a evi- 


une valeur finie que nous représenterons par SD. 


L'intégrale de c 



es autres termes, tels que 


e 


) — ' 


OC r 


aura également une valeur 

a 



1 


q 



pou 


r e 


o 


5 



vers Bi Loer^-» 


La partie de l'intégrale primitive, qui tend vers oo quand 


s tend vers zéro, sera donc la suivante : 

/ 



£ 


À-l 


S|x Loge. 


» r 

Ces termes, étant d'ordres inégaux, devront s'annuler sé- 
parément pour que l'intégrale reste finie, ce q 



donnera les 


conditions 


Gx 


o, 


o 


C, 


O 


S 


o. 


Si ces conditions sont 



isfaites, R s'annulant d'ailleurs 
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our e 


o 



va 



C 0 -h B t Log 


et 



■ 




aie 



ce 



I 

2 


de l'intégrale se réduira à 


1 


0 


€ 


x 



G 


0 


I 

X 


S' \ 9 • 


A t Loga — B t Logô 



îquons cette formule à ['m té- 



2 


e 


i 

2 


dx 


m 


i 


L'intégration par parties dçs termes en permettra de 


X 



à cette expression la forme suivante : 


e 


nx 



X 





OÙ 


0 



2 


) 


«fa? 


Le terme tout i 



aura pour 



ur 


lim 


£ 


I 


lim 



n 


i 



2 


£ 


n 



i 

2 




t à l'intégrale restante, elle aura pour valeur 

• 


n 


i 

2 


On aura donc, pour valeur de l'intégrale totale, 


n 


i 

2 


Log/2 


n 



i 

. 2 


2° Un calcul analogue donnera, pour la valeur de l'inté- 


gra 


le 



90 



0 


X 


€ 


X 


— 2X\ 

— - 1 dx, 

x } . 


r 


expression suivante : 


• * 


l 


Los 2. 


II. 


Intégrales eulériennes. 


207. On donne le nom d ; intégrale eulérienne de deuxième 


espèce à 1 intégrale 



T(n) 





in 



ra 





sens 



si n est positif ; car, si n 


était négatif ou nul, la fonction à intégrer devenant infinie 


du premier or 
rait infinie. 



au moins à la 



e x 


o, l'intégrale se- 


Si n est positif, l'intégrale sera, au contraire, finie et dé- 

* 


ter min 


x 




d'infinitude de la fonct 



a intégrer 



o est inférieur à i ; elle est finie dans tout le 




du champ ; enfin, pour a? = ao, elle devient plus petite qu'une 
puissance quelconque de x. 


changeant de 


forme de cette inté 


p< 




e en 

par exemple, #=y 2 ; il 


r(/*) 



00 


) 


2f 



dy. 


o 




iculier, n = ^ ; il viendra 



r 



2 



00 


2e~y 




, d'autre part, x = log-, il vi 

* J5 



ra 


T(n) 



o 




ité de cette fonction avec 


208. Il est aisé de vérifier l'i 

le produit Y étudié dans le Calcul différentiel (382 à 385). 

En effet, soit {a un entier que nous ferons croître indéfi- 
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minent ; on aur 



nition, 


] 


im f -( 



I 


n—l 


d Z m 


Or on pourra, sans changer la limite de cette expression, y 

_ / 1 \ 


rem 



cer log^par ix 


i 


Posons, en effet, 


i 


z 


d'où 


h, 


F- 


\ogz 


l02f(l 


h) 


I 


Z 


h log 


ioer ( t 


h) 


h , i 
lo°" 

Jog(i — h) z 


on aura 


f 


l\ 71—1 


/f 


log 


I 


71—1 


i 

A* désignant une valeur intermédiaire entre le maximum et le 


minimum du facteur 


h 


Iog(i— h) 


Mais h est une quantité infiniment petite, comprise entre 


i 


e ^ et o correspondant aux valeurs ex- 


les limites 

Irêmes e"~^ et i de la variable z. Le facteur 


h 


h 


log(i 


h) 


h 



h* 


2 



diffère donc infiniment peu de l'unité, de telle sorte qu 


on 


aura à la limite k 


i et 


lim 


00 




71—1 


i 

r\ 7i— i 


r(/i). 


On a d'ailleurs 




n — 1 



Z 




0 


expression dont la limite est nulle. On pourra donc abaisser 
jusqu'à zéro la limite inférieure 



1 



gra 


le, et 



T(n) 



I 


I 


tfV» 


1 


dz. 


Posons z =yV- ; il viendra 


T(n) 




f 0 



tl 



5 


or l'intégration par partie 



ne 




• r 


r 


y 





i 


n 




F- 






i 


y Y 



0 


I 



2 




y) 




0 


2) 


( 




i). . .(n 



i r 1 


I 


2 ) . . . I 


y ) «+[i--2 rfj, 


I 


1 



/X - — 2 ) /i 



O 


n aura 


don 


c 



(n) 



71 


— 2).. 



n (n 



i)...(/i + iz 


0 


' * • _ _ 

C'est l'équation qui définit les produits V (Calcul 



rentiel, n 



209. L'expression de la fonction V (n) par une intégrale 
définie, que nous venons d'obtenir (dans le cas où m est po- 


sitif), fournit un moyen commode de calculer sa valeur pour 

e. On peut d'ailleurs dé- 




ue valeur 



nnée de la vari 


montrer à nouveau, en partant de cette expression, les pria- 
cipales propriétés de la fonction. 
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Ainsi l'intégration par parties donnera immédiatement 




0 


fi 00 
nnfl 
o 



( 


doc 


et plus généralement, si k est un entier, 



k) 


(n H- k 

(M 




k 


i)T(n 
i ) (n H- k 


k 


0 



(,/). 


Cette formule permel de ramener le calcul de la fonction T 
au cas où la variable ne surpasse pas l'unité. 

Posons, en particulier, n = i dans la formule précédente. 

* 

En remarquant qu on a 


r(0 



e~~ x dx 


i 


il viendra 


o 


r(i 



0 


210. La fonction LogT(/*) peut ég 
forme d'intégrale définie. 



ent se mettre sous 


Prenons, en effet, la dérivée de l'expression 


oo 


T(m) 


x m ~~ 1 e~ x d x ; 


il viendra 


o 


T'(m) 



00 


X 


m—l g-x 



On ] 
leur 



m 


car soit m Q une 


et soit 8 une quantité 


m 


entre m 0 — o et m 


o 




00 


convergera uniformément vers zéro lorsque 



vers oc, 


J. 


II. 


i4 


SECONDE PARTIE 
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car elle sera au plus égale à 




1 e x doc, 


B 


quantité indépendante de m, et 


Mais 


on a 


(205) 



Log# 


e 


o 


te 





dz 


*s zéro 


Si donc nous posons, pour abréger, 


nous aurons 



fjl 1 y> X 



Z 0 — x z 


Z 


00 


Y' (m) 


f dz. 


o 


0 


■ 

211. On peut intervertir les inté 


nous montrerons tout d'abord qu'en 
constante positive, on aura 




s. Pour l'établir, 
nant par \ une 


(0 


En 



5 



00 



t 00 


f dz 


o 




a, d'une 


part 



00 


fdz 


< 


i 


e 



00 


e 



e 


B 


dz 


< 



m 


- 1 e 


X 


e 


B 


e 


Xb 


B 



Or <? ^ a une intégrale 
second facteur est indépenda 
B croît indéfiniment. 

On a, d'autre 
premier terme, 



entre a?=Àet#=oo, et le 



quan 



, d'après la série de 



or arrêtée à son 


e 


i 


e 


I 


z e 


xz e 


0* 


(o 
(o 





6 


f 



0, 
0, 


I 


DES FONCTIONS 



PAR DKS 



d'où (x et z étant positifs) 


e 


e 



< 


e 


8 s 



x e 


d'où 


fdx 




oo 


1 


A 


ALES D 


INIE 


s 


21 ï 



I 



X 



a?) akr 


quantité indépendante de et qui tend vers zéro quand À 
tend vers oo. 


212. Faisons tendre \ vers zéro dans l'équation (i). Le 


second 


membre tendra vers 


voir, il suffit de montrer que 



dz 


ï fdx. 


Pour le faire 


tend 



oc 


dz 


Jf fdx 
o 


vers zéro 


Or cette intégrale est la somme des deux suivantes (jjl étant 
un nombre arbitraire) : 



d 


Je 
\ fdx 
o 


et 



ce 


dz ! fdx. 


La première a son module moindre que 



s* 


d 


o 



X 


m 



oo ^ doc 


m 


m + ï 


La seconde a son module moindre que 



00 




.1 


X 


I/l—l 


e 



e 


xz 


dx 


1 


m 


90 


e 


m 


• dz 



49 



00 


dx 



doc m 


0 


Z 



ans ce 







posons x 


— • Elle devient 


z 



00 



y 


e-y 



4i 



2 12 « 
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quantité moindre que la suivante 


oo 


d 


H- 



00 


y'"- 1 e~y dy 


^ ift -+-1 


r(m) 


m p. 



L'intégrale cherchée a donc pour limite supérieure de son 


module 






oo 



(m) 


mjut. 


Or, s 




enons jjl 




m, le 


trois termes qui précèden 

Le premier membre de Fé 
limite, qui, par définition, sera l'intégrale 


n étant un nombre 


ront séparément vers zéro. 

i) tendra vers la même 




dx 




0 


213, Notre 



aurons 


r ; ( m ) 


Mai 


îs 


■ • 

roposition est 



r dz r m 

I — x m 


Y 


I HT 


//i— 1 


dx 


< #r 


ne 



ntrée, et nous 



e~ xz ) dx 


e~ z T(m) ) 


et, d'autre part, en posant x(i 


Donc 



y 



1 e~ x e~ xz dx 


y 


m— l 


e 



o 


r(m) 



00 


T(m) 


0 




i 


U + s) 


/// 


s) 


Divisons par 



et intégrons de m= i à m 



a, au premier membre, logT(^), car 


, 1 ogr(o = iogi 


o. 


n\ on 


Au second membre, on pourra encore intervertir les 


4 
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intégrations ; on a, en effet, jx désignant un nombre positif 

re que i et que n (m étant au contraire 



mo 



compris entre i et n), 


m- " I 



00 


I 


e 



) 


rr \t!l 



e~ z dz 


cl 



quantité indépendante de m et qui tend vers zéro quand B 
croît indéfiniment. 

Rflectuant donc l'intégration par rapport à m, il viendra 


logr(«) 



oo 


0 



i) er z 



i 


(i 



J0g(! 



) 



# r • » * 


Posant en particulier /i = 2, il viendra, en remarquant 


que logF(2) = logi 


o 


3 


o 


ci 


(I 



s) 


Ï02{l 



r 


■ 

Multipliant par (» ^ i), et retranchant de la formule pré- 


cédente, pour se 



rrasser du terme en e z , il vient 


logr(n) 



(/i — i)(i-h-)" 2 


(i 


r 




log(i 



5) 


et 7 en posant log ( 


î 




d'où z 


e 


JC 


i 


5 


IogT(/0 



00 


0 


\)e 


e 


X 


e 


dx 


ï 


e 


X 


X 


214. Le facteur 


r qui multiplie e~~ nx dans Pînlé- 

£>—X J l 

grale précédente, étant développé en série suivant les puis- 
sances croissantes de x, aura pour premiers termes 


i 

x 


1 

2 


Réunissant ces termes 


i 

OC 



I 

'2 


pe 



ants 


de celte e 



e ~nx à ceux qui sont indé- 
, il viendra 


logT(n) = F(/i) 




en posant, pour abréger, 




i 


i 


e 


X 


I 


X 


I 

2 


e 


e 


X 




nx 


dx 


l 

2 


e 


nx 


dx 


00 


L'intégrale F(n) pe 


en 




se ca 




r 




a 


7 


F(n) 


F 


i * 



2 



n 


\ 


2 


i 

2 




I 



I 

2 


* 




2 



71 



e 



dx 


x 


On a, en second 




TJ3 


I 


2 


I 

2 


l0g7T 


TS5 




00 


I 


I 


X 


I 


.07 


I 


2 


e 2 — -, 




ou, en changeant x en 2#, 


(2) 



00 



I 


e 


Ix 


I 


2 X 


i 

2 


a? 


Mais on a, d'autre 



5j(l) 



00 


I 


l 


e 



i 




et, en 



x en 2# 


5 


■ 


«KO 



1 


I 


i 


2 c-r 
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et, en retranchant, 


0 



e~ x 



2^' 1 X 


Retranchant cette égalité de la formule (2), il viendra 



mi. 


00 ' e x — e~* x e~ 2x \ \ \ 


x 1 m i 2 2 


dx — log2. 


On aura donc enfin 


F(n)=(n — -]Jog^ — n + -log27i. 

Quant à la seconde intégrale t»t(ai), elle tend évidemment 
vers zéro quand n augmente. On peut la développer en série 
de diverses manières. 


215. Développons, par exemple, la fonction qui multiplie 
e -nx suivant les puissances de x. 
On a 


i ii 


i — e~ x x 2 


1 r -h e~ x r i e 2 -h e 2 i i ix_ J_ 

2 i — e~ x x 2 x - x x 2 2 x 

2 2 

e — e 


Mais on a [Calcul différentiel, 37 / ) 


T V 1 2 Z 


2 

n = \ 


et, en posant js = — et multipliant par — , 


l l# I ^0 

— 2 



2 



2 a? 2 -+- /i/l 2 7T 2 


1 


e 


■X 


00 


œ 


2 



2 



I 



1 

eo 


Y* 


2 



1 


F 


X 2 



(-i) 


m 


/y* 


4 


ri i iz*y 


m ■ 


.2/ 



(4^7i 2 )-(^H-4» 2 7r î ) 


On a d'ailleurs (Calcul différentiel, 376) 


2 



1 



00 


2 /t 3 


i 


B„ 


I . 2 . , . 2 /? 




e 


5 


00 


2 




nïf.*')'" 



6 étant compris entre o et 1 . 


On 


es 



2 


0 V 



1 



I 






donc 


f 


T 


B 


î 


i 



B:> 


I t 2 . 3 . 4 




.4 



j )".' 


B 


/« -•- 1 


I . 2 . . . ( 2 m -+- 2 ) 


0 x~ m . 


On en 




o a oo. 



Mais on a 



/i ), en 


* + 



j et intégrant 



00 


x-p e 


o 



00 


dx 


Q x ïni e —nx 



o 




90 




œ *m e -nx 


I . 2 . . . 2 77« 


Ai- 
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9, étant encore compris entre o et i . On trouvera donc 


B t 1 


1.2/ 




( 


(2 ni 


B., 1 


3 . 4 n 

i)'»B 




i ) ( 2 m 


( 


I 


( 2 m 


1)2 m mr m 


1 


^1 



2) /i s 


//!•+■ 1 


216. 



série que nous venons 



« « 

pour la valeur 


de w( ai) serait divergente si on la prolongeait jusqu'à l'infini. 
Toutefois, les premiers termes décroissent rapidement pour 
peu que n soit considérable. L'expression du reste montre 
d'ailleurs que l'erreur est moindre que le premier terme 
négligé. En s'arrêtant au moment où les termes commencent 
à croître de nouveau, on aura donc une valeur de dont 
le degré d'exactitude est facile à apprécier, et sera, en 
général, largement suffisant. 


Si n tend vers ce, rjs(n) tendra vers zéro et pourra être 
négligé. On aura donc à la limite 


et, comme on a 


il viendra 


iogr(/î 



0 


F(n) 



h Jogw 


F(n), 


i ) = nT(n) } 




1 

2 


\ogn 


n 



1 


2 


log2 7T 


217. Les résultats qui précèdent permettent de calculer, 
avec une erreur relative d'autant plus faible que n sera plus 
grand, la valeur d'une factorielle quelconque. 


F 


a (a 



b) . . .(a -+- nb). 


On a, en effet, 


F 



ab n 



a 


a 

b 



1 



n 



b 


Cl 


* m 


b 




n 


° » b 


a 



r 



a 
b 


-H n 


r 


n -+- 1 


a 




1 


1 


logT 


a 
b 



\ 



■ 
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Mais on obtiendra, par la méthode précédente, une valeur 



r 



ee 



log r (| 



n 


il- Le dernier 



arithme se 


a 


calculera de même, si -r est un 

1 b 

devra 



courir a une 




no 



e ; sinon, on 


e 



s valeurs de la fonction I\ 




des 


olus 




de la 


» ■ ■ - • 

ule précédente est relative au Calcul des probab 


Soient p et 


con 


bilité 



ictoires 



i 



P 

B. On démontre ai 


venements 


que sur pi épreuves 


L1C 


présente m fois, et l'événement A. pi 
par le terme en p 

(p- 



se 


k Dr 


G 


m 


q m du développement 
est donné par la formule 



rp 

1 m 


I » 2 * ■ • ^J* 


I .2. . .m.i .2. . .(jul 


m) 


P 


u— m s* m 


9 


r(a 


I) 


T(m -h i ) T ( u, 


m 


+ 0 


p 


m n m 


On en déduit 


inome 




-\r\ q {X 



P 


m 



î 


q 


m 


i 



ort sera 


m < ( 



I ou 




A)q 


Le 



rand entier contenu dans 





i 


i , mais < 



r étant compris entre q 


i 



ou 


qu on aura 




i)^. 


sera donc T n , /i 




i)ar. 



e nombre 



1 





US 


/?, étant 


i)gr, sera de la forme \kq 



r 



. Gel 


a 



sé, cherchons à évaluer la limite ver 


tend, lorsque u. c 




omme 



quelle 


X étant un entier fixe ou variable, mais d'un ordre de gran- 


deur inférieur à celui de a 


2 

3 


Considérons à cet effet la fonction 


/(■*) 


r(p. h- i ) 


Tin 




n 


x 



p 


\>.—n—x n 'i+x 



oient M et m le maximum et le minimum du rapport 
f( œ } lorsque 9 varie de o à i et x de — X à X — 1 . Soit p 
l'un des entiers compris dans ce dernier intervalle. 


Pour x = p, / (a?) se réduira à T /ï+p , et de x 


p a# 



i 


/(.r) sera compris entre MT /2+p et mT w+p ; on aura donc 


L'osant p 


vient 


d'où 



/(a;)ûte> mT B+p . 


P 


i et ajoutant les résultats, il 


MS 



x) dx 



S 


k 


OC ^ dûs y 


k étant compris 
Or on a 


i i 

entre — et ^ 

m M 


log/(^r) = logf(p.-hi) — logr(n4-#-M) — logr(p. — n — x~hi) 



(F 


j?) log/j + (/* + #)log<7, 


oij^ d'après la formule d' 



ion trouvée plus haut, 


logf(x) 



2 


I 





I 

2 


Iog27T 


2 


log27T 




Iog(n 





OC 


J7 + ^) lo s(f x 



( 



37 


le reste R étant infiniment petit. 


i 

2 


log27T 


n 


x) 



F- 


n 


x 



r> + logy + H, 


Mais 



aq + r ? d'où l'on 



u 



los:( n 


F- 

x) — \og(u-q 


\o%u.q 


n 


up 



r 



x) 




x 



r 



x -+- r 


( x -h r ) 

V 1 / 



2 



2^-q 



n 


OC ^ 


Iog(a/> 



lo 




i 


3? -4 




' * 1 


logfJL + Jûg/> 



(x 



r) 


2 U. D 


55 



R", 


les restes R/ et 11" étant des infiniment pelils d'ordre supé- 

mier (lu étant considéré comme infini du premier 









i 




varie entre 


rieur a j 




h q 


ui 




Substituant ces valeurs d 


réduisant et négligeant 
viendra 



1 


n de log/(3?) ? 


les termes infiniment petits, il 




Iog/( 



1 

M 


2 


lo^ 



I 


2 


lo 


I 


lo22 7T 


I 


2 


d'où 



I 

2 


I 


Io^ 


9 


a: 


+ 




/(*) 


ï 


e 


1 / | t 

2 V V + 7 


• 2 



\Jiizpqu. 


o 


n'en 



/(*H-0) 


e 



0 .r-h 



Si 9 varie de o à i et x de 


compris entre 



2 X — 1 


i 



m 



1 7 ce rapport restera 


— 1 



Si 



vers oo, ces deux qu 



tendront vers l'unité. 
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Nous aurons donc 
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v 


Jim/r 


i 


et 


] i m S 


lim 


fi* 

-X 


) dx 


lim 


X 


X 


220. Posons, pour simplifier, 


i 4 


œ 


L'intégrale 



X 


f{cc) doc 


deviendra 


X 


X 


x 



er* dt 


x 


\Zrr 



V*p</v* 


e 


**dt. 


0 


Si \ croît moins rapidement q 



celte intégrale aura 


pour limite zéro, le champ d'intégration décroissant indéfi- 

X 

niment. Si — tend vers une limile finie, l'intégrale aura une 

■ 

» « m 

m 

valeur variable avec celte limite. Enfin, si 


X 


l'intégrale tendra vers 


y/ u, 



vers oo, 



e~ t% dt 


i . 


Donc si le nombre [/. des épreuves croît indéfiniment, la 
probabilité que le rapport du nombre des événements B au 

nombre des événements A reste compris entre les deux 

— X 


limites 


ri 


a 


i i 


X 


et 


n 



n 



\ croît plus vite que 
tendent évidemment tout 



» tendra vers la certitude, si 
À + i 

Or les deux limites ci-dessus 

vers - • Donc le rapport du 

P 



no 


mbre des événements B à celui des événements A tendra 


vers la même limite 


Cet important résultat est connu sous le nom de théorème 



Bernoulli. 



Produit de deux fonction 




ao 


0 



oc 


0 



il 00 




0 




On a 


2 ^2/7-1 j 





et, en 





?»7 


2 


q sin o, 






1 


- 1 






1 





oc 



0 


en p 




7 




B(/>,?) 



ger, 




7t 

"2 


2 




1 



sin 2 ? 


1 



On « 




ar 



1 




formule déjà obtenue (207). 

Posons plus g 
différentiel. 



7T 


1 



1 







r(#>)ro 



il viendra 



7T 


sm «71 




aux fonctions 



q 


nous venons 



nom 


ramener 
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EU 
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e de plusieurs autres 


e est susce 




Posons, par exemple, 



2 


*y* 


cYoh 


il viendra 



encore 


2 sin <p cos<p d(o 


0 


X 


y 


i 


il viendra 


d'où 


x 


i 


i 



B(/>,<7) 


' y) 


p+q 



dy 


(i 



y) 



Considérons l'intégrale multiple 


I 



x\* 
a) 



y 
b 



c 



1 

<9 


dx dy dz 


prise pour tous les systèmes de valeurs positives des variables 



isfont à l'inégalité 



x 


a 


a 


/ 




b 


x 


P 


ax 


a 

i ? 


# Pi 


L'intégrale deviendra 



s\ Y 


tyl 


< 



r 


c 


Y 



/( #i -i- /i 



et devra être étendue à tous les systèmes 
des variables qui satisfont à la relation 





i< 


i. 


2^4 
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Posons maintenant 


X 
Y 
Z 


/y* 



i 



1 


fi 


On en déduit 


*1 


4j 1 


1 

M, 



7, = ^yj(i 


i 


et 


dX dY dZ 


d oc j 



o 





d£ c?y] c/Ç = £ 2 f] d\df\ ofÇ 



n 7|| Ç varieront de o à i 
Substituant les 
l'intégrale p 



a 



ace 



a(3y 



i 


i — 


— i 


x 


\i-^^- i K r ~ i dtdYidt:. 


i * 


Les variables étant complètement séparées, cette intégrale 

■ 

sera le produit des trois suivantes : 



dr] 


B{q 


i 





M/ 





Y(q l )r(r i ) 


r(^i 



On aura donc 


1 



a'b*<T T(p t )Y(q x )T(r t ) 


a fi y 




af'bic 


r 


p 


r 


(3 


a 



r 


E 

a 




r 


m** 


r 




f Al 

* 0 


)î 


oc 


7 


'--i 

T 
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et l'intégrale multiple sera ainsi réduite à une intégrale . 
simple. 


* 



Supposons, en particulier, que la fonction / 


réduise à uné constante K. L'intégrale simple sera égale à 



-, et I sera complètement calculé en fonction des 


G 


, UlUll^U, V^**!,*^ V*^ ^ M ^ W * * W , 

par exemple, le moment d'inertie d'un ellipsoïde 


Che 


X- y 2 



a- 6- c- 


homogène et de densité i, par rapport à l'axe des z. L'in- 
tégrale à calculer sera la suivante 


/ / / ( x% "+■ y 2 ) ^ ^/ 


On en aura le huitième en se bornant aux valeurs positives 
des coordonnées. 

4 

Le premier terme de cette intégrale s'obtient en posant, 
dans la formule précédente, 


11 aura pour valeur 


3 V 2 7 \ 2 7 V 2 / I <7 3 bc 7T 


g" / 5 v 5 8 3 5 

2 / 2 2 2 


Calculant de même le second terme, ajoutant et multipliant 
par 8, il viendra, pour le moment d'inertie cherché, 

(a 2 -h b-)nabc. 


i5 



J. — il 


10 



POTENTIELS NEWTONIENS 


I. — Étude analytique des potentiels 




n désigne sous le nom de potentiels newtoniens les 


intégrales suivan 



i° Potentiel de volume : c'est l'intégrale^triple 



r 


a° Potentiel de simple couche : c'est l'intégra 





Q étant une surface, les coordonnées de ses points étant sup- 
posés exprimés au moyen de paramètres u 



3° Potentiel de double couche : c'est l'inté 


J JQ. 



où n désigne la normale positive; r est la distance de 1 
ment à un point fixe (abc). Le champ des intégrales est i 
posé fini. La fonction ul, densité de l'élément, est supp 
développable en tout point du champ par la série de Tai 


1 


POTENTIELS NEWTONIENS. 


2 




Ces potentiels sont des fonctions de (a, 6, c) que nous 


ns e 



ier. 


En dehors da champ d'intégration, ce sont des inté- 
grales ordinai 



on peut dériver indéfiniment par la règle 

Jjj v_ J 

de Leibnitz. 

Elles sont régulières à l'infini. Soient en effet R, p les 
istances à l'origine du point (abc) et du point variable 


{x,y, z) \ r sera compris entre R 


p et R 



p et, a fortiori, 


entre R — d et R 



d, d désignant le maximum de p dans le 


champ; donc ^ tendra vers l'unité pour R 


00. 


On a d'ailleurs 


r 



x 


a y 



(y 


i 



i 


c'a 


3 


d 2 


i 


i 



à a 


r 


âx 


i 



jx — a)* 


X 


a, y 



-5 


c étant au plus égaux à r en valeur ab- 


solue, on voit que - est de l'ordre d e ^» ses dérivées pre- 



i 


mières de l'ordre de ses dérivées secondes de l'ordre de 


i 


etc. 


Les intégrales obtenues en multipliant ces expressions par 
une fonction iinie a et intégrant dans un champ fini jouiront 
évidemment des mêmes propriétés. 

Ce sont des fonctions harmoniques. Désignons, en effet, 


pour abréger, par V l'opération 



d % 




db 


de 


On a évidemment 



i 

r 


: O 
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— p 

et, par suite, 




o. 


227. Lorsque (abc) est dans le champ d'intégration, les 

potentiels exi 
fonction à intégr 


05 93 et 9o ; car 

du 



pour r = o. En effet, est fini. [On doit toutefois r 



quer que, pour les potentiels de surface, la démonstration 


du n° 95 suppose que le point (abc) est un point ordinaire 
de Û, non situé sur sa frontière.] 


m 


Poi 



#st dans le champ d'intégration, nous nous appuier 
un théorème de Gauchy relatif à l'existence des in 
des cquatio 



les 



en son lieu. Dans le cas qui nous occupe, il peut se formuler 




ainsi : 
Soit 

â'-\ „/ <>V d'V 



équalion aux dérivées partielles du second ordre résolue 


par rapporta-^* soient, d autre part, 



■ 


deux fonctions de y. Si chacune des fonctions F,/, f { 
une série de puissances entières des quantités qu i y fi 
on pourra déterminer une série V de puissances entières de 



x 7 y, z satisfaisant à l'équation (i) et telle que, pour z = o, 




on ait 

dV 

( 2 ) V =/(*,/), w =/ 


On formera aisément cette fonction en calculant ses déri 


ees successives pour x 
mule de Maclaurin. 
Or les équations (2) 
nnaître toutes c 


y 


z 


m 

o et en appliquant L 



urs 



s 





^cessive 




cherchées où ne figure 
qu'une dérivation au plus par rapporta z. L'équation (1) et 


ses dérivées successives feront connaître les autres par récur- 


rence. 


La série de Maclaurin ainsi formée sera une fonction régu- 
lière dans l'intérieur de son cercle de convergence. Mais il 
resterait à prouver que le rayon de ce cercle n'est pas nul. 
Nous l'admettrons provisoirement. 



Remarque. 


L 


e 



sisterait si le coefficient de 


ds 2 



dans l'équation (1), au lieu d'être égal à 1, était une série 

■ 

de puissances S(".r, y, z) commençant par un terme constant; 

le S étant une série de même nature, il suffirait 

m 

# 

de diviser l'équation par S pour être ramené au cas précé- 
dent. 

■ 

Comme cas particulier de ce théorème, nous aurons la pro- 
position suivante : 
L'équation 


ÀV = F(*,jr,«) 


ad 



t aux environs de l'origine une solution régulière telle 



ue pour z 


o, on ait 



o 


dz 


o 




ous 



ns gen 



iser ce 



u 
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>oit O un point 



1 


inaire d'une surface Q. Prenons- 



le pour origine, Taxe des z étant dirigé suivant la normale. 


La surface élant donnée sous la forme paramétrique 



?(", «0» 



<Pl(«> v)i 


z 


<p 2 (w, v), 

1 


on peut admettre que les paramètres aient été choisis d 


e 



e 


sorte qu'ils s'annulent à l'origine. Les équations de la surface 


seront alors 


x 


au + bv 



5 


y 


a" u 



b'v 



• t • * 



an tangent sera 


X 




a f b 


su a b 


o 





nfond 



le plan des ; d'où 


o 



< 


o. 




n po 


lli besoin prendre pour nouveaux paramètres 


au 




a f u-\- Par ce 




la surface 





équations 


(3) 


00 


u 





+- t . . , 



au 


2 



• ■ 


4 ^ 


Gela posé, nous allons démontrer la proposition suivante : 





. // existe une solution de V équation 



AV 




loppable en série de Maclaurin aux environs de 


V origine, et telle qiCon ait sur Q r 


(5) 


V 


/(«) v)> 



U t 


l 


Un point M de l'espace, voisin du point O, peut être 



22. 



■ 

déterminé (fig. 22) par sa distance n — MP à la surface 




Il COStt 



y 


'(] + 7i cosny, 





étant les c 



données cartésiennes de P. Or £, % Ç 



là parles formules (3), et les cosinus par les 




COS JIX 


A 



B 2 




où A, B, C désignent les dé 



A: 


à y ôz 
du dv 


... 


Ce sont des séries de puiss 




une seule G 

contient un terme constant, égal à i ; donc cos/zitt, cos/iy, 
cosnz seront des séries analogues, et seul cosnz contien 
un terme constant, égal à i . 




coordonnées du point M seront donc 


x 


Y 


u 



termes en n de degré 



z 


n 


On en déduit réciproquement 


u 


v 


OC 


y 



termes en y, z de degré 


4/ 



Z 


J 


Géla posé, transformons l'équation (4) en prenant u 1 v y n 



ur nou 



es varia 



s 


On 



a 


dx 


du dx 




2 




àv 
dv dx 



L'équation transformée ser 
dérivées premières et secondes de V. Les coefficients seront 


c linéaire par ra 

pi 

1- W* /I /"Il * 
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des séries de puissances; en particulier 


1 ■ a d * v > 
celui de -r— , a 

an 2 



dn 
dx 


2 


dn 

dy 


dn 
dz 


2 


7 


commencera par un terme constant i, provenant de 

Donc l'équation admettra bien une 
faisant aux relations (5). 



dn 

ion régulière salis- 



tentiels. 


es pre 





? a 


bordons l'étu 



des po 






champ K. Entourons-le d'une ; 
désigne la surface. Soient V une* 
ïière dans/r; (abc) un 
du n° 18o donnera , en y 


ooit (J un 

k i 


point intérieur au 



intérieure à K ? dont 




que régi 



intérieur à 


eant U, 



aie (24) 



en V, /*% a), 




i 


i 

r 


dv 


i dV 


r dv / 


I cla 


{[hY (abc). 


Si la sphère 
pourra c 
l'équation 




AV 



(tout en 




sorte qu'eli 



iniej, on 


se a 




OC 


Substituant cette valeur 


bres l'intégrale 


il viendra 




et ajout 




rdV 

r dv 



ux mem- 


i 



II 


0 . 
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Le potentiel 


U 



est donc la somme algébrique de trois potentiels, de vo- 
lume, de simple couche et de double couche et d'un terme 
tout intégré. 

Le point [abc) n'étant plus dans le champ des nouveaux 


potentiels, chacun de ces quatre termes pourra être dérivé 
autant de fois qu'on voudra. 


Donc V est régulier à V intérieur du champ ; mais il 
ii*est plus harmonique ; car si l'on effectue l'opération V sur 
l'égalité précédente, elle donnera un résullat nu] sur les 
trois potentiels du second membre et — 4 ^ 6, c) sur 
le dernier terme. D'où cette importante formule, due à 
Poisson, 


(6) VU =— 47T/JL. 



Pour un point extérieur, on avait la formule de Laplace 



(7) VU = o. 


232 Soit enfin O, un point situé non plus à l'intérieur de 
K, mais sur sa frontière Q. Traçons la sphère k comme tout à 
l'heure ; Q la partagera (Jig* 23) en deux régions k ! et k — k 

m 

Fig. 23. 



elle partagera de même 03 en deux régions o/ et co — g/. 

roquement, to partagera Q en deux régions Q' et 

QmQ'. 
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Soient encore V une fonction régulière dans k; ( 


îeur a 






c ) un 


formules des n 09 184 


clion V pour le domaine k » Il 





5 



étant 




est sur 12\ 



A 1 est as 




on in 


et sur Q 




a 


4?tV(a, 6, c) si (a 




zéro si (# 




on p 


o 





dn 


j dY 


f 




a 



o, 





5 





6, c) si 


le sorte qu'o 



âv 


■ 

étant égal et co 
que l'intégrale de 



ire a 



sera r 





e sur Q f . 


1 


Substituant la valeur de A V 



i 



il viendra 






5 



U 



R, 




deux 


sorte 







s 


I désignant la somme des trois potentiels. 




e qu on 




pris pour origine 


our axe des z la normale extérieure 



5 




Cl 



1 



es u } n 



au n 



les coor- 


V et 


à a 


V sera de la forme 


ou, en rem 


V 




c % v . . . ) , 



w, n par leurs valeurs en y, s, 


V 



termes de degré 



2 



c V s'annulera à l'origine, ainsi que ses 




mieres et 


On a 




<f-V 


d 2 V 
dz- 


et, en faisant x 


y 


o 


/o 


|*0 


représentant 



p. à l'origine. 


Soit donc l une direction quelconque, de cos 
leurs cos a, cos (3, 








cos a 



. 


cosS 


dV 



d 2 Y 


d 2 Y 



2 



V 



5 



direc- 




cos a cos 



+ 


d 2 V 2 


et 



particulier à l'origine 


à- \ 


o 


5 


0 


0 



0 


y 


Soient donc /? et # deux points infiniment voisins de l'ori- 

i i / • /. 1J M 




s res 


gine 

On aura au point p 



les régions k 


H, k 


dl 
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■ 

Au point q, on a 

dV àl , d\ à 2 U âH . d l \ 
U=I-4*V, = Tl -^ w _ = .__ 4ir _ 


et à la limite 

lira %i- = ( ^ - 4^o cos 2 ^ 

* 

On voit par là que U et ses dérivées premières restent 
ntinues, lorsqu'on traverse la surface Q. Mais la dérivée 
seconde s'accroît brusquement de /\ tcu. 0 cos 2 y, lors- 




al 1 

iCon passe de V i 




R 


En particulier, la dérivée normale — s accroîtra de 


4 TCUl 


0 


233. Cherchons là valeur de U et de ses dérivées au 



point O lui-même. 


On a, en ce point, 



U 0 == I 0 — 27rV 0 , 


mais V 0 étant nul, on peut écrire aussi bien 

■ 

! 'h 

U 0 =I 0 ou U 0 = I 0 — 4rcV 0 . 

m 

Supposons que la ligne de direction /, issue du point O, 

fasse un angle aigu y avec Ja normale extérieure Oz.\ Elle 
sera située tout entière dans la région où U = I. On aura 


donc 


dl) 0 ~\dl)o \àl* )<r\àt* 


0 


m 

Soit A la direction opposée à L La ligne 0\ est située tout 
entière dans la région où U = I — 4^V. On aura donc 

■ 

dU\ _ fdl\ _ fdV\ __fdl 



w)r\w)r^\i^)r\-ow)o~^ cosiy - 


On déduit de là 
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dl 
d-X3 


dl 


0 


0 


dl 


d*U 
dl 2 


0 


0 


47i/jt. 0 cos 2 y 


234. Potentiel de simple couche. 

* 


u 


m 


da 


Soit 


un semblable potentiel et faisons la même 



ion aii'au 






m m m 

p 232 {fig. ^4), {abc) désignant un point intérieur à k 



Nous aurons la même égalité 



(8) 



(0 



d 


1 


r 





{- R(a, b, c). 


Déterminons ici la fonction V par les condi 



AV 



et 


Y 


o 


d 


n 


]x sur £1'. 


En remarquant que 


àV 

dn 



1 


la relation précédente se réduira à 


o 



d 


i 




du 



ou en ajoutant de part et d'aulre 





li eh 



d 


i 
r 


i 



àv 


r* dv 


R(a, b, c) 


rf<7 + U + R(tf, b, c), 



U 


I 


R(«, 6, c), 


I 







Ul 




jébrique de potenti 



étant égal à zéro, à 



ou a 





va 


sur Q f . 

D'ailleurs V s'annulant 

— 

/d\\ 

l — i étant égal à [x 0 , le 


a 



\dn / q 



rm 


e 



o 


/ 


c)) et R(<2, 6, c) 
2 7tV(a, c) sui- 


intérieur à A 1 ', ou situé 







o 




sera 


5 




1 


a 


ou, en remplaçant n, u, v par leurs val 


Donc 


V 



0 


o 


5 




o 


1 


Or, / étant u 



0 




• « m ^ * 



- 


o 


o 



r 


5 j > ~? 



0 


f*0 


cosa, cos(3, cosy, on a généralement 


Sfinie par les cosinus directeurs 






dY 


àV 


d\_ 
dl 


cosy. 


Soient/?, grdeux points infiniment voisins de l'origine e 


situés respectivement dans les régions k — k' et k'. On aura 
au point p 



U = I, 


et, à la limite, 

lim U 

p = 0 

Au point çr, on a 


dl 


dl 

: dl 


loi 


lim 

p=0 


dV 
dl 


dl 

dl 


0 


U=.I4-4ttV, 



, dV 

Ti+^-dî 


etj à la limite, 

lim U 


I 


0? 


<7 



lim 

7=0 


dU 
dl 


dl 

dlJo 


47r//o cosy. 


Si donc on traverse la surface au point O, U restera con- 


dV 


tinu, mais sa dérivée -jy croîtra brusquement de 4^0 cosy. 


23o. Cherchons les valeurs de U et de ses dérivées au 


point O lui-même. 
On a, en ce point, 


U 0 


1 0 + 27T\ 0 - 


- » 

Mais V 0 étant nul, on peut écrire aussi 



01 


u 


0 


I 


0 



4ttV 


0 



Si l'angle y est aigu, la ligne 0/ sera comprise en totalilé 
hs une région où U = I ; on aura donc 



t 


dl J 


9 


dl\ 

dl/o 


Soit OX la direction opposée. La ligne OX étant située 


2^0 
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tout entière dans une région où U = I + 4^ V, on aura 


dl 


0 



4 71 


dl 


0 




471 


Donc 


o 


0 



ai 

dl 


471/Jlo cosy 


0 


dl 


-h 


0 



o cosy 



on aura, entre les dérivées 


En particulier, si 
prises suivant les deux directions n et v de la normale, la 



symétrique 




o 




AV 


V 


y- 



5 


dn 


La formule (8) 



d 


dn 


dV 
dn 


47rp. 0 . 


o 


Potentiel de double 
e construction; mais on dé 



On fera 


.^a V par les r 



o 


:o sur £2'. 



j remplaçant — > 




r 


o 



d 


i 




V 


1 


r 


dn 


i 


dY 



r dn 


Ajoutant aux deux membres l'intégrale 


d<j-+-R(abc) 


il viendra 


U 



T J 


d 


i 


I 



^dn 

Q-Q' on 


R (tf , b, c). 


f _ 

- da 





Où' 


d 


V 


I 






et, si p tend vers l'origine 


Jim U 



point q 


p 


U 


I 


[\TZ V 


et 


lim U 

<7 = o 


i 


0 


4tiV 


0 


I 


0 


7tfl 0 


Au point O 



-me 


me 


TT 

^0 


I 


0 


2 7lV 


0 


I 


0 


2 


Le potentiel U présente ainsi à la traversée de la surface 
une double discontinuité, 11 n'existe donc pas de dérivées au 


poi 





. et 


uons to 




îs que, v- e 


tant nul sur la surface, on 




0 


* 
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Applications 





ravitation. — Hypothèse. — Deux points maté- 
z), (abc) de masses m, m\ situés à la distance r l'un 



de l'autre, exercent l'un sur l'autre une attraction dirigée sui- 
vant la droite qui les joint, et d'intensité ■ ^ ■> / étant une 


constante positive. 



Sup 



osons, pour 



l'écriture, m 1 



sur (abc) sera le v 


L'attraction 

J 




r 


m 


r 


.2 


et ses 




m ( x 


a) 


m(y 


b) 


c) 


r 


t 


.3 


r 


J. 


II. 


6 
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Soient K un corps 


lume, 




inu, dv un de ses éléments de vo- 


ordonnées x y y, z et de densité y, z). Le 



cteur, 




K sur {a 








Y 





/ 


.3 


dv, Z 


K 



Si (abc) est extérieur à K, ce sont là des intégrales ordi- 


naires, et l'on aura 


X 


da 


Y 


db 


-> 


Z 


de 


U désignant le potentiel de vol 



K 


5 





n s sii t 


{abc) 






it partie de K. Dans ce cas e 



s dérivées de U. Dans l'ignoranc 
règle de Leihnitz est applicable ici, n 





e région infiniment petite contenant {abc) à son 


intérieur. On aura 


U 



\x dv 


r 




jul dv 


r 


li—k 


k 


Cher 



ns 



rivée 




remier terme a pour dérivée 



a) 



K 



qui tend vers 


La 




l'intégrale 


rivée du second terme est la limite pour h 


o de 




- j \ da =z 





r 


r f da 


h 


rr 


k 


POT 



ELS NEWTONIENS. 


r 7 étant ce que devient r par le changement de 




Or r, / , 




s trois côtés d 


D'autre 


p 



i 


i 


rr 



r 


.2 



ule de l'intégrale est 


jul dv 
~7 r 



5 


un tri 


i angle, 


i 



./2 



moindre 






r 


k 


n 



h 


expression dont les deux termes sont infiniment petits. 


243 


h. 


< 


1 . 


239. Cherchons l'expression du flux du vecteur (X, Y, Z) 

une surface fermée 12. Le flux de sortie est ég 
(Ostrogradsky) à l'intégrale de la divergence 


■cl 11*3. 





da 






I il 


1 



I i 



rieur a 




ent de I extérieur à K et ég 


de la 


reeion 




c 



mu 





111 



11 r 




our tout élément 


sera donc égal à 
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me. — Sî la 



corps attirant au 



est grande par rapport aux dimensions du 



corps, le potentiel et, par suite, V attraction seront sen- 
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renons 





es en 
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attirantes 


centre de gi 



plus de simplicité, ce centre de gravité O 


pour origine, et soient R, p ses distances aux points (abc) f 



(xyz) {fig- 26). Développons l'ex 



ion 
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sRp cosy 


p 2 ) 


j 

2 


uivant les puissances croissantes de il viendra 
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Multiplions par [jlû^ et intégrons. L'intégrale / [jiafo repré 
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m * * 

sentant la masse totale M et les intégrales / ]xx 


K 


\xzdv étant nulles par la définition du centre de gravité, 


on aura comme résultat 


M 


R 


5 



s termes négligés étant de l'ordre 


de -ç^y si d désigne le 


maximum 



P 


241. Potentiel d 1 une sphère. — Cherchons à déterminer 



le potentiel d'une sphère creuse homogène, de densité u, par 



a un 




Soient 



les rayons des sphères concentriques qui 
limitent le corps attirant. Il est clair que le potentiel cherché 

Une doit dépendre que de la distance R 
du point attiré an centre. 
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Soient U', U" les dérivées de U par rapport à R; on aura 

™ 0 - S> ™ = v .£ + w_ v ,* .... 


da R da 1 R 2 R R 



R 2 R R 3 ' R 


Si p n'appartient pas au corps attirant, cette expression 
doit être nulle. On aura donc 


U" 2 



U' ' R 


et en intégrant 


logU'-h 2 logR = const 




* 


R 2 ' 


C et G' étant des constantes qui restent à déterminer. Deux 
cas sont à distinguer ici : 

m 

p 

i° p est dans la cavité : en le supposant au centre, on 



U 



Pl /** r îlz u.r* sin ddrdQd® , , 

/ / ~ " ~ = 2 ^(PI 


/ / T* 

p 0 ^0 ^0 


Po) 


Jonc 


G = O, = 2 7T]Uî.(pi — pl). 


Le potentiel est donc constant dans la cavité, et l 9 attrac- 



tion est nulle. 

En vertu de la continuité du potentiel, cette formule sera 
encore valable si p est à la surface de la sphère intérieure. 

2° p est dans la région extérieure aux sphères. Suppo- 
sons-le à l'infini.' On sait que, dans ce cas, U est infiniment 

petit et doit avoir pour valeur principale ; donc C = — M, 

Q— o, et l'on a rigoureusement 



Le potentiel 


mêmes 
centre. 



suite l'attraction) sont donc les 
si toute la masse attirante était réunie au 



Cette formule s'appliquerait encore 
sphère extérieure. 

Reste à considérer le cas oùRétan 

pa 



tre p 0 et p n 
Traçons dans ce cas une 




sphère de rayon R ; elle partage la couche s 
autres, dont les potentiels peuvent être calculés 





iormul 




a 



eux 


ent 


>h< 



ît en 



P 


o. 




corps attira 


général, si la densité [a 
îs composantes X, Y, 


être ramenées, et cela de plusieurs manières, à des intégrales 



doubles. 


Soient en e 



1 

r le 



s de 1 



extérieure n avec les axes et avec le rayon vecteur r is 



aie 



P 



les axes. 
On a d'une 



X 



x 


a 


.3 


de ce rayon 




u 


avec 


et par 



ite (453) 
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cos nx 
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\ drcosrx 
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- 
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àr 


car cosrx ne dépend que de la direction de /• et non de sa 
grandeur. On aura donc, en posant P = rcos^ dans les 


formules des n oS 154 à 156, 


I I 



cosrxcosnx . 
av. 


r 



• Attraction d'un ellipsoïde homogène. 


Appli 


quons ces résultats à la recherche de l'attraction d'un ellip 


soïde homogène 


9 

X' 


a 


2 



2 


Z 


2 


de densité 



i 


i . 


Son équation peut être remplacée par le système suivant 


x 


y 


a cos/>, 
(3 sinjo 



y sin p smgr, 


où /? variera de o à ir et q de o à itl 
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dp 
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dz 

dp 


oc sin p 





(3 cos p cosgr, 


y cos/? siny, 
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dz 

dq 


P sin p sin^, 


sinjocos?. 


L'élément d'aire d<7 aura pour projections 

dy dz 
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da cosnx z 
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da cosnz 
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ra donc 
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j3y sin p cos p dp dq 



a(3y sin p dp dq 
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cosny — a(3y sin p dp dq 


ocpy sin p dp 
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(3y sin cos p dp dq 
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ou, en pos 
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sin p cosp dp dq 
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S, 1 


orsq 



rte que les 
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fleurent constantes* 



varient de 

Si de- 


En vertu de ces relations, une seule de ces variables, a 
par exemple, sera indépendante; et l'on aura 


et doc ~ 
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cos nx cos nr d<j 
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dot 


X 


et le second est égal a zéro ou a ^ > suivant que le point 
(abc) est extérieur ou intérieur à l'ellipsoïde (158). 


244. Supposons d'à 
écédente se réduit à 



le point extérieur. L'équation 


a d% 


o. 


n en déduit 


c, 


X 


C désignant une constante ; d'où ce théorème : 


Les composantes des attractions de deux ellipsoïdes 
homofocaux homogènes sur un point extérieur sont pro- 


portionnelles à leurs masses. 


On sait d'ailleurs que X est une fonction continue de a, 
6, c. Le théorème subsistera donc si le point (abc) est situé 


sur la surface de l'un des ellipsoïdes que l'on compare. 
Le problème de l'attraction sur un point extérieur se 



uit 


donc à celui de l'attraction sur un point de la surface, lequel 

1 ' JL 


n'est lui 





5 


un 



s particulier 



celui de l'attraction 


sur un point intérieur. 


245. Examinons donc ce dernier cas. Nous aurons 


d'où 
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0.) ( a 




const. 
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Pour détérminer la constante, on remarquera qu'en vertu 
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de la formule (i) £ tend vers o quand a augmente indéfini- 


ment; car r croît indéfiniment en même temps que a, J3, y„ 

gne, pour plus 


Donc la constante est nulle. Si donc on 
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de clarté, par t la variable d'intégration, o 
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Une permutation circulaire donnera Y et Z. 

n remarquera que X, Y, Z varient proportion 
à a, c. On aura donc à calculer les mêmes intégrales, quel 
que soit le point attiré. 



En outre, X, Y, Z ne dépendent que des rappor 



axes a, (3, y. Si donc l'on remplace l'ellipsoïde considéré par 
un autre qui lui soit nomothéti 


e, l'attraction restera l 


a 



e. D 


onc 




V attraction d'une couche hom 
deux ellipsoïdes concentriques et homo 
oint intérieur est nulle. 


ompnse 




ues sur un 


246. Electricité statique. 
deux fluides électriques 



Il existe 




it en abondan 

corps. Ils sont généralement combinés en un fluide neutre 

vent se séparer, 
molécules d'un même fl 

îs de fluides différents s'attirent suivant la loi de 



Une répulsion pouvant être considérée comme une attrac- 



tion négative, on est conduit à attribuer aux molécules de 
l'un des fluides des masses négatives, et à représenter l'ac- 


> 


étant négative. 

i, pour simplifier l'écriture, nous 




osons la masse m 1 du 


t 




> l'attraction exercée sur m 9 par la molé- 



cule m sera 


m 


r 


2 


d 



orps conducteurs où les fluides électriques 


mouvement n'a p 


et de 



lectrique d'un corps est l'exc 
la masse M de fluide positif qu 


la masse M' du fluide négatif. 


247. Si l'on place un conducteur R 
trique, l'électricité 


îctricite qu n contient se mettra en mouvement, 
>our atteindre un état d'équilibre que nous allons étudier. 

SoitUle potentiel de ce champ en équilibre électrique. En 
out point (abc) intérieur à K, les composantes de l'attraction 

dU d\J d\J 

, — doivent être nulles, pour que l'équilibre ne soit 





pas rompu. De là deux conséquences : 


i° Le potentiel, ayant ses dérivées nulles dans l'intérieur 
de K, aura une valeur constante C dans tout cet intéri 

n con- 



et aussi sur la surface Q de K; car c'est une 




2° En tout point (abc) intérieur à K, on a donc VU 


o. 



1 



d' 


après le 


éorème de Poisson 



Donc [x est nul. L'électricité du conducteur s'est donc 



a sa 



où elle forme une couc 



de cette cou 






s 



en 




aisément, si l'on connaissait le potentiel U du champ 


ci est la 



d 


e 



autres ; l'un U< 
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extérieures au conducteur, l'autre a provenant de la 
couche Q. 

Soient n la normale extérieure, v la normale intérieure 
en un point de Q, [a 0 la densité en ce noint. Nous aurons 





du du 



dn dv 


4 



1 1 


ais, d'autre part, U 1 étant développable par la série de 


Taylor, on a 


d\J x dU l 



dn âv 


Ajoutons, il vient 



dU 


dn ' dv 



o 


ou plus simplement 


_ 

dn 


car U étant constant le long de la normale intérieure, 
est nul. 


248. La détermination de l'état d'équilibre qui se produit, 




rsqu'on met en présence des corps électrisés, dont quel- 

i . i î * i * m • î . . 


ques-uns sont conducteurs, est un problème difficile, surtout 

- 

s'il y a plusieurs conducteurs. S'il n'y en a qu'un seul, la so- 
lution se ramène, comme nous allons le voir, à celle du pro- 
blème de Dirichlet. 

Pour plus de généralité, nous admettrons que le conduc- 
teur est creux, et que les masses électriques fixes, en présence 



es il est placé, sont situées, partie dans la cavité 


de K, partie à l'extérieur. 

Les données sont : i° la somme M| des masses extérieures 


et le potentiel U< correspondant; 2° la somme M 2 des masses 


contenues dans la cavité et leur potentiel U 2 ; 3° la charge q 
du conducteur. 

Les inconnues sont: i° la densité en chaque point des 


couches électriques qui se forment sur la face extérieure Q 4 
et sur la face intérieure Q 2 du conducteur; 2° les masses 
totales m { , m 2 de ces couches et les potentiels correspon- 
dants u K , ; /3° la valeur constante du potentiel total U dans 
le conducteur. 


Soient p = (abc) un point quelconque intérieur au con- 


ducteur ( fig\ 26); to une surface fermée contenue dans K et 


Fis:. 26. 




enveloppant Q 2j mais laissant p à son extérieur ; n la normale 


extérieure à <o ; v la normale intérieure. 

Le potentiel U t -+- u x étant harmonique et régulier à l'in- 
térieur de co, à laquelle p est extérieur, on aura, d'après la 
formule (26) du n° 186, 


tt 



r d(U f + .«,) 


ôv 
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au - 
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D'autre 


4- iu étant harmonique et régulière à 
l'extérieur de co, région qui contient p et pour laquelle la 


part, U 2 


norma 


le 



érieure est /i, la même formule donnera 



CD 


à 



« 2 ) 
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d 


d 


ïl 


r dn 


(U 




7T[U 2 (rt, 6, C) 



Retranchons l'égalité précédente de celle-ci en remarquant 




que les dé 


'rivées Da 




par 



potentiel total ; il vient 


à v sont égales et contraires aux 

2= U, 


et que -+- u K -h U 2 + u 



i 




dn 



r dn 


da 


4rr[U 2 (a, b, c) -t- u % (a, b, c)] 


Mais dans tout l'intérieur d 


stante C. Donc l'i 



r 




teur U est une con- 


ci-dessus se ré 
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dn 


-da 
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df 


dn 


d 




cosnr 



r 


Le point p éta] 
La fonction U 



nulle. 



u point p, l 



un point quelconque de l'intérieur du conducteur, 
continue, elle s'annulera aussi surQ, et Q 2 . Étant harmoni 



et régulière à l'extérieur de et nu 







e. 


rte qu'on aura 



u 


2 ^ 


sauf dans la cavité. Là w 2 sera égal à — V 2 , V 2 étant la 


fonction harmonique et régulière dans la cavité qui sur Q 2 


est égale à U 2 . Elle 



erera en général de U 2 , 



n est pas 


régulière. On la connaîtra si l'on sait résoudre le problème 
intérieur de Dirichlpt 




La densité jx 0 de la couche Q 2 en un de ses 



e par 


la fo 


rm 





mts sera 


du 


du 





v 


4 7TfZ 0 
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, après 



valeu 


rs qui viennent d'être 



pour U2 


dn 


àv 



obtenir sa masse m 2 on remarquera que le flux d 
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U 2 + ih à travers w est nul; mais il est égal (239) à 


Donc 



tc(M 2 + m % ). 


nin — — M 2 . 


On remarquera que les masses intérieures à la cavité 
influent seules sur la formation de la couche Q 2 . S'il n'y en a 


pas, cette couche n'existera pas ; car U 2 sera nul, V 2 égale- 
ment; et {jl 0 le sera aussi. 



Passons au calcul de la couche extérieure 


La relation 


G — Ut -h u t -+- U 2 -+- u 


2? 


qui a lieu dans le conducteur, se réduit à 



H— u% • — 0. 


Dans la cavité, U 1 u K sera la fonction harmonique et 


.égulière qui se réduit à G sur û,. C'est !a constante G. 


A l'extérieur de Q n u K sera la fonction harmonique 


régulière dans cette région qui, sur Q,, est ég 



Soient W et V 4 les deux fonctions, harmoniques 

é 

à l'extérieur de Q, qui, sur C2 l7 sont respectivement égales à i 
^t à U l . On les connaîtra si l'on sait résoudre le problème 
extérieur de Dirichlet; et l'on aura alors à l'extérieur de Ù { 


u 


i 




La densité a de la couclie en un de ses points sera donnée 




a tormuje 



àii\ , 


ou, d'après les expressions ci-dessus de u K aux deux côtés 


de Q ( , 


G 






n dv 




Sa masse m K sera j J y- Mais, d'autre part, la charge 
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du conducteur étant 



e, on a 


m 


1 


m 


9 


D'ailleurs m 2 est égal à — M 2 ; do 




M 


2 


Egalant ces deux expressions de m, , 



on aura I équation 



àn 





M,), 


qui déterminera la constante C, achevant ainsi la solution du 


problé 


eme. 


m 

250. Magnétisme. — Hypothèses. — Un système de deux 



molécules électriques de masses — met + m situées en deux 


K ! Or o -r 


B 



A -m 


points A, B très voisins, et liées invariablement constitue un 
élément magnétique (fig* 27). 

Les points A, B sont les pôles de l'élément. 


pie orientée AB esi 
mont est constitué 



axe. 


magnétiques, disposés de telle sorte que des éléments voisins 


aient sensiblement la même orientation. 


Cherchons à évali 


aiman 


térieur 


magnétique de masse y 


(abc) 


Soit AB l'un des éléments magnétiques que contient l'ai- 
mant (fig. 28). Le pôle A, de masse — m, donnera le po- 
tentiel — 


m 


; le pôle B, de masse + m, le potentiel 





2 


La 




s deu 



sera 


m 




r 


r 


m 


rr 


Mais . 



ongueur / étant très petite, on aura sensiblement 


p 


Fie. 28. 


7» 


A 


B 



<*' T ■* *« 1 # \ 

si le point p n est pas trop rapproche) 



r 


/ 



l cos /r. 


«de sorte que le potentiel sera sensiblement 


ml cos h 



2 


Soit maintenant dv un é 
potentiel sera la somme 



nt de volume de l'aimant. Son 



ml cos // 


r 


«étendue aux divers 



ments magnétiques qu'il contient. 


Mais pour ces divers éléments r a sensiblement 



A 


même 


valeur et il en est de même par hypothèse de cos// 1 . Si donc 


nous po 



IL ml 


I dç , 


le potentiel de dv aura pour valeur approximative 


I cosl/ 



r 


-et celui de l'aimant K sera 



J. 


II. 


I cosïr 


r 



7 
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Le vecteur I qui figure dans cette expression se nomme 


Y intensité d'aimantation. On suppose que ses composantes 


P, Q, R varient d'une manière continue quand on se déplace 


dans l'aimant. 


L 




ession prece 





ée aisément. On a en e 


te du potentiel U 


t 






I cosl/ 


P cosrx -h Q cosry -h R cos rz 


r 2 


P 


a 



x 


.3 



Q 



C 


A3 


t 


.3 



d'- 

à\ 

r 

P 

dx 

r 

-4- O 

v ày 

-h R — 

ôz 

à P 

à Q 

d R 

ôjo r 

^ ày r 

oz r 


I 


d 



r V àx 


ày 



dz 


U s'obtiendra en intégrant cette expression. 

Mais en vertu du théorème d'Ostrogradsky (171), on a, Ci 


désignant la surface de-l'aimant, n la normale extérieure 



P 


d 


dx r 




r 


dz r j 


dv 



cosnx -f- Q cos/iy + R cosnz 


r 



I cos In 


da 


r 


Donc 


U 


I cosl/i 


da 


r 



r \dx 



dQ 



dR 

dz 


est la différence d'un potentiel de simple couche et d'un 


potentiel de volume. 



251. Ces 


térieur de l'aimant. ' 



ir à définir la fonction U dansl'in- 
dans cette région elle ne pourra 
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2 


d 



pproximations que nous avons fait 
>our des éléments magnétiques tro 
On serait tenté d'évaluer cette action pour 


ssent d'être légitimes 



P 


K 


i 


ment 



k et passant à 


limite. Ma 




mi 


Cherchons, par exemple, la composante parallèle à Oz de 
l'attraction exercée sur/? par l'aimant K — k] co désignant la 


sur 



e qui limite k r cette composante 



I cosl n 


-y 


c 


i 


.3 



I cosl/i 


c 


3 






à y 



ÙK 

dz 


c 



r 


Le premier terme est une constante; le dernier a une 


limite déterminée 1/1] niais la limite du second terme 

épend de la forme de k. L'exemple suivant suffit à le 
montrer. 

* 

Supposons le vecteur I égal à i et dirigé 


à Os et le point p placé à l'ofigi 
L'intégrale à considérer devient 




z cosnz 


.3 



onnees. 



Prenons pour k un cylindre circulaire droit parallèle à Ozj 

r 2 /z, ayant son centre à l'origine. Sur 


de rayon R, 


sa p 



aroi latérale on a cosnz = o ; sur la 



se in 


cosnz 


z 


- >■ . T 


1 , Z 



m m A 


4 

intégrale 


h\ sur là base supérieure cosn 
cherchée sera donc 



2 h 



étire 


i 


le 



d'intégration étant réduit à l'une des bases 



nons des 







gr 



I - * 

devient 




PARTIE» 






antité varie 


niment petits R, h 





em 




\j lu 



pport 


S I 



1 
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ùolenoi 



On donne ce ne 



forme où le vecteur I est constamment dirigé suivant 
gente au fil. L'élément de volume dv sera évi 1 
à edsj ds étant l'élément de longueur du fil et e la section 





i- 


an- 



t égal 


corresnon 




Le potentiel sera donc donné par l'intégrale simple 


U 



fe cos (r, ds) 


? 


.2 


ds - 



le dr 


r 


2 


■ 

Le solénoïde est dit homogène si le est constant. Dans ce 
cas l'intégration peut se faire et donne 


u 


le 


i 

r 


i 


i 


r 


o 


r 


o? 



es valeurs de r aux deux extrémités du solé- 


noïde. 


Si celui-ci est fermé, r K ==s r 0 et le potentiel est nul. 
Donc un solénoïde homogène fermé est sans action sur 
un pôle magnétique. 


» -• — 


253. Feuillet magnétique. — C'est un aimant-surface, 
compris entre deux surfaces parallèles très voisines Q et Q', 


et où le vecteur I est dirigé sui 
aux deux surfaces. 




la normale n commune 



Si e est l'épaisseur de l'aimant et rfer l'élément de Q, l'élé- 


ment de volume sera zd? et U s 



un potentiel de double 


couche 


U 


f fa 


le cos /ir 


.2 


da 



Le feuillet sera homogène si le est une constante- 
Si le feuillet homogène est fermé, l'intégrale 



cos nr 


r 


a une valeur constante [égale à o ou à suivant que le point 
(abc) est extérieur ou intérieur à Q] (158). Ses dérivées X, 

Y, Z 

Donc un feuillet magnétique homogène fermé n'exerce 
aucune action. 



254. Si le feuillet homogène n'est pas fermé, mais bordé 

ii #1 . m/ m / r # ,1mm ■ 


par un contour C, les cqmposanles X, Y, Z de l'attraction 
pourront s'exprimer par des intégrales curviligne 
sur G. 



On a en effet 


U 



d 


i 

r 



da 


X 



d 


f 


r 


d 


dx 


cosnx 



r 


d 


r 


ày 


cos/z 




cos n z 


da 7 




r 


i 

r 


dx à a 


cosnx 



dy da 


cosny 


r 




dz da 


cos nz I da. 


T 

■ __ 

Mais les dérivées de - par rapport à a sont égales et con- 


traires a ses dérivées par rapport a x \ donc 




d 2 


cosnx 


i 



- r— C0S77 V 

dy dx * 




4+ t* 


■ 

On pourra appliquer la formule de Stokes si l'on peut 
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déterminer trois fonctions P, Q, R telles qu'on ait 



à-- d*- d*- 

dQ r âP dR r âQ dP r 



dz dx 1 dz dx dy dx dx dy dzdx 


Or on satisfait à ces relations en 





d 



car par cette substitution la première relation se réduit à 
l'identité A y = o et les deux autres deviennent identiques. 
On aura dès lors 





P dx Q dy H- R dz 



r 

dy 


d. 



c)dy — (y — b)d 



Une permutation circulaire donnera 





55. Si le contour fermé G est parcouru par un couranl 
électrique d'intensité /, un élément MM' = ds de ce courant, 


joignant les points (xyz), (x-\-dx,y-\-dy,z-\-dz), éprouve 


■ 

de la part du pôle magnétique situé au point p = (a6c), une 
action appliquée au point {xyz) et dont les composantes £, 


7j, Ç seront, en vertu de la loi d'Ampère, 



^ = ^l(y-b)dz-(z-c)dyl ■/)=..., ' Ç 



k désignant une c 

Les forces élémentaires ainsi appliquées aux divers élé- 
ments de C auront une résultante unique passant par p. Pour 
l'établir, il suffit de montrer que la somme de leurs moments 
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par rapport à des parallè 


nulle. 



la fo 



3ar e 




9 

x axes menées par p est 




e la parallèle à Ox. Le moment de 
entaire par rapport à cette droite sera 


soit 


ki 



f (7 


b)Uœ 


a) dy 


(7 


b) dx] 


( ^ 


c)[(z 


c) dx 


(x 


a) dz] 


ki 


r 


»3 ( 


(x 


a) [r dr 


(x 


a) dx] 


[r 


(x 


a) 2 ] dx j 


r 


a) dr 


r dx] 


7 * r ^ 

/ad — 


r 


La somme des moments sera donc 


ki 



d 


x 


a 


c 


r 


et sera nulle, le contour C étant fermé. 

La résultante des forces élémentaires aura pour compo- 
santes 


ki 



(y 


b) dz 


( 


c) dy 


c 


r 


oquement, les réactions des éléments de courant 

_ 


sur 




t une 



directement 




a 



e-là. 


La comparaison de ce résultat avec celui du numéro pré- 
cédent donne ce théorème : 



pote 

trique parcourartt le contour du feuillet. 

Le sens de ce courant est celui qu'indique la 
Stokes ; son intensité i est donnée par ]a relation 


action d'un feuillet magnétique homogène sur un 


gnétique est la même que celle d } un courant êlec- 



ule 



ki 


le. 


264 


SECONDE PARTIE 


CHAPI 


Y 



CHAPITRE 



SÉRIES DE FOURIER. 


I 


Intégrales de 




256. Théorème. 


Soit ®(x) une fonction de x, qui 






admette* dans un intervalle donné A 

e finie et déterminée. 
Soit, d'autre part, f{oc), une fonction born 
oissante (ou non décroissante} dans le mêi 




ée 


et non 


croissante (ou non 
valle. 

m 

L'intégrale de f(x)o[x), dans Uinterva 
finie et déterminée, et Von aura 





sera 



f(x) <p (x) dx = f 




9 ( œ )dœ^f{ 



B 


x) 



ant une quantité comprise dans l'intervalle 



Cette proposition, due à Ossian Bo 
nom de second théorème de la moj 


intégrable dans tout le champ ; f(x) <p 



ris, et cp(#) 
t le produit 


sera inté 


Pour obtenir l'intégrale, nous décomposerons le champ 


par d 


-A- , X 2 y m m • • X 


B en élé 


cun 



ent petits &x { , bx n 5 dans l'intérieur de cha 


que 


5 


nous 


pre 



ons arbitrairement un 


if 0t nous chercherons la limite de la somm 
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Or soient M t -, m/ et 0/= M, 



et l'oscillation 





a 
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maximum, le mini- 


l'élément àxi] le facteur 


m 



v{%i)kxi sera compris entre M/Aa; et m/A#,; il en est de 


même pour l'intégrale 



<p(a?)da?; 


on aura donc 


X 


t 


<p(x) dx 


r 


m 

19 




u plus égal à Oi&Xi] et, par suite 


t/ -y* . 


La première somme du second membre peut évidemment 
se mettre sous la forme 


/do y 


8 


71 



i 



<p(a:)ûte. 


a* 


■ 

Or les facteurs f(h) — f(çui) sont tous de même signe et 
ont pour somme/(^) 

La somme des termes où ils figurent sera donc de la 




forme 


/(^i)]f*. 


jji étant une quantité comprise entre le plus grand et le plus 


petit des facteurs 


®(x) dx 


3C i 


et, a fortiori, entre le maximum et le minimum des valeurs 
que prend l'expression 



cp (x) dx 



varie 


e À à B . 
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us aurons 



2/&) 9 &)\x, 


■m 



<p (x) dx 





r 




ons maintenanl décroître indéfiniment les inte 



A#/. Le premier membre tendra vers l'intégrale 



f(x) <p(x) dx ; 


^ tendra vers À, £ /4 vers B, et 


/(£„) vers/(B-o). Enfin S/- f /(Ç,) 




son module 



us égal à LSO/ 





de |/(^)| dans l'intervalle 
Oiàxi tend vers zéro. Donc m tën 


V 


or, o(x) 



car 
le 


nt 



aussi vers 


ite déterminée 





qui sera 

maximum et le minimum de l'intégral 



prise, elle aussi, entre 



Mais cette intégrale, étant une fo 

comprises 



prend toutes les vale 
son minimum. On peut 
qu'elle soit égale 
l'équation limite 



ne assign 









B 


/(x) cp(x)dx = f(\ 




<p(x) dx 


[/(B 


o) 


/(A 




6 


i m 

y{x) dx 







/(B— o) j <p 


(x)dx. 


2 


01. 


P 



ons au cas où le champ AB, étant encore fini, 
contient des points singuliers c, c' , ... aux environs desquels 
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<p(#) cesse d'être intégrable. Décomposons encore le cha 





mim 




petits ÙLX n . 
Désignons ert général par àxi ceux de ces éléments qui tie 


contiennent pas de point singulier, par Lxk les 



, 6S # 


Dans 





on 


peut intégrer la fonctio 


f(x) cp (a?), et si la somme 


n 


f(œ) <p(.'*0 dx 



e limite fixe, ainsi que nous allons le 
sera la définition de l'intégrale 



ver, ce 



f(x) y(x) dx . 


ntégration D, formé par la somme des élé- 
ompose évidemment d'une somme d'intei 

arés les uns des 



valles a K b K s a 2 b 2 , ... d'un seul tenant, 



autres par des points singuliers. A une autr< 
de AB en éléments infini 



etits corres 



com 


un 



analogue D' et nous devons montrer que la différence 



f{x)y(x) dx - 



x) o(x) dx 



^^^^^^^ ï 

est infiniment petite. Or soit 


D" 


D 



d 


D 


! 



d' 




formé par la réunion de D 
ver que la différence 



D 7 . Il suffira de 




ent pe 



car 





sera la 


monstration étant appli- 

de deux infini- 



ment petits 


N » 


V 


1 


{ 


/ 
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258. Le domaine d se compose d'une suite de domaines 
partiels respectivement contenus dans les éléments Aa?#; 
chacun de ces derniers, tel que d^ est lui-même formé par 

de domaines d'un seul t 




séparés les uns des autres par des points singuliers. Appli- 



a 



'eux le second théorème de la moyenne, il 


viendra 



f(x)cf>(x) d 








y(x)dx+f($ k : 


/ 



<p (x) dx 


Soit L le maximum de 


l/(*0 


dans l'intervalle A 


dule de la somme ci-dessus ne pourra surpasser 





cp (x) dx 




<p(x) dx 


Or chacune des deux parties de cette dernière somme est 

F 

infiniment petite. 1 



effet, Fintéi>rale 



(p(x) dx 


étant déterminée, par hypothèse, l'intégrale 



<p ( x ) dx 


ne subira plus que des accroissements infiniment petits si l'on 



suoaivise les éléments par de nouveaux points de division 
choisis d'une manière quelconque. 

Introduisons tout d'abord comme nouveaux points de divi- 
sion les points extrêmes a A , et B Ato de chacun des domaines 
dk* Le c 

i 

quelques éléments ; appelons D 4 ce qu'il devient par cette 
adjonction. 



d intégration D pourra se trouver accru de 


SÉRIES DE FOURIER. 



Soient maintenant a^ij*/» ceux des intervalles <x£ 
quels l'intégrale 


cp(<a?) dx 



\ kn Ceux D( 


négative. Si 



ments 


i 


tio 


\kp aux points de division 


d 






f(x) dx. 


Ajoutons encore les nouveaux points d 





et£ 


nous obtiendrons un accroissement négatif, 


2/ 


f(x) dx m 



Ces deux accroissements sont infiniment petits, par hypo- 
thèse. Il en sera de même de leur différence, laquelle est évi- 
demment égale à la somme 




f{x) dx 


étendue à tous les éléments aç. 

, ■ 

En introduisant comme nouveaux points de division d'abord 
ceux des points (3 et £ pour lesquels l'intégrale 



<q(x) dx 

■ 




ve, p 


uis ceux 




lesquels elle est néeative 


trouvera de même que 


? 0 


n 




€st in 



t petit. 



E PAR 


T 1 



CHAPITRE Y. 


259. Ayant établi, par ce qui précède, que l'intégrale 



Ft 


f(x) <p(#?) dx — 



f(x) o(x)dx 


esl déterminée, il est aisé d' 
théor 




a dé 


emonstration du 



iquanL en 



t 


a 



acune des intégrales partielles le 


second théorème de la moyenne, la somme dq secc 
pourra se mettre sous la forme 







cp (x) dx 





on 


Cette somme n'est étendue qu'aux éléments À#/; 
peut y ajouter, sans altérer sa limite, des termes analogues 

dule 


correspondant aux élé 




a; car la somm 


de ces termes ne pourra surpasser 




I 







J 


I cp ( x ) dx 








+ i 

■ 


y{x) dx 


J 


expression dont les deux termes ont zéro pour limite. 
La somme (i) étant mai 





ue a tous 





Ax, remplaçons chacune des intégrales qui y figurent parla 


différence de 


ayant B pour limite supérieure; 


il j i r 

elle prendra la lo 



/(A 



A 


/(A 



o 


oc 


i+l 


o) 





Xt -h o) 



[/(B-ro) 


A 





jjl étant intermédiaire entre le 





de 


1 


11 - ' 

I I 
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B 


<p ( X ) dx 


27I 


et la démo 



s 


5 



evera comme au n 


o 




sons enfin le champ 
pie. L'intégrale 



1 





ce 


f(x)®(x)dx 


/( 



x po- 


X 



x) dx 


déterminé 



B 



mis 


c, 


son ac- 



c 


f(x) y{x) dx 


B 


/(B 



o (x) dx 



/(C 



c 


cp (x 



Il est infiniment petit 

/(B 



5 



deux intégrales le sont, et 



o) et /(G o) ont un module au plus égal à L. 


On 


aura 



urs, en a 




B 


A 




iquant 

à l'intégrale prise de A à B, 


f(x)co(x)dx 



f 




ème de la 



cp ( x ) dx 


X 





outer au 


[/(») 


le terme 



limite 



r 


B 


00 est nulle. Cela posé, le second 
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membre de l'équation pourra s'écrire 

/(A+o) f <p(^r) ata? + [/(B — o) — /(A -h o)] f" \{x)dx 

< 

[/(«) -/(B-o)] f\(x)dx. 



La somme des deux derniers termes est le produit de 
00) — /(A + o) par une quantité intermédiaire entre 

. Mais, l'intégrale / étant une 




înieneure 


une quantité r\ intermédiaire entre ç et B, telle qu'on ait 





M * 

jui= / <d (œ) doc, 


et, par suite, 



/( 




A 




[/(x)~/(A+o)l y{x)dx 



00 


/(A + o) f y{x)dx->r fipo) I y(x)dx. 

A . *A) 



-4m 


n b 


nature telle que, s'ils sont vrais pour deux fonctions / f , /. 


1 


ls le seront évidemment encore pour leur différence. N 


pouvons donc, tout en les énonçant dans leur généralité, 


admettre dans les démonstrations que la fonction varie tou- 


meme sens, de manière q 


qu 




262. Théorème. — Soit /(a) une fonction à variation 


bornée entre A et B. 


Soit, d'autre part, ©(a, n) une fonction de a et du pa- 
ramètre n, jouissant des deux propriétés suivantes : 


SÉRIES DE FOUR 1ER 



/b 
<p(a, n) du, où h est un nombre quel- 

conque compris dans l'intervalle AB, a son module infé- 

■ 


rieur à une quantité fixe L, indépendante de b et de n ; 

unifor- 
mément vers une limite fixe G, pour les diverses valeurs 


2° Si n tend vers oo, cette même intégrale 




b comprises dans un intervalle quelconque con 


dans AB, mais dont le point A soit exclu. 
Pour ces mêmes valeurs de b V intégrale 



u 


b 


/(a) n) da 


tendra uniformément vers G /(A ± o) (le signe + devant 
être adopté si B > A, et le signe — si B 




Les deux cas se traitent 



actement de même. La seule 


différence qui existe entre eux est que, A -h À désignant un 


nombre compris entre A et B, on a 


lim /(À. 

À = 0 



A) 


/(A 
/(A 



o), 


SI 


B 



A, 


SI 




Nous pourrons donc nous borner au cas où B 

i 



Posons 


/(«)=/( A 


o) 



La nouvelle fonction <J ( a ) variera toujours 



ns le 


même 


sens, et l'on aura 



+ (A 



o) == o. 



a pose, on a 


b 


/(«)? 



/(A 





ip(a) 9 



Si /i tend vers oo 





remier terme tend uniformément vers 




A 


unifor 

Soit A 


o). Il 


s 




ït donc de montrer que le second tend 



vers zéro. 



II. 





ire c 



pris entre A et B; on 


18 


2 7 4 
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pourra décomposer l'intégrale en deux autres 



.b 



u 



A 4- X 


iquons à chacune d'elles le théorème de la moyenne ; 

■ 

il viendra, pour la valeur de l'intégrale cherchée, 










•b 


<p doc, 


s. 


| étant compris entre A et A -h X et £, entre A + \ et b. 

Le premier terme est nul, et chacun des trois autres 
uniformément Yers zéro, si l'on choisit d'abord X suffisam- 




petit, puis n suffisamme 



gran 


En 




ero 



1 


o) et 


L lorsque X tend vers z< 
^(À + Xn-o) tendent vers zéro, et les intégrales qui les 
multiplient restent finies ; car l'intégrale 



9 doc, 


par exemple, est la différence de deux intégr 




x 


oo doc 



dont chacune a son module 



L, par 



o 



e. 


D'autre part, & — o) est fini, et l'intégrale 


b 


b 


<p doc 


o doc 



uniformément vers zéro, quels que puissent être b et 
ue, après avoir assigné à 1 une valeur déterminée, on fait 
croître n indéfiniment; car b et Ç, étant compris dans Tinter- 



ail 



\ à B, les d 


G 


■ 


SÉRIES D 



2 7 5 






x 



co 



/(a) dépend 

„ b 

/(*)? 










emment 


converge 


lorsque \ tend vers zé 



/( 


foi! 



/ 



ans le même 


comme 




fi et / 


pour la 



li 


1S 


? pc 




. Co 



On 


■ 

aura plus généralement, en 



ant par x une quantité comprise entre A 



b 



et 



■ 

h m 


n 


00 







pourvu que 
entre x et b. 


fonction J 


ait une 




En effet, posons 




A 



a 


Cette intégrale deviendra 



â 



ce -h X 


A) cp (a, n) d 



o 


r 




x est compris entre A et B, d'après les hypo- 



èses précédentes; on aura donc, pour la limite de cette 


intégrale, 





A ±o) 





o). 




r* / 




pourvu qu il reste en deçà de b et que, dans 

■ j 

es où il se meut, f(x) reste continue ( 
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On satisfera aux 



itions du 


théorème précédent, en supposant A = o, B quelconque, 

©(a, n) 


sin jia 


En effet, supposons d'abord B po 
quelconque compris entre 0 et B, miz 



iz contenu dans bn) on 



5 



un nom 




en posant na 



sin/ia 


a 





• • ■ 






bn 



m 



P 


Ces intégrales partielles successives ont des signes alter- 


natifs ; en effet, le facteur sin(3 change de signe en passant 
d'une intégrale à la suivante. De plus, elles vont en décrois- 



ur numérique ; car, si l'on compare entre eux les 


ui correspon 




t à la même valeur absolue d 


sin^, l'autre facteur ^ décroît d'une intégrale à là suivante. 





rtiori, 




rni 







1 



m TC 


portion des éléments de l'intégrale 

■ ■ 



( m -f- 1 ) TU 


, sera moindre 


m TU 


en v 



L'intégrale 



ue que celle qui Ja précède. 

bn 


aur 



c le signe de son premier terme 


0 



is on a 


donc 




/7t 



tt; 



si n 


1 






7T 


D'autre part, si b se meut dans un intervalle compris entre 
zéro et B, mais d'où le point zéro soit exclu, il ne pourra 



DE FOURIEK 


s'abaisser au-dessous 


intégrales 



bn 
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itif fixe X. Les diverses 


0 


sin p 


* 

correspondant aux diverses valeurs 


de 6, auront donc leur limite supérieure au moins égale 


à X/i, nombre qui tend vers 00 avec n ; elles tendront donc 


vers une limite commune 


G 



sin (3 


si cette intégrale est déterminée. Nous avons vu (102) qu'il 


en est ainsi et 



on a 


G 


7T 

2 


Nous avons supposé B et, par suite, b positifs; s'ils sont 
négatifs, on n'aura qu'à changer ^ en — (3 pour retomber sur 


l'intégrale précédente, changée de signe. Les conditions du 



ème subsisteront encore ; 



aura 



71 
2 


266. Théorème 




quantités fixes 


ient a, b 

quelconques et x une quantité variable, telles que Von 



ait a 



x 



b; soit enfin f(x) une fonction à variation 


bornée dans l'intervalle ab ; on aura 


lim 


sin 


x) 


a 


(3 


X 


7T 


[/(' 



o) 



0)1 


Ea effet, l'intégrale considérée est la différence des deux 




t 



qui converge 



ement vers 
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continue, cette expression se ré- 


Tant que f(x) restera 
duira à Ttf(x).. Chacune des deux intégrales partielles, et 

illeurs vers sa limite 


par suite l'intégrale totale, convergera 



d'une manière uniforme 



% 1 

267. La formule précédente reste applicable si l'intervalle 


ab s'étend de 
valeur de x, 


71 

2 


[/(* 



o) 


00 a 



00. 


o 



aura 



00 



li m 


n 


00 


s ce cas, pour toute 



sin n{ (3 


œ ) 



00 




is on a 


sin/t((3 



x) 


X 



cos/jt( (3 


L'intégrale précédente deviendra donc 

•m 



x) dp 


/(P)cos/a(P — a?)rffx 


/(P)C0SfA(P 


00 


/((3)co S[ x((3 


00 


lim 


a 


00 


0 



/(P)cos, 


a?) d[3 



00 


lim 



/((3)cos^(P 


^c) dfi 


x) dfi. 


Si l'intégrale 


/(P)irfp 


00 


est finie et déterminée, les deux termes 



mentaires 
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K 



tendent vers zéro ; car leurs modules s 



au plus égaux à 


f d P f \/W)\W = n f a \f{Ç>)\d$ 


et 



n 



0 



00 


n 


b 



□0 



et pour a 


a?, 6 — oo, les intégrales du second membre 


tendent vers zéro. 


On aura donc 


71 

2 


[/(* 



°) 



/(*-<>)] 


\ dp f 


/((3)cosp.((3-^)^(3 


/ ( S ) c o s jm. ( j3 — x ) d (3 • 



formule est due à Fourier. 


li » 


■ 

268. On peut encore satisfaire aux conditions de l'énoncé 


du n° 262 en posant A 


i, <p(a, n) 


x: 


/2 4-1 5 


X', désignant la dérivée de l'intégrale définie 



.71 


h \/a 2 



o 


et l'on aura, dans ce cas, G 


2. 


On a, en effet, d'après cette définition, 


i 

7T 


7T 



I 


/à 
( Si 


0 



«+1 


) (ta 


X»(6) + 


2 



( 


71 



X 


(0 


b + y 6 2 — j eus 




2 


J cos 





integ 



rs de 6 comprises entre 

up 


i et 






our 



ite s 


ene 




i, c 


n mo- 


is 


2 



dule 


SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE V. 



71 


n 


71 



6 2 )cos 2 iL] 2 [(; 
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En disposant convenablement dey, nous pourrons rendre 
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ond terme également 



2 

On aura donc, en désignant par/(a) une fon 



tion bornée entre 


i et + 1, 


lim / 

71— OC ,J, 


/(«)(x; i + x; !+1 )rf« = 


2/(1 


ion a varia- 


o). 



9. L'intégrale X„, que nous venons de considérer, se 



ait, si 71 est entier, a un po 




e 



en a; car, en 



veloppantle binôme (a + y/a 2 — 1 cos^) /2 , on voit que les pui 
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en faisant la s 


q 



des i] 


'i 
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as prouvé que, en dehors du systè 
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varie, Ja série de Fourier sera uniformément convergente. 


273. Ces résultats seraient en défaut si x était égal à l'une 


a 



limite de l'intégration ; mais il est aisé de trouver, 





, la limite de S p . 


Soit, par exemple, x — — tu. L'intégrale 




2 f) 



I 


2 



1 



2 sin — ( Q -h 7T) 

2 



ose e 


m de 


ux 





71 


première a pour limite — f{ 


posons 



7t 


our 




la méthode 



tl et zéro, 
, que la 


TU 



o). Pour é 



a. Elle se réduit à 



sin 



j 


a) 



7T 


/(7C 


et aura pour v 



2 


2 blll 


2 


(5C) 


OC 


2 SI II 


2 



7T 

— lira 

2 £ = 0 



On 


aura 



5 *î 



) 


£ 


2 SI M 


ce cas 



— 



2 



lirn S 


7T 

£[/< 


7T 



o) 



o)]. 


Si # 



7t ; on 



au même résultat. 


rivera, par un procédé tout semblable, 


274. Considérons une fonction F(.r) donnée seulement 


dans une portion de l'intervalle de 


k à 



it. On pourra la 


SÉRIES DE FOU RIE H, 



rr 





te étendue par une infinité de séries tri- 



gonométriques différentes. Concevons, en effet, une fonction 
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de — tc à -4- 7t. DévelopDons-la en série de Fourier. Cette 
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en x y y, z et contenant 2 n -h i 
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à coefficients indéterminés. En 


tion, un polynôme de degré 
écrivant que le résultat est identiquement nul, nous obtien- 
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équations de conditions linéaires et homo- 


gènes entre les 





ients. Il restera donc 
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ii. 


9 


I 


2 




CHAPITRE V. 
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p sinf? sin v];, * — p cos0; 
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Y a étant une fonction homogène et de degré n en sinQcos^, 


sinOsin^, cosO. Ces fonctions Y n portent le nom de fonc- 


lions de Laplace. Elles satisfont à une équation différentielle 


qu'il est aisé de for 
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sa valeur x 2 -\-y 2 -\- z 2 , P n p w deviendra évidemment une fonc- 
tion entière et homogène de degré n en a?, y, 5. Donc P w est 
une fonction de l'espèce Y„. 
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* 

Y' w étant calculé par cette 



ule, on n aura qu à y rem- 


placer 8', <]/ par 8, pour obtenir Y /2 . 

Ij'expression ainsi calculée est bien une fonction de 
Laplace. En effet, est évidemment symétrique en 9, <]; 
et 8', <]/. C'est donc une fonction de Laplace par rapport 
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fonction 


à 8', f. Donc P„p'« 
degré n en a/, s', satisfaisant à l'équation 



èrie et de 
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Il est clair que, multipliée par la quantité constante 
/(8, ty) sinO d§ dty, elle y satisfera encore. Chacun des él 

is de l'intégrale double, multiplié par p /rt , vérifiant ainsi 
l'équation, leur somme jouira de la même propriété. 
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Il reste à trouver la limite de cette expression pour /? 
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variables 9, par un autre système de coo 
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La co^aison des Rations (8) e t(9 ) donne 


00 00 


0 0 


d'où, en égalant les termes en a'*, 

(lo) #X rt — X',^1^: AlX, 2 . 


D'autre part, l'équation (8), multipliée par i — + a 2 
et comparée à (7), donne 


et, en égalant les termes en a /?+i , 

(ii) X^= X^ +1 — 2a?X^ + X„_,. 
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De (10) et (1 1) on déduira, par l'élimination de X^, 


(2/i + i)x b =x; v/ 




Cette formule subsistera encore pour n = o, en y rempla 
çant X^_, par zéro ; on aura également = o 7 car X 0 est 
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Ghangeant, dans la formule précédente, n en n 
n — 2, . . et ajoutant les résultats, il viendra 
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Or, si l'on admet : i° que, pour chaque valeur de p. prise 
dans l'intervalle de o à 2 7û, la fonction [jl) n'ait qu'une 



variation bornée entre — 1 et 1 ; 2° que, pour ces diverses 


■ 


valeurs de 
<ï>(i — 


o 



e, [/.) tende uniformément vers sa limite 

tité positive e décroît indéfini- 


1 



me 




ura ( 268 ) 



+1 






Rjj. désignant un reste 



end uniformément vers zéro pour 


n 


OO m 


L'intégrale (6) se réduira donc à 


i 



2 71 


2[$(l 



0 


et si tend vers oo, tendant uniformément vers 
intégrale 


zéro, so 




vers z 


Il viendra donc 


0 


V* 



y: 




285. Cela 



é, si la fonctio 



tinue aux environs du point (9 ; , cp'), 3>(ï 
sente la valeur de la f 


pi) est con- 


E 








soit jx, vers la valeur con 


ion /(8, <p) pour un point infïni- 
(9', <p'), convergera uniformément, quel que 



e 



On aura donc 

' 4 



Y 


/ 
0 


2 71 




Y 




On arrive donc à ce résultat : 


développement (4) fonction arbitraire /(O, cp) 

«ce es£ applicable pour tout point de la 


en série de 



sphère (8', cp'), te/ .• i° ^we /a fonction f soit continue aux 


environs de ce point; 2" que sa variation soit bornée le 


long- de tout grand cercle qui passe par ce point. 

D'ailleurs il est clair que ce développement sera unifor- 



mement c 
conditions seront satisfaites. 


ent sur toute région de la s 



re 



eux 



. Dans le cas particulier où la fonction / ne dé 
pas de |, la formule (5) dévie 




Y 


2 


n 


n + i r 

4* i 


27Ç ^71 



f(9)P n $in9d9 dty. 


Or P, 0 étant une fonction entière de 


COS0 cosô 



pourra être mis sous la forme 


k 


0 



ki cos(^ 




k n cos«(ij> 


k Q , kty . .., Zr /2 étant des fonctions entières de cosOcosô' et 


sinô sinO'. Intégrant par rapport à <[i, tous les termes 


ront une intégrale nulle, sauf le premier, dont l'intégrale est 



1e- 


2Tzk 0 . On aura donc 


y: 


in 


n 


2 


- m 

"0 


k 0 sin 9 d9, 


expression indépendante de <]/. 
Donc Y' , 



est une fonction entière et homogène de 
degré n en cos6', sinQ'cos<J/, sinO'sin<j/, se réduira à une 
fonction entière de cos9' seulement, lorsqu'on aura tenu 

/ JL 

compte de la relation 


(sin0' sin <]/)*-+- (sinô' cosi]/) 


i 


cos 2 9* 



ion sera evi 



ment de la forme 


a n cos" d f H- a„_ 2 cos rt ~ 2 9 r -+- 


par suite, Y n sera de la forme 


a n co$ n 9 



a 


n—% 



n—2 



• ■ 


i * 


298 



PARTIE 


CHAPITKE V 


Cette fonction doit d'ailleurs 


satisfaire a 1 




d*Y 


n 


de* 



dY 

cote n 



-h n(n -4- i)Y n 


o 


qui se déduit de (2) en exprimant que 



épendant 


de A. Transformons 





ion en prenant pour nouvelle 
x ; il viendra 

r 


d0 




e 


doc 


dY„ dx 

dx de 


~d-Y n dx 


sin 6 — - — 

dx 


sin e - 


dx~ 



dY 

— 

dx 



d*Y 
sin 2 0 

dx 2 



ubstituant ces valeurs et remplaçant, en outre, cos 


par X, 1 


# 2 , il viendra 


(1 


2 



n(n + i)Y„ 


o. 


9, sin 2 6 


Substi 


dans 




ion la vale 



Y 


n 




il viendra, en é 



t à zéro le coefficient 



me 



( n 


2k 
(n 
2(n 



2 ) ( n ** 

■ 


2 k 



2 k 


2AM-2 


2& 




2 ^ 


o. 


su 



et # 



détermine le rapport de deux coefficients 


ome Y„, défini par les conditions précédentes, est 


donc déterminé à un facteur constant près. Or on sait que 

■ 

le polynôme H n (x) = P w satisfait à ces conditions. On aura 


donc 


y 



A„P„, 


A n désignant un facteur constant. 


T 

Le 




e la fonction 




en fonctions de 


/(*) 


A P 






En prenant # pour variable et posant 


il viendra 


F(^), 


03) 


F(^r) 



A, X t 



• 9 



A X 



* * * 


Ce développement sera valable dans l'intervalle de # 


i 


a x 


\ 


, correspondant à l'intervalle de 6 


oàô 


u (pourvu 


que la fonction à développer n'ait qu'une variation hornée 
dans cet intervalle). 



. La nature du développement étant établie par ce qui 
précède, on obtiendra aisément les coefficients. Multiplions 


l'équation (i3) par X n et intégrons de 



î a 


î. On aura, 


î m ^ a?, 



i 


Soit, en effet, pour fixer les idées, ai > m; X m étant un poly- 
nôme de degré inférieur à X„, on sait (125) que l'intégrale 
ci-dessus sera null 



L'équation intégrée se réduira donc à 



F ( x ) X„ dx 


À 



X* dx 


et déterminera le coefficient A„. 


288. On peut aisément calculer, au moyen de l'intégration 
par parties, la valeur de l'intégrale 


f x* 



I 


2 ^ 1 1 2 i i • ^ 



d n (x 


i) n d n (x 2 


dx n 


dx n 


dx 



osons en effet, pour abréger, (x 


i 



u. On trouvera 



3oo 


SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE Y 


par une suite d'intégrations par parties 


7 




i 


Y, An 


[u 

+-( 




w (m-i) +...4- (— 



4- t 



1 


et 



me 



des termes i 



rés s'annule aux deux 



7 





doc 


I 



1 


2 2 "(l. 2 .../i) 


i\2 


(-0 



■ l) n 



) n 


dx n 



( 


] 



I • 9i . 3 . « »2/î 


2 a/l (i. 2/. . n) 


2 



1 



ais ? si l'on 




t>Cx ■ Zà 4* 


I 


il viend 


ra 


J — i 


( 


l) w 2 


2rc+l 


0 



dz 


( 


» o 2 /Z H- 1 


t r 2 





r 




2FI 


i) 

i)r(« h~i) 

2) 





(l. 2. . ./Z) 2 


.2. . .(2AI 


d'où 




d 


2 





I 


289. Le développ 


polynômes auquel no 


ticulier d une classe de 




fonction F(x) suivant les 
s d'arriver, est un cas par- 


■ 

îut obtenir de la manière suivante : 





f(z)dz 


Z 



s gen 



u'on 


a, 


L iJ u U 11 w kJ 



ssantes de on obtiendra une expression de la forme 


o 


a 

x 


a 


<x 


x 


2 


• * 



m 


X 


m 




en posant, pour abréger, 


a 


m 



b 


Z 


m—i 



z ) dz 


a 


Formons les réduites successives du développement de 
cette expression en fraction continue. Soit 


B 0 



B x x 




B n x" 


le dénominateur d'une de ces réduites. Les rapports des coef- 

ts B 0 , B M . . B„ seront déterminés (Calcul différen- 

équations de condition 



tiel 7 n° 393) pa 




B 


0 



#2 Bq 



a 2 B 4 -\ 
a 3 B, 


a 



- + OC 

■ 


71+2 


■ #•**#***•**»•*■** * 


^/iB 0 



oc 





71 



= o, 


= o, 




~ o, 




1 


déterminent corn 


vement une réduite dont le déno 
x, il faut et il suffit que ces équa 

_ _ a 



■isfaite si /( 


signe entre a et b. En effet, si nous remplaçons 


quantités 




lei 


urs v 



urs, les équations précédentes de- 


0=1 f{ z ) dz[B 0 





f(z)dz[B 0 z 



î 




B^ n+I 


71 



/ Q» 

j * Qw 


(z)f(z)dz, 


(z)/{z)dz, 


... 


m < 


/(z) dz[B 0 z n 





B„s 2w 



•s"- 1 Q» 


(z)f(z)dz. 


Ajoutons ensemble ees équations multipliées par des con- 
stantes arbitraires, nous obtiendrons la suivante, qui les ré- 


sume toutes : 


("4) 


O 



b 


Tx) 




a 



polynôme arbitraire de d 
t Q et Q' deux polynôme; 




satisfassent à cette condition. Tout 

■ 

X et V sont des constantes arbitraii 


O 



nome 



degré n qui 

-VQ', où 



dans ce polynôme le coefficient de z n . 


culier rs^z) 


XQ 





viendra 




VQ')*f{z)ds 




rs en part 



Or cette 


ésrrale a 



r 


s ses e 



ne peut donc s'annuler que s 



s 




ux 


constant près. 



es Q et Q' 



— 

nts de même sig 




tous nuls, d'où 


o. 





égaux à un facteur 


290. L'équation Q 

s et comprises 




rac 





désignant un 





c 


uble a, ou un 





a) 2 +- 



2 , et N 


a toutes ses racines réelles, 


a et b. En effet, si elle 






cet interva 



ou une racine 


de racines imaginaires a 




MN, 



de la for 



z 


c, ou 



un 



j, on 


— a) 2 , ou 
de degré </?. Posant 


/ _ 


N dans l'équation (i4), il viendrait 




SÉRIES DE FOURIER. 

m 

résultat absurde, car l'intégrale a tous ses éléments de même 
signe. 


291 . Soit maintenant F(s) une fonction quelconque de z\ 
proposons-nous de la développer en une série de la forme 


F(*) = AoQo(s) -H AiQi(a) H-- - ■+ A w Q /t (s) + . . . 


[Q 0 (s) désignant une constante, égale à i, par exemple]. 

Pour déterminer un coefficient quelconque, tel que A„, 
multiplions l'équation précédente par Q//(-z)/(*) et inté- 


groi 


is entre a et 6. On aura 



b 


Q m {*)Qn(*)A*)ds = 9 si (m>n). 


En effet, soit, par exemple, m< n. Cette équation sera un 
cas particulier de (i4)j obtenu en posant 


&(z) = Q tn (z). 


T 

L'équation intégrale se réduira donc à 



a 


et déterminera A w . 

On doit toutefois remarquer que cette analyse n'établit pas 

la légitimité du développement, laquelle restera à démontrer 
ans chaque cas. 


292. Si nous posons en particulier /(#) = i,a = — i 
b = i, l'équation (i4) se réduit à 


3 



.1 


Or on sait que les polynômes X„ satisfont à cette équation. 




CHAPITRE VI. 


INTÉGRALES COMPLEXES. 


I. 


Intégrales des 



ns monodromes. 


293 


/( 


plexe z. Si cette variable, parlant d'une valeur initiale donnée, 


:rit une ligne rectihable Jb, on pourra su 
f(z) tout le long de cette ligne, pourvu q 


Nous a 



rencontre 
s donné, < 


f f(z)dz (t. I, n° 195) 


Mais cette définition suppose essentiellemen 



critique 



admettait 



gne L la fonction f(z) reste continue ainsi q 



„ principe que, sur tout le par- 


Nous continuerons a post 
cours de la ligne d'intégration (ses extrémités exceptées), il 
ne doit exister aucun point critique; mais nous admettrons 
e ses extrémités a et b puissent être critiques. 
Soient, dans ce cas, a -h e un point de la ligne L infini- 
ment voisin du point a ; b- 


P 



les de 


voisin du point b ; L 1 la partie de L comprise entre 

£ 7 . Nous définirons l'intégrale 





par la formule 




lim 


L 


0, £' = 0c/ L 


)dz, 



II. 


20 


f 



ECONDE PARTIE. 


CHAPITRE 


a la 


mm 



if ion que le secon 



ait une limite déter- 



De mêm 


fini. Prenons sur 


rise 




la li 



igne JL s étende jusqu a l in- 



a e 


un point /?, et soit L| la portion 
\ On pourra déterminer, pour 


osition du point p y 



f fm 


et, si cette expression 


le point p s'éloigne à 



une limite déterminée lorsque 


uivant la ligne L, nous défi- 


nirons l'intégrale / 'f(z) dz par l'équation 



f{z) dz 


294. 




sons 





e 






suj 


ietlie à la seule restriction de rester dans 




ette 



ce do 


contour C, la fonction /(s) n'ad; 

1 * » ■ / 1 f * / 


seul point critique b, déterminé de position. Admettons, en 
e, que, lorsque z tend vers 6, de telle sorte qu'aux envi- 




rons de ce point l'argument de z — b reste compris entre deux 



et Ai, on ait constamment 


/(*) 







signai 
Soit L u 




e consta 


t a un expc 
gne quelconque 




i . 


point donné a pour ab 




rtion de cette ligne infinime 


intérieure à G et partant d'un 

sorte que, dans 
oisine de b, l'argument de 




g — f) reste compris entre X 0 et \ . U intégra 



-4 ■ 



aura une valeur déterminée et indépendante de la 
particulière choisie pour L. 



INTÉGRALES COMPLEXES. 



effet, supposons d'abord que, dans le voisina 


ait pris pour L une ligne droite L 0 faisant l'angle <? 0 avec l'axe 
des x. On aura sur cette ligne 


«m? 


b H- p(cos<p 0 -h i sincp 0 ), 


©o restant constant et p tendant vers zéro. 

z 0? z { deux points de cette ligne, p 0; p, 
valeurs correspondantes de p. On aura 




de 


11X 



o *i 



z) (coscp 0 H- £ sincp 0 ) dp. 

■ 


Celte 


hypothèses, son module ne peut surpasser 


M 


oc 


(PÏ 


PÎT a )> 



ï 


quantité infiniment petite. Donc 


^0 



z 



a une 




Soit maintenant L, une autre ligne arbitraire issue de a 
et aboutissant à b. Traçons autour du point b comme centre 


Fi 


g 


2 9 



OU 


Uïl) 


e 





yon p infiniment petit. Soient 



(?7?o) 


(p, ses points d'intersection avec L 0 et L, 


t 

{fis- 2 9)- 


Les deux lignes d'intégration az 0 z K etaZi étant évidemment 



■ 



SECONDE PARTIE* 


CHAPITRE VI. 


! 


équivalentes, on 



z) dz 




f(z) dz 


G Z 


Faisons 


tendre p ve 



zéro. L'intégrale / aura pour li- 



mite / ; et l'intégrale suivant l'arc de cercle z 9 z x tendra 


vers zéro. 




n a, en effet, sur celte ligne 




P( 


i sin <p ), 






riant de © 


o 


a cp 4 , 

• 11. 



onc 


f(z)dz 


Z 0 Z t 



z)p( 




i coscp) d(o 


Le mod 



de cette intégrale a pour limite supérieure 





0 


< 




nt petite 



Donc l'intégrale / tend vers une limi 


Ci 


a 



. D'ai 



1 



L, 



e 


grale / . 





ee, ega 



, l'inlé- 



re 



osition est donc établie. 


295. Nous nous sommes astreint à ne considérer dans ce 


qui précède, parmi les lignes 


L abo 


celles où l'argument de 


outissant au point b, que 


b reste compris entre 


nombres fixes \ Q et X,. Mais il est clair crue cette 



être levée si l'on est 




grale (i) reste infiniment petite 
et cp<. 

Cette circonsta 




eux 
ction 



7 





ir que l'inté- 
issent être cs 0 


la forme 




ésentera si la fonction f(z) est de 


/(*) 


c* 



ty(z) étant monodrome et bornée dans l'intérieur de G [M dé- 


signera, dans ce cas, le maximum de |<J>(-z)|]. 


Soit en effet 


9o+ 2#7r 



r 


5 


/• étant <] 27t. L'intégrale 





coscp 



i sin<p) 


peut se décomposer dans la somme des suivantes : 



<Po-H27U 




Cp 0 -h 2 A: 7T H- f 



TO -r-2À-7C 



r 



ue z 



par le facteur e 


irnrn 


cercle, /(s) se reproduit, multiplié 
Si donc on désigne par I l'intégrale 


on aura 



Cp 0 4- 2 A 7U 



# - / Ç 0 -h27t 



Ç 0 + 2(m + l) 



<p 0 -t-2m 7t 


9 


et par suite 



9i 



2fc<XK£ 


e 





2(/r 





I 


I 



9o 


9oH-2 


Or les deux intégrales du second 

l " a 2 7c. D'autre part 



moindre 





e 


ont un module 
i)< 2. Donc 



9t 



2 


I 


■ +1 



t— a 



quantité infiniment petite. 


ôrmuler des propositions toutes semblables 


aux précédentes pour les intégrales prises suivant des lignes 
qui s'étendent jusqu'à l'infini. 

Soit f(z) une fonction analytique n'ayant aucun point 
critique dans la région du plan extérieure à un contour donné 


G, et telle que pour toutes les valeurs de z dont le module 


est suffisamment grand, et l'argument compris entre deux 
nombres fixes \ 0 et ) M , on ait constamment 


* 



z) 




* * 


M étant une constant 




t a un exposant positif 



i . 


une ligne quelconque extérieure à C partant d'un 


point donné a pour aboutir à l'in 


1 



telle sorte que 



ue z 


parcourt cette ligne, son argument finisse p 


compris entre )v 0 et \ K . 




ff(z)dz 



va une va 



iinee et 




e du choix de la ligne L. 



eux limites 



evee, si 1 


z reste compris 



i 


/(*) 




resta 



rieur de G. P 


osons z 


van 



u décrit u 



me 




int ar 



a 1 exterieu 


C. 


rement choisi dans l'inté- 


e z décrit G, la nouvelle 




rs de G 


vers oo ; 


iy celui de u 



sera com 




t?, qui lui 




entre les deux 



tend vers 


z est compris 
et contraire, 

4 • 

m. 


Cela posé, faisons décrire à z une 
à u une ligne correspondante A; on aura 



quelconque L et 


NTÉGRÀLES COMPLEXE 


1 1 


et la 



a vers 



e v 



ur 



rrainee 


orsque L s allonge jusqu'à l'infini, si la seconde tend vers 
une valeur dé le 



q 


son 




roc 



si l'on a 


on en déduit 


i/( 



ù. C'est ce qui aura lieu en 

M 9 

îcédemment démontrés, car, 

7 1 



a 




i 



et si 


on aura 



^ étant bornée et monodrome dans T. 


I 


I 



b ) (u 


b ! (u 


by- 


b)* 




a 


i? oc 



M 


- b I 2 


a 


( u 



i 


6 


6) 2 


a 


2 


2 


a 



\ 


■ 



■ • 

On peut compléter les résultats ci-dessus par 



remarqu 


)/( 



zéro (ou vers oo), pour to 



I 



M 


va 



b tend vers 


s de son argument. 



de rayo 


M 


ver* 


ç> 0 ) lorsque p tendra vers zéro 


O 



t, sur le cercle considéré, 


/(*) 




z 


b 


» 


ô étant un infiniment petit ; et d'autre 


part 


z 


b 


p( coscp + î sin<p), 



p ( — sin <p + i coscp) 


ils. 


b) 


SECONDE PART 


CHAPITRE VI» 


a pour 

*ï 1 <p* 

de 18 


limi 



]f(z)dz 



Le premier terme a pour 



zéro 





iM 



et le 


e secon 




u 





Y) étant un infiniment petit, égal au maximum 


298, Soit f(z) ime fonction monodrome dans tout le plan 


(ou tout au moins dans 
nerons à considérer). 



du plan que nous nousbor- 






r 


u 



position 


que soit le chemin suivi 




es points criti 




critiques quel 





s pourront être de 



mo 


t les exe 



ure 






mme le 



Nous 



s suivants. 


po 




ction f(z) qu 


ar exe 


Tels seraient, 
tion rationnelle de z 


Aux environs 





e 



s 


e de Tajlor 



1er, car autrement le 


c, aux en 



ons 


/(*) 


G / _ 


a) 


points 




maires pour 


/(*) 



s d'une fo 





a 


i 


/(«> 


est dévelop- 





utre, le terme constant doi 

» 

ne serait pas critique : on 


i 



G 


m 


a) 




et, en effectuant la division, 


z 


a. 


/(*) 


A 


m 


a) 


tn 



• * 


* * 

Le nombre m, 


<fe multiplicité du pô 




4 

Ai 


z 


a 



■ 

étant une série de puissances entières et positives de 




se nomme Tordre 


La fonction/(s) devient infinie au pôle z = a; mais elle 
reste évidemment finie et continue, ainsi que sa dérivée, pour 
toute autre valeur de z suffisamment voisine de a. Les pôles 
sont donc des points critiques isolés. 


299. On donne le nom de points singuliers essentiels 

i 

aux points critiques des fonctions monodromes autres que 
les pôles. 

Pour en donner un exemple, considérons la fonction 


u 


e* 


a 


Elle est toujours finie et déterminée, ainsi que ses dérivées/ 
sauf pour z = a. En ce point elle devient indéterminée. En 
effet, soient w 0 un nombre quelconque autre que zéro, logw 0 
un de ses logarithmes choisi à volonté. L'équation 


i 


e 


a 


U 


o 


a une infinité de racines, données par la formule 


a 


logw 0 -+ 




7TJ, 


1 


Ai 


a 



logwo 



2 k ni 


Comme on peut prendre k aussi grand qu'on veut, on voit 
qu'il existe des points aussi rapprochés qu'on voudra de a et 
pour lesquels la fonction prend la valeur donnée u 0 choisie 


ar 



irement. 


Soit d'ailleurs 


z 


on aur 



a 4- p(cos<p + /sincp), 


u 


— ( co» 9 — i ain 9 ) 


- 

Si z tend vers a, a tendra vers zéro. Si donc coscp reste 


positif et plus grand qu'un nombre fixe 1, le module de w, 


1 


croîtra indéfiniment. Il tendra au contraire vers zéro 


si coso reste 

i 



1. 




assons à la fonction 



ï 



s 1 II 


i 


9 . 




infinie pour toute valeur de z 



k étant un entier. En outre, el 


o. 



il viendra 


i 


Z 


u 



\ 


/CTT 


A"7t 


I 





1 


A- 


il 


kit 


îent 


sont des pôles. 


k 9 - t: 2 h 




J 


* 


==(— i)*- 1 sin(A 2 7r 2 /* 


« > 


i 





5 


• • • jî 


expression 




* ■ • 

développable suivant les puissances entières et 


positives de la quantité h 




Le point critique z = o est d'une nature toute différente. 


u 0 un 




v l'une des racines de l'équation 



zéro 




* . 


_ 


si n 


i 


z 


a 


o 


i 


u 


0 


I 


aura une intmi 


' z 



e 



i 



ikiz 


5 



ees p 


formules 


9 
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Parmi ces racines, il en existe qui sont plus rapprochées 


de zéro que toute quantité donnée. 

Ge résultat rappelle celui que nous avions trouvé pour le 


point critique de l'exemple précédent. Mais nous devons 


signaler ici cette circonstance nouvelle que le point critique 


n'est plus isolé ; car tout cercle décrit de ce point comme 
centre renferme toujours une infinité de pôles, quelque petit 
ue soit son rayon. 



301. On formerait aisément des fonctions plus complexes, 
possédant une infinité de points critiques essentiels. Les 


points limites de cet ensemble seront de nouveaux points cri- 



ues essentiels, qui pourront eux-mêmes être en nomnre 
infini, et ainsi de suite. On peut même, ainsi que nous allons 

trer, construire des fonctions douées de lignes cri- 



tiques, dont tous les points soient critiques. 


- 


302. Soit L un arc de courbe continue ayant pour équa 


tion 


z = <p(0 -t- ity{t), 


où le paramètre t varie de t 0 à T. 


Supposons que, dans cet intervalle, les fonctions o et <J> 
admettent des dérivées, de telle sorte que la courbe ait une 





Soit — l'une des fractions irréductibles moindres -que 

fi 

T — t 0 ; et soit z pq le point de L qui correspond à 


t p 

~ ° 9 


Considérons l'expression 





îcients c pq désignant des constantes positi 



3i6 
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ie la série double 



1,2, 




ait une somme fini 


tera une fo 




îe sera convergente et represen- 
ion uniforme de z, synectique aux environs de 



non situé sur L. 



_ . *■ 

Soient, en e 


Ç une valeur particulière de z ; 
A la distance du point Ç à la ligne L ; 


ù une quantité quelconqu 


• 



A. 


Pour loutes les valeurs de comprises dans un cercle de 
rayon A — ô décrit autour de on aura 




z 


et les modules des termes de f(z) seront au plus égaux à 


c 



de la série convergente 



c 


d 


La série f(z) est donc absolument et uniformément con- 





ns le cercle eonsi 



e. 


Il en est de même de la série dérivé 




car les modules de ses termes sont moindres que les termes 
de la série convergente 



c 


23 


Donc f(z) est synectique dans le cercle considéré. 


mas 



ous les points de L 




* iques 


pour cette fonction. 


Chacun d'eux est en effet un point limite de l'ensemble des 


points z P q. Mais chac 



d 


e c 


eux 




ue, car nous 


in ijuuiialbS COMPLEXES. 


que, si 


points, tel q 


la 



vers l'infini. 


Supposons, en effet, les termes de 1 


O 


/( 



en deux autres 


poser 





Cy g 


yS 


Z 


la première formée des ^premiers termes de f{z) et la se- 
conde contenant tous les suivan 

{j. est supposé assez grand pour que le terme 





figure dans la première somme, 


Soit e la distance des points zm et z. Le module de ce terme 


sera 


Soit, en second lieu, r\ la plus courte distance du point Zih 
aux autres points s a p; chacune des dislances 
au moins égale à 


sera 


ik 


%ik 


s 


m 

La somme des modules des termes de la première somme, 
autres que celui considéré le premier, sera donc au plus 
égale à 



c 


e 



Y] 


£ 


Enfin chacune des distances 


*y8 


sera au moins égale 


à £ ; d'où 


2: 


c 


yS ~ 


y5 


AS 


< 



C 


yS 
£ 


On aura donc 


> 


Cik 

s 


S 


£ 


C 



> 


1 

£ 


C 



c 



y8 


Se 


s 


On pourra prendre u assez grand, puis e assez petit, pour 



1 ~ ' 1 


1 


Le 



entre p 



eses 



ra 


c vers c ik et 



vers oo lorsque s tend vers 




■ 

303. Les fonctions non monodromes peuvent offrir des 
points critiques encore plus variés. Nous nous bornerons à 
signaler : 

— 

i° Les points critiques algébriques ou branchements 
algébriques. Ce sont les points a aux environs desquels 


riques. 
haque branc 






ion 



t 




suivant les puissances entières et croissantes de (z — a) f \ 
r étant un entier (le développement pouvant d'ailleurs con- 
tenir au 



termes à exposan 




îverses 


valeurs du radical (z — a) r correspondront r branches de la 
fonction, qui forment un cycle et se permutent circulaire- 


ment lorsque la variable tourne autour du point critique. 

2° Les points critiques logarithmiques où les branc 
de la fonction 

mais 





ari thmique A log ( z 



ements de la forme 

d'un terme lo- 

■ * 

z autour du 


point 



accroissant ce terme de la constante 


c 



e 



ntiendra une infinité de 




0 



es points critiques ot 

dmet un développement de la forme 


a)«[PL 



Al { (z 




ij chaque 


de la fonction 



) 



A 2 (s 


a 


a n'é 



5 de b 



ches corréSDon 




tant pas rationnel. Chaque cycle contiendra encore une 


aux, diverses détermina 




a) a . 


M 

304. Revenons aux points critiques isolés des fonctions 
monodromes. Aux environs d'un semblable point, la fonc- 
tion admet un développement que nous allons établir, en 



us appuyant sur le lemme suivant, connu sous le nom de 
théorème de Laurent : 

Soitf(z) une fonction synectique dans lacouronne cir 


culaire comprise entre deux cercles c, c' de rayons r, r' 



conque intérieur à cette couronne; f (a -f- 
sentée par une série convergente de laforr, 


m = oo 


0 



Al / 


m 


oo 


Soient, en effet, c et d {fig. 3o) les deux cercles qui U- 


Fie:. 3o. 



mitent la couronne; y un cercle infiniment petit entourant le 


point a -h t. On aura (t. 1, n° 206) 



a H- t) 


^ni I M — a 


t 



ou, comme/(^) est synectique entre les cercles c, c' ? y, 


/(a 



0 


2 


Kl f Z 


A M ) dz 


a 


t 


2 


c 


/(*) 


a 


- dz 
t 


- 

Dans la première intégrale, on peut écrire 


ï 


t 


V il 



stituant ces valeurs, il viendra 


f(à + t) 


71 



R 


71 



en posant, pour abréger, 


R 


2 7U 



t*f{z)dz 



a — t) 



A 


m 


21:1 



i 


2TII 


X (Z — 
t u {z 


a) n f(z)dz 


a 


( 


a) 



cette dernière intégrale 




sur le 



C SI 







ur c, c 


eux ce 



touj 



ir 1 



rise sur le cercle e si 


eut s 


sur 






exté- 
entre les 



tendre n 


vers zéro. 




, sur on a 



R /z et R/, 


z 


a 


r 




îgnant par M le maximum de |/(*)| sur le cercle c 


7 


i 


< 



2 7i r n [i* 




HmR, 4 



On a, au contrair 



sur c 


! 


Z 



a 


t 



et, en 



t par M' le maximum de [/( 



sur c, 


i 


r' a M 


< 


27T \ t\ n [\ t 


r'] 


2 Tir, 


limR'. 


O 


r 
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On a donc, ainsi que nous l'avons annoncé, 


2> 


m 


t 


m 


4. 


00 




développement de f(a -+- t) eu série, suivant les 
puissances positives et négatives de t 1 ne peut d'ailleurs 



s'effectuer que d'une seule manière. 

Supposons, en effet, qu T on ait obtenu, par un procédé 
quelconque, un autre développement 



e 



ant au précédent, il viendra 


y (B 


m 


m 


O 


Divisons cette identité par t n+i et intégrons le long du 


eercle c. Ou 


ue 



a 





inie 



fonction rationnelle, qui reprend sa valeur primitive lorsque 
l'on revient au point de départ. Son intégrale définie est 

donc nulle. Il y a exception pour le terme en - > lequel a pour 

m ■ t 

coefficient B n - — et pour intégrale indéfinie ( B n — A w )log/. 
Son intégrale le long du cercle sera (B n — A„) 2izi. On aura 



O 


d'où 


B 


n 


Cette relation ayant lieu quel que soit n 9 les 
loppements seront identiques. 



déve- 


306. On peut incidemment déduire du théorème de 
Laurent la conséquence suivante : 

■ 

Série de Fourier. — Soit f{z) une fonction de z satis- 


faisant à la relation 



2Gt)) 



j. 


n. 


21 


point critique dans la 


Mil 


entre deux droites parallèles L, L/, 


un an 


à l'arg 





nt avec l'axe 
2(0. On aura dans 


/( * ) 


2 CO 



située 


itrau 


de lo 
ent dan 



2co pa 




e à h et L/ 5 


5 


* 




rsque z se Replace 



une 



onque aux 



roitesL, L', son affixe croît de la quantité 2 
réel et variant de 
par le fa 


00 a 



ur e 




varia Die u 


ent 2tc£. 
«f un cercle ajant s 






a 


ue valeur de z contenue dans la bande située entre 



e fois 


une 



z aur 



de 2 



correspondra 



ment pour u nn point de la cou- 


ronne circulaire c 



entre les 




corre 
onne corre 


dant 

y I 

pondra 




G et G', respec- 








de 


ni té de points 



















7 


d'ailleurs 
donc, en a 




nt qu'e 





ertu de 


ction 



onsidérée. Il est 


critique. On aura 




renie de Laurent, 


00 


/(*) 



A 


00 


m 



e 


5 


00 


00 
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A m désignant l'intégrale 


i 


2 71 1 


r 



/(*) 


du 


prise le long d'un cercle a 
contenu dans la couronne. 



itraire c concentrique à G, C et 


Substituant à u sa valeur en s, cette intégrale se transforme 


évidemment en 


i 


2 


e 


dz* 

» 1 


/représentant un tronçon d'amplitude 2 to pris sur la droite 


correspondante à c. 



On aura donc, en remplaçant la variable de sommation 
par une autre lettre a, afin d'éviter la confusion, 



*) 



I 


2 G) 



/(«) e 


7T Z 


doc e 


00 


2 


(* -a) 


/(a) rfa. 



QO 


Il ne restera plus, pour obtenir la formule (2), qu'à rem- 


placer les 


exponentielles par leurs valeurs en sinus et cosinus. 


Ce développement d'une fonction en série trigonométrique 



a déjà été établi au Chapitre V, mais dans des conditions 
toutes différentes. Il ne s'appliquait alors qu'aux valeurs 
réelles de la variable; en revanche, il laissait plus de latitud 
pour la nature de la fonction f(z). 



307. Soit maintenant a un point critique isolé d'une fonc- 

z). De a comme centre, on peut décrire 

t aucun autre point critique. Soit 



un cercle c ne 




a 



t un point 


cerc 







cerc 


que a pris dans ce 
concentrique à c et 


auquel z soit extérieur. Entre ces deux cercles 



sera 



tl 



, et Foi 


n aura, en ver 


oo 




de Laurent 


/<*) 


m 


t m 



a) m y 


X 


oo 


ce dév 
(ie point a 



ement restant conver 



cepté). 



t 




l 



e cercle c 



i la série précéd 


îves 




est limitée du 




puissances 


le point a sera un pôle; sinon, ce sera un point 
seritiel. La série peut également être limitée du 


côté des puissances positives. Dans l'un ou l'autre cas, on 



pourra généralement déterminer par des procédés 

■ ' * 

(notamment par la méthode des coefficients indéte 
les coefficients de la série, et spécialement celui du terme en 




Ce dernier 


rapport au point 



îent 




me le résidu 



e une i 



z) par 
parti- 


suivant : 


308. ' 


The 



Soient f{z) une fonction mono- 





is une certaine région du 



n; k un contour 


fermé sans point multiple, tracé dans cette région et ne 


contenant dans son intérieur que des points critiques 


isolés 



! 


On aura 



)dz 


2TCI 



1 


-h A_| + ...), 


A_ n Al n t . . désignant les résidus relatifs à ces points 
critiques, et l'intégrale étant prise dans le sens direct. 



urons, en e 



ces 





ues par des cercles 
ent petits c, c', .... La fonction *f(z) étant synec- 
dans la région comprise entre ces cercles et le con- 


tour Xr, on aura (t. I, n° 205) 


[a 

j k 




f(z) dz 



Mais on a, aux environs du po 


/(*) 


2 A. wl (s 


a) m . 



ons cette série le long du cercle c. 



u 



e ses • 


termes aura pour intégrale indéfinie une fonction ration- 
nelle de z et son intégrale définie sera nulle. Il y a excep- 
tion pour le terme A_< a)~ K y dont l'intégrale i 

* ■ 

sera A_< \og(z — 
donc 




5 



/(*)<* 



- 2 7T l À 


1 


On trouve de même 


z) dz 


et, par suite, 


//(* 

"le 


)dz 


27Ti(A_ 1 + AL, -} 


)• 


înie 


et l'intégrale définie 27t/A_<. On a 


309. Ce théorème fournit une méthode féconde pour le 
calcul ou la transformation des intégrales définies. 

Soit, par exemple, f( z) une fonction jouissant des pro- 
priétés suivantes : 

i° Elle est monodrome et n'a d'autres points critiques 
que des pôles dans toute la région du plan située au-dessus 
de Taxe des x ; 

2° Si elle a des points critiques 6, 6', ... situés sur cet 
axe, ces points seront isolés, et f(z) pourra, aux environs 
de l'un quelconque d'entre eux, tel que 6, se mettre sous la 


forme 


(3) 


B 



I 


B 


2 


b)ï 



Q,, (3 2 , ... étant des constantes réelles au moins égales a 1 


i 


3 26 
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HAPITRE YI 


et le reste p étant tel qu'on ait 



b)p 


o 


pour 


_ z 


u ? 


3° En 



nt se mettre sous la forme 




+ • 



tan 




ns égaux a 


î ] et le reste o* étant 


tel qu'on ait 


limier 


-O, 


pour 


00 



cette fonction le long d'un contour formé 
i°d'un demi-cercle G de rayon infini R, ayant 

Fig. 3t. 




igine et pour diamètre inférieur 




points 



eption des portions avoisinaot les 


5 


auxquelles on substituera 


des 


demi-cercles c, c', . . . , décrits de ces points critiques comme 
ntres, avec des rayons infiniment petits r, r\ . . . . 



L'intégrale prise suivant ce contour est é 



(308) à 


A.,* SA représentant la somme des résidus relatifs aux 



criti 


Or c 





ette in 


s contenus dans le contour, 
grale se compose : i° des intégrales i > / 



5 



SU1 V 


es demi-cercles ; 2° de l'intégrale / 

L 


prise suivant les portions rectilignes du contour. On aura 
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donc 



2 


2> 





Cherchons ce que devient cette équation, lorsque R tend 
vers oo et r, r ' ... vers zéro. 



L'intégrale / a pour limite, par définition, la valeur prin- 



00 


cipale de l'intégrale / f(œ)dx } et, par suite, cette inté- 


grale elle-même, si elle a une valeur définie et déterminée. 

La somme SA. s'étendra à tous les pôles situés au-dessus 
de Taxe des x. Chacun des termes qui la composent se cal- 
culera par un développement en série facile à effectuer. 


Enfin les intégrales f, f, .... f sont aisées à calcnler. 


On a, par exemple, 


f/ {z) dz =X It^W- + (T=Ï)K + • • • + p 


dz 


Or on a (297) 



odz — Q 


D'autre part, si fl, 


B.dz 




(z— b)? 


D « (l _ e -^(p-D) , 


et si â t = i ^ 


3i -. ' rfc 



= [B, log(« - b)]t±' r =- 


C 


* 

L'intégrale de ce terme sera donc nulle, si (3 t est un entier 


impair > i (car on aura, dans ce cas, i — e ° — o); 




égale à une constante, si (3, = i, et, enfin, de la forme 

■ 

dans tous les autres cas. 


K 



On peut calculer de même l'intégrale de chacun des autre 


termes 


B.» dz 


> .... La somme de toutes ces intégrales se 


réduira à zéro ou à une constante, si toutes les quantités 

sont des entiers impairs. Dans le cas contraire, il est 




clai 


ir 


* que 


en iaisan 


m 

ndre r vers zéro, l'intégrale / f{z)dz 




ra vers oc, et, par suite, la valeur princ 


sera 



O 


n a 



f{x)dx 


-même infinie ou indéterminée 


Ou peut calculer de même chacune des 




■4 



M * ) éê 


c 



(297), 



4 


c 



tj dz 


o. 



5 




m 

-e part, 


si 



M { z^dz m 



f. 



i 



R 


R 



1 


I 


et si 


i 




r 


L'intégrale se 


constante 





Donc 


ff{z)dz 

» 7 c 


î „ 


(Milogz); 



e 


e la forme 




• « • 




i 


7TZ. 



ier impair > — i; 

s tous les 


, dans 


se réduira à zéro ou à une 



entiers impairs. Dans le cas 



si 


elle 


tendra vers oç en même temps que R, et la valeur principale 
de / f(z)dz sera infinie ou i 



née, 


étant compris entre o et i. 


Si 


z 


p(cos<p 


* * 



i sincp), 


on aura par définition 


p a - 1 [cos(a — i)cp + isln(a 


<)?]• 



oisissons celle 
compris entre o et tc. 



branches de la fonction où co est 


n 


La fonction /( z) ainsi définie satisfait aux conditions du 

; elle a deux points critiques, o et i. 



On aura donc (Jig. 32) 


val, princ, j fzdz 



c 



l] fzds - 


Or zfz tend vers zéro 
aies suivant C et Cn so 


o et z m oo ; donc les inté 



o 


1 


♦ oo 


Posant d'autre part z 


i 




h) a 

9 



on aura 



i 




CL 


1 



Donc le point i est un 



vant sera 


7ZI. 



de résidu i et l'intégrale 



D autre 


ïgraie au premier m 



en deux autres : 



et 



se 





la première, qui a une valeur déterminée, z 


I 


Z 



(cos«7r + i sinaTi) dp 


p 


5 




a zéro. 


et p varie 

Si donc nous désignons par I Tintég 



R a la valeur principale de la seconde 



e, on aura 




00 


a-\ 


0 



do 


e 





I 


dz, laquelle 


(cosau 4- i sinau)! 



K 


a 



égalant sé 


imaginaires 



i 


K 


a 


les parties réelles et les parties 



P 


I 




1 cosaîr 



sin a 7T 


71 




o une autre quantité comprise comme a entre o et r 


Un aura de même 


d'oi 


K 


b 


71 



princ 



7 a—\ 


~b 


J — 



5 


5 


i n 




fonction 


a 1 


b 1 


I 


l'intégrale elle-mêm 



' n * 




mme la 





71 


(C0ta7T 



us un 




ur la nouvelle 


cette valeur principale n'est autre que 



relation, décou- 



te par Euler, 
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311. Soit, en second lieu, /(s) une fonction qui satisfasse 
aux conditions du n° 309 et qui, de plus, tende vers zéro 



00. 


Considérons 1' 



i 

égrale J e iz f(z)dz, prise suivant le 


même contour qu'au n° 309. On aura encore 


/0© 
e iz f(z) dz 


2 sri 




A 




* • 



c 


Les intégrales J 



pourront se calculer comme tout 


à l'heure, car la fonction e iz pouvant être développée suivant 
les puissances croissantes de z — 6, si f{z) peut être mis 
sous la forme (3 ), il en sera évidemment de même de e iz f(z). 


Quant à l'intégrale / > elle aura pour limite zéro. Soit, en 



effet, ul le maximum du module de f{z) sur le demi-cercle 
de rayon R. On aura sur ce demi-cercle 

* 

R(cos<p -+- i sincp), 



q variant de o à tc. On en déduit 


e 


i 


^z'Rcosç — KsiaCp 


e 


R sin <p 


et 


on aura donc 


dz 


ds 


7t 


e**f{z)dz 


c 



7T 


0 



Rsin î R d®. 


Or, en 
moindre que 



sin © 


r> 


— « Le module cherché sera donc 


71 



2 jJl 


e 


2Lt-(l 


0 


4P - " 

i 


Or, pour R 



, {jl tend vers zér 


cette ex 



tend vers zéro. 



i que e 


R ; donc 


Cette fonction a un pôle z = ai au-dessus de Taxe des x et 


n'a aucun point critiq 



cet axe. De plus, l'jntégrale 



dx est finie et déterminée. Elle aura donc pour 


valeur 2 tu A, A désignant le résidu d 


au 



e ai. 


devient 


Donc 


et 



SI 



posons z 



e 


a 


I 



2 ai h 




dx 





h, cette expression 




a 


a 



aro 



encore 


5 




la partie imaginaire; il vi 


tte 




♦ • 

ion, la partie réelle 









x 


~ dx 
2 



%\x\x 


a 1 -h x 


2 



e 


a 


o. 


a 






cotw. — La fonction cot£ jouit 



ropriétés s 



i° Elle est impaire; 

2 0 Son module ne peut surpasser un nombre fixe [jl sur le 
périmètre d'un carré ABGD (Jig.fà) ayant pour centre 


l'origine et pour côté ip 


(217 



1)7:, n étant un entier 



innni. 


On 


a en 




l 41 



e 


i 


m i ■ 


t z 


■ 


e 


iz 


e 


I -4* 


Sur les côtés horizontaux AB, CD on a 


,3? 




OU 


7" 


COt z 



IX 


l 



— 


— 


colz 




< eP- 


e~P 


e -p 


expression dont la limite est i pour p 
Sur les côtés verticaux 


ix 


IX 


oo. • 


z 



I 


co L s 



V 


H 



C0t£ 

< 1 " 



i e-y 


ey 


i e-y ey 


Notre proposition est donc établie, si l'on 



un nombre quelconque 



Fig. 33. 



x 


pour |Ji 


De la combinaison des deux propriétés précédentes on 


conclut que l'intégrale 


I i — a 




cols 

. -I- 



z(z 


dz 


prise sur le contour 




t 



niment 


petite . 
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En effet l'intégrale du premier terme est rigoureusement 


nulle ; 


car 



onction 




intégrale symétriques par ra 



paire, deux éléments de 
t à l'origine se détruisent. 


D'autre part, sur le contour d'intégration, dont la longueur 
est 8/?, | z\ est au moins égal à p) donc 




u 


p(p — 

u 

1) 





tité infin 



n 



ite. 




resi 



slatifs aux 



de 


co 


z 


u 


intérieurs au contour est infiniment petite. 
Or ces pôles sont : 

■ 

i° Le point z m u, avec le résidu cot&; 


2° Les points z 



n variant de 




m. 




résidus correspondants sont 



i 



onc à la limite 


m 



t m 




I 


lit 




uni! 


dl 
eux valeurs 



nsemble les termes qui corres 



ent à 


es 




cot u 


1 VI 

u ^ u 


2 U 


1 



n tro 
de toute ex 


des entiers 



procédé analogue, le développement 
forme sin 2 * +l a cos 2 ^, où A, [x 
soit négatif. 



314. Sommes de Gauss. 


Soit 


T 


e 


2 71 is 2 
n 


■ 



COMPLEXES. 



5 et il étant des entiers. Cherchons à évaluer la somme 


n — 1 


■* 



s» — y, r s * 


On a 


0 


2 71/ (n — s)* 


2 



T — p — p x nJ — Te 



On pourra donc écrire 


S„ — 2 


n 5 


S„ désignant la somme 


2 



où le dernier terme doit être supprimé si n est pair. 

Formons une fonction admettant pour pôles les nombres 

Te 

entiers 5 et telle que les résidus correspondants soient 


2 711 



a fonction 


2TU*J3 2 


♦ 



n 


satisfait à ces conditions; car aux environs du point s on a 



n n n 

e * i 


2Kih_ 1 27U'A-h... 27U h 


\ ■ m m m 


Intégrons cette fonction le long du contour figuré ci-après, 


OÙ 



AH = 


n 
— > 

2 



q (quantité infinie), 


BC, FG demi-cercles de rayon infiniment petit e. 

L'intégrale est égale à la somme des résidus relalifs aux 


336 


SECONDE PARTIE. 



VI. 


pôles intérieurs au contour 



iée par 2 7t«, soit à 


T 



T 



y. 


2 


i 


T 


Mais l'intégrale suivant le 


it i 


A 


B 



D 


Fi g. 35. 


6 


H 




1 Ht 

2 




s le sens 


ce 


É 




valeur 


On aura do 



1 2ftiT 0 

2 2 711 




ser 


2/2 



», 


T 

2 


e même 



2 i 1 






es intég 



rectilignes 


Or sur l'horizontale HÀ on a 
à zéro. La fonction fz devient 



e 


2 7TI 

n 


Z 


prise 


s 



I 



les parties 



qi 


# variant de 


n 

2 


INTÉGRALES COMPLEXES. 



mo 



d 


4 7i g v 



ur est e 


n 


m 


omi- 


moins éffal à la différence entre les modules 


de 


e -2nq n L e modale de l'intégr 



* 

mit 


4 q 



il 


5 



miment petite 



Sur l'horizontale DE, z 


iq\ x varie 



n 


le module de fz a pour limite supérieure 


e zéro a — : 

2 


4 71 (J x 


e 


n 


I 


et celui de l'intégrale a encore la même limite supé- 


rieure 



Passons ajux côtés verticaux. Sur l'axe des y on a z 


iy 


y variant de q à puis de — e à — q. L'intégrale sera donc 


2 7T/ 

1 *L \^^ idf - 


Intervertissons les limites dans la première intégrale; 
changeons y en — y dans la seconde et réunissons les deux 
fonctions à intégrer; il vient 



e 


2 TU/ 
n 


y" 


i ci y 


\ 



i 



i 



Or on voit sans peine que la parenthèse se réduit à la 


constante 


ï. L'intégrale cherchée se réduira donc à 



<7 



2 IZi 


n 


y- 



J. 


IT. 1 


22 


Jbntin, sur le 





côté du rectangle, z 
£, puis de £ à q. D' 


ri 

2 



1 >'i 

i, 7 




fz dz 


e 


2 71 / / 71 
~n~\ 2 



■ / n 




remarq 



que e 


% i 

2 


7t/ 


l 


fz d 


i 


'n h- 1 


2 



2 7T I 


y 


dy 



ajouter 




de t k q. Pour les r 



en 


dans la 



a 


e et 



aux 


première y e: 




changeons 
et intervertissons les .limites. La 



îe devient 




e 


L( 


T J" *f«tf 



• 1 


(— i)" e -- n y 




1 

en remarquant que la parenthèse se réduit 




t 


2 fi 



£ 


o, q 


ce 


^ î // H— 1 



/ „ 



O n a donc finalement 



v * 


/3 // -h r 

6 



2 7T t 

n 


4/> 


0 


ou, en 



4 * » 


/27Î 



s 


7£ 



7 


• • - 



0 


\]n étant pris positivement 



a 




e 


On 



■ 

en donnant è 



ce cas 


a valeur particulière n 


S 


'4 


■ 


2(1 



0* 


La formule générale 



d'où 


2 (1 -h i) 



e 


l X 


si r°° 

m 





•111 


4 


2 dx, 







r, on a nnalement 






de Tint 


s 



Lr de 




re s 


00 





grons 


represe 


! 



F 


iir. oo. 


B 






le long du secteur circulaire 


. 35), OA .= R étant infini. 



fonction e 

■ 


?■ n a 




pas 





I' i 



e 


i 


34o 


sera nui 



SECONDE PAR 


e et l'on aura 



CHAPITRE VI. 




AB 



O 




5 


sur 




x 



ree 



l'intégrale e 



ise de 


zéro à 


oo. Don 



c c 

I ~ I 6 


- 2 dx 


T 




AB 


on a z 


R(coscp ïsiny), cpvar 



t de zéro à 


Donc 




s 2 ,v~ 




i 

^7 4 



( 


cos 2 cp H- i sin 2 ç) / 





i coscp 


) dcp. 


Cette expression est infiniment petite 





son m 


odu 


le est au 


7Z 


i 



e -R=cos2cpt> 



0 


ou, en posant cp 


71 

5 


> a 



7T 


I / e -R 2 sin 
2 Jo 



is en 


tre zéro et -> 

2 




t au m 




tp. Donc 


la valeur de l'intégra 





nte n 



eut sur 



TZ 


i r - R2 s 

-le 71 


7rR 




e 


R 2 


quantité qui tend vers zéro p 





on aura z 


o 



t de oo à zéro. On aura donc 



00 


cos 


7T 

4 





On aura donc 


/ 7T 

K -h COS y 

2 ■ V 4 





1 P* dp 


o 


4* 


ou, en 



ipliant par cos 


7T 

4 


i sin 7 > 

4 



oo 


e 



i 


7T 


- \ZtT ( COS 7 

2 v \ 4 


£ sin 


4 



7T 



2 V/2 


î). 


Séparons, dans cette relation, le réel de l'imaginaire; il 




oo 


cosp 2 dp 


r • 

I sin 


? % dp 



71 


2 



m 

On retrouve ainsi la valeur des intégrales de FresneL 


316. Intégrons la fonction e az * (où a est positif) le long 
du rectangle ABGD (Jig* 36) de hauteur h et de lon- 



?ig. 36. 


1/ 


D 


C 

i 

i 

h 

A 

7 0 



gueur p -\- q* L'intégrale ser 



; on aura 



AB 


^BC ^CD 




O 


et, par suit 





ne 



AD 



AB 



BC 



is si p et q sont 




et 


seront infiniment petits. 


BC 


AD 


En effet sur BG, par exemple, on aura z 


P 



it) t variant 
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de zéro à h, d'où 


e 


az* 


e 



e 


az 


d 



< 


< 


quantité infiniment petite 


D'autre 




5 


o 





x étant réel et variant de 
se réduit do 



a 


- l L 


oo a 


et s u. 





00 





• 4? 


V7T • 


a 



x + «A, 
jcédente 


é m 


On en dé 



t 



ant 



e 


* 


e 


- al* A 


\ja 




b et séparant le réel de l'imaginaire, il vient 


* - 


■ ■ f 



e~ ax% cos2 b 


ax " sin 2b x dx 


* * 



o. 


La première de ces f 
La seconde est évi 



les avait déià été établie 



, la fonction 




î 


mpaire 



17. 



la foncti 



e 


I 



long d'un rectangle ABGD de longueur p -\- q et de hau- 


teur 2 ayant son centre à l'origine 




.3 7 ). 


e 


Les pôles de la fonction sont aux 
er n \ le résidu correspondant sera 



où z est un 



e 


2 711 


INTÉGRALES COMPLEXES 


On aura donc 




e 


— 7T a s 2 


e 


2 7T i Z 


dz 


2 e 


Tt an- 


la somme ABCD s'étendant à tous les pôles contenus dans le 


rectangle. 


Fig. 3.7. 


S 


1 

3 ç 


P c 




* 

t 



■ 


i l'on suppose 

! /> — /?2 -+- 

* 

I 

— 7 Q 

2 

G 

r — m! - 

j 

ï 

H — > 

2 


5 


entiers infinis, la somme du second mem 


r étant des 
s'étendra 



n 


00 a n 


00. 


Calculons, d'autre part, l'intégrale du premier membre. 


Sur BG, on a s 



p 



iy, y variant de 


1 à + 1 , 


Si 


e 


KlZ 


I 




f 


71 3 2 


J 




nt petite. La longueur BG étant égale à 2, 



l'intégrale suivant BG sera infiniment petite. Il en sera de 
même pour l'intégrale suivant DÀ. 

Reste à évaluer les intégrales suivant les côtés horizontaux. 


Sur AB, z 


x 


x variant de 00 à -h 00 . Le module 


de e 2%iz 


2TZ 


sera e" M 7 quantité 


1 . On pourra donc développer 


ï 


e 


I 


suivant les puissances 



usantes de e 2 ™ z ; on 



ura ain 



00 



g — TU a [x — i ) 


2 



e 


00 


00 


e 



00 
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Mais, d'aprè 



e 



2 


00 


a une valeur indépendan 



e n et eg 



a 


I 


• Donc 


00 



I 


AI! 



e 


TZn 
a 


- 1 


Enfin, sur CD on a z = x + I, # variant de 



oo a 


00 . 


Le module de e 27ziz est e 



donc 


i 


27UZ 


i . On développera 
- suivant les puissances croissantes de e 27 "*. On 


aura ainsi 


oo 


1 


I 




e 


2«7T 



i) 


o 


Changeant le sens de l'intégrati 


signe 


et l'on aur 






Je 


oo 



e 



7T « (.r -h i ) 


2 


V e 2nTZ 


i i v 


n 


00 


- 



0 


I 



oo 



e 


o 

n . 

.X' H- l i 



7T 71 


00 


oo 


n 



a 



e 


a 



dm P 
eux intégra 



00 



00 



7T W 


2 


a 

y 


formule intéressante due à Cauchy. 


318. Considérons, en dernier 



, la fonction 


INTÉGRALES C 


OMP 


LEXES . 
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lntégrons-la le long d'un cercle c(âg. 38) de rayon r infini- 
ment petit, décrit autour de l'origine. 

Fie. 38. 


Y 



X 


L'intégrale sera égale au produit de 21c {'par le résidu de 
la fonction correspondant au pôles=o. Mais on a, en se 



tenant à celle des valeurs du radical qui se réduit à i pour 


z 


o 


5 


I 



I 


1XZ 



z 1 



I 




Y 7 11 



Xi , X /n ... désignant les polynômes de Legendre (Cal- 

erentielj 273). Divisant par z n+i , on trouvera épi- 



ent pour résidu On aura 



c 


i r dz 


I 


2 œz 



>4> 


319. Le radical 



i 


2XZ 


z 2 s'annule pour les deux 


valeurs de z qui ont pour affîxe 


a 


x 


i et 




i. Entouro 



ces points par des cercles f 


et y' de rayons infiniment petits p et p A ; joignons ces cercles 
par une droite mm! dirigée suivant la ligne des centres et con- 
sidérons le contour K formé par la droite mm! , le cercJe y', 
la droite m! m et le 



rayon infini tracé autour de l'origine. 


it, enfin, G un cercle de 
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La 




a 



er reste monodrome dans l'espace 


compris entre les contours C, K et c. On sait, en effet, que 


le radical change de signe 



on tourne autour d un des 





criticrues a 




mais, tant qu'on ne traverse pas la 


ligne mm! , on n 





sans env 


nombre pair 


autre en 



On aura donc 


e te 



r d'un de ces points 
s, Ce qui donne un 


gernerits de signe 


c 




K 




m nx 





m m 



Y 


3 




r 



sin 


limite zéro 


a u tr 




7. • 




pour 



intégrales 


e' 


t f 


mm 


J M 



t égales; car, 


m 



x points correspondants, la fonction à intégrer est la même, 


- 

sauf le signe, qui est changé par suite de la révolution opérée 



autour d'un point critique, et la différentielle dz a également 



gne, le sens de l'intégra 


m et m* tendant 





3 



renverse. 


urs vers a et a , ces 


intégrales ont pour limite commune l'intégrale 





I 



~ 1 


prise en ligne droite 




a a. 




ica 



■ 



'il possède sur le côté droi 


ang 




van 



en posant z 



vant être pris 
la ligne aa r . 


4 > 



i 



que z parcourra aa\ cos 

L 1 ' 



i 


7t. 







de 


sep. 


i 



v II reste à déterminer le signe à donner à l'intégrale, 
aisons l'hypothèse particulière x — i , il viendra 


i 



J 


2 



ï 


et, par suite, X rt (i)=i. Quant à l'intégrale du second 


membre, elle devient 


i 



7T 


7T 


dcp 



ï 


0 


'est donc le signe -f- qu'on devra prendre. 


Supposons, au contraire, x 


ï 


. O 


n aura 


ï 


ï 


ï 


c 3 



■ * • • 



i 


2XZ 4 


>* : 2 


z 


X 


I 


\) n . L'intégrale définie devient, d'autre 


part 


5 



.TU 


0 


( 


i )" " rl 


± (__ ,)n-H 


Il faudra donc prendre le signe 
. On voit donc que le signe à f 
de x. Cherchons comment il va 


de 1 


a v 


aie 


ur 


Il est tout d'abord évident que ce signe ne peut varier que 


lorsque x passe par une valeur qui annule les deux membres 
de l'équation (4), ou rend l'un d'eux discontinu. 

Or X /2 est continu et ne s'annule que pour des points iso 


lés, q 


u on pourra 



viter dans le passage d'une 


valeur de x à une autre. Quant à l'intégrale du second membre, 


que si son dénominate 


s'annule dans le champ de l'intégration. 


uffi 


pour 



a que 


et, par suite, 



oit réel et compris entre 


-¥ 



ue si x 


f et 
Oy 



ï . 



a n 



u 



rcation entre les valeurs de x pour lesquelles on doit 



pren 




signe + , et celles pour lesquelles on doit prendre 



si 




1 x est purement imaginaire, la relation (4) est d'ailleurs 






nction à intégrer devient infinie dans le 


de l'intégration, et de telle sorte que l'intégrale est 


en r 




rminée. Ce défaut de la méthode 



ovient 




ns ce cas 


a droite aa! passant 
nées, qui est un point critique de la fonction 



2 XZ 



— > il ne saurait être questi 


vant cette ligne. 



322. Si, dans l'expression 



2 7TJ 




AS 


2 XZ 


not 



s de variable 


il viendra évidemment 



X 


n 




ignant 

Lll I* 
a nouvelle ion 



G 


et 


1 



ans cet 


l'heure, 



il 



t 


fl 



an 



I 


2Xt 


et, par suite 


X 


n 



t n dt 


â OC È 



K , on aura 



t 


x 




OU 


2 


1 



s 



Ai 


I 

-5 d'où dz 


t 


t 



dl 


£ 2 


monodrome entre 



comme 



a 





u 0 



\Jx* 


i coscp 





X 


I cos 


! 




'J 



Pour 


x 


\ 


■ 

i ■ 

> il faudra prendre le signe 4-. Ce signe 




d'ailleurs être maintenu, 
membres de l'équation sont toujours continus. 


soit x. car les deux 



. L'intégrale 



7T 



x 



\Jx* 


i coscp ) 



V 

que nous venons de considérer tout à l'heure, nous fournit 
l'exemple d'une intégrale définie, dépendant d'un para- 




tre x, et qui change brusquement de valeur lorsque x 
passe lui-même par une valeur pour laquelle l'intégrale cesse 
d'être déterminée. C'est là un phénomène très habituel. 

1 


C'est ainâi que l'intégrale 



où f{z) désigne une fonction synect 


contour fermé K, est égale à zéro si 
à K, et à 2Tzîf(x) s'il est intérieur; 
x est sur K. 



l'intérieur du 


x est extérieur 




i à 


si 


324. Considérons plus généralement l'intégrale 



L 


F (s, x) 

^^^^^^ 

G (s, x) 


où L désigne une ligne co 
des fondions entières. 



ue sans 



mu 




4 r J p 



, F et G 


Donnons à x une valeur particulière ç; et soient Ç,, Ç 2 > ••• 


q 



G(*,Ç) 


o. 


avec 




ne d'elles variera, comme on sait, d'une façon continue 


s 


6 


mte- 


le 





valeur déterminée, et représentera une fonction synectiqu 
de Xj dont les dérivées successives pourront s'obtenir par la 


dérivati 





signe 



325. Supposons au contraire, que, pour x = ç, l'une des 
racines Ci ? par exemple Çi, soit située sur L. 

Admettons d'ailleurs que ^ ne coïncide pas avec les extré- 
mités a, b de la ligne L, et que ce soit une racine simple de 


équation 



, de te 




s 


orte qu on ait — 


! 



4 


> 
< 


o 





L 

la partie mn de 


Jsera indéterminée ; mais, si l'on remplaçait 
IL 



m * 


I 


voisin 


différent mp 



3u mqn 





un arc de 
obtien 




nou- 





velles lignes ampnb = L, , amqnb =^ I e long des 



l'intégrale aurait une valeur déterminée 



ntre ces deux 


lignes, la 



ion 


z 


£l*4> ad 



met un seul point critique 


Ç. ï: ,, aui environs duquel on a 



0 


1 



-»■>. - 1 — 


^1 


(5 


* ■ 


1 



e point est donc un pôle, auquel correspond le résidu 


L 


2 7T / A * 


D'ailleurs 



acune de 



d 


eux intégrales 



L 



variera 


d'une façon continue avec x (aux environs de x 


Ç ) • 


A chaque valeur de x infiniment voisine de Ê correspond 


une quantité z K , racine de l'équation 


G(5,iT) 


o 


et infiniment voisine de Ç t » Supposons que # varie de telle 




lorsqu'il franchit la va 



r 




m q 


m 



n 



au 


même instant la valeur Ç l5 puasse de la région mqn à 



région mp 


n. L'intégrale 



roîtra. brusquement de la 
quantité 2-aiÀ. Considérons, en effet, deux valeurs x f , x n de x . 


infiniment voisines l'une de l'autre et comprenant entre elles 


valeur |. Pour x 


x 


i 


étant situé dans la région mqn, 


il n'existe aucun point critique entre les lignes L et L, ; on 


aura donc 



Q{2 7 x 1 ) 


et, à la limite, l'intégrale du second membre variant d'une 



ntin 



ue 


I 


X 


im / 


G(z,x') 



ùlZ m 




région mpn, ce 


sont 


Po 

les intégrales suivant L et L 2 qui seront égales, et l'on aura 


4 • 

x" . z K étant situé dans 



1 


X 





- - 


L'intégrale 


L 


G ( z 



d 


e 



uvera donc, d'un côté à 


l'autre de la valeur x 


une discontinuité égale à 2tcj 
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326. Remarquons toutefois que x 



n'est pas un point 

critique pour la fonction analytique que représentait l'inté- 

pose que la ligne L, au lieu de rester 






Car si 1' 


fixe, se déforme pro 




être atteinte 


m mm ft 

suivant cette lig 



ent au moment où 



serait 


dérivées. Or on 




variable z K + l'intégrale prise 

I ainsi que ses 
ours éviter la rencontre entre la 



ligne variable et les points 3 2 ? ••• • > racines de l'é 



G(z. x) = o, sauf 



ns 




cas suivants : 




z 



i tés a, b de la ligne L ( 
2° Deux racines z^ z 2j si 



tend vers l'une des extré- 


es restent 



hxes); 
d'au 


- 1 



se coi 





tre de L, 
ne seule racine double. 
On voit donc qu'à la condition de déformer à propos la 

ne L d'intégration, l'intégrale / , considérée comme fonç- 


ai, 






peut avoi 





ur les valeurs de x pour 


G(a, x) 



lies on a 



es que 



ou 


G(b, 



O 


9 




JW^*" fj* $L AAKji***» Ajl Xi 


G(*,a?) 



(?G(g, a?) 



O. 



II. 




de 





oient f{z) une fonction qui, dans l'intérieur 
r fermé K, n'admette d'autres points 




e des 


pôles; <p(s) une autre fonction synectique dans l'intérieur de 
ce 


. Nous allons nous proposer d'évaluer l'intégrale 





2 7TJ 



o(z) 



/(*) 



Pour cela, cherchons d'abord à déterminer les points cri- 


liqu 



de la 



/(*) 


V» 


ction ?0)"7( 


) 


situés dans l'intérieur de K 


iynectique, on aura, aux environs de ce point 


<PU) = ?(û)+? , («)(S-fl)+.M. 


D'autre 




a n 



un zéro ni un 



e pour 


on aura un développement de la forme 


d'où 


/(*) 



A 


0 



Ai (z 


a) 



/'(*) 



2Aj(s 


a) -h. 


/(*) 


[<p(«)~h<p'(a)( 


a) 



"1 

• • • j 


A 



aA,( 


a) 


# • 


■■■ - — — 


■ ii i ' 


A 


0 



A t 


«) -h. . 



a) 



Donc a est un point ordinaire 





■ 

> au contraire 


que 


a 



/(«> 
/(*) 


it un zéro de f(z)i et 



soit m son ordre de multiplicité; on aura un 



ement 


de la forme 


/(*) 


— 


( 


a) ,n [ \ 






z 


«) 2 H-. . .], 


et, en prenant la dérivée logarithmique, 


/'(«) 


m 


' — ~ 




2 A- (s 



(3 


A 


0 



A, (s 





a 



a) 


5 


<p(«)- 


/(*) 


m cp ( a ) 



1 0 -h X, (5 — a) -h 


Le point a est donc un pôle pour la fonction <p(z) -j^ 


) 


t le résidu 


Enfin, si le 





a était un pôle de f(z) d'ordre de 



tiplicité m, on aurait un développement de la forme 


/(*) 





M* 



~+~ • • • J 7 


et Ton v 


et que 



e même que a est un 
idu correspondant est 



pour 



a). 



J. 


11. 


23 



4 



m M 


PARTI 



CHAPITRE VI. 


Gela posé, on sait (308) que l'intégrale cherchée éstégalc 


a ia somme des résidus i 


ifs aux pôles de v(z) ^ J" Z • con- 

tenus dans l'intérieur 'de. K.. Si donc la fonction f(z) admet 
dans l'intérieur de K. les zéros a,, a?, ... avec des ordres 


de multiplicité m, , w t -, ... et les pôles a,, 


avec 


des ordres de multiplicité pi,, 


a*, 



7 



i 




f (z) 


/(*) 


i les zéros 





si 



es, on aura 


(0 


i 



2<p(a,-) — 2cp(^). 



On peut s'en tenir à cette 


ente 



formule, car la précé- 



supposant que plusieurs zéros ou 
sieurs pôles, primitivement distincts, viennent à coïncider 




328- Supposons, en particulier, f(z) = il viendra 



i 


2 lî f 






lieu/(5) 


i . 



n des termes 



nous 

* 


fi 41 




) 


N, 



■ 

ésignant le nombre des zéros ai et N le 
pôles a* (comptés chacun avec son ordre de mu 




I 

v d 
icité). 


es 



Remarque 



z 


X 



y h f( 


p + Q/; 


on aura 




Qi) + const. 


i 

2 


LogfP 1 



Q 2 ) 




INTÉGRALES COMPLEXES. 

ii intégrant suivant le contour K, le logarithme arithmé- 


tique repr 




même valeur aux deux limites. D'autre 


Q 


part arc tang -p se sera accru de (k — k ! )Tz, k désignant le 

nombre de fois que -p passé du positif au négatif en devenant 

infini, et k f le nombre des passages inverses du 
positif. On aura donc 


négatif 


M 


N 


2 


-if' 

J K ' 


/'(S) 
/(*) 


- dz 


k 


k 


f 


2 


■ 

330. Application. -± Soit 


/(*) 


z 


n 



o 



le premier membre d'une équation algébrique. L'intégrale 


2 


izi J 


fi*) 


dz 


donnera le nombre des racines contenues dans l'intérieur 


de car la fonction f(z) n'a aucun pôle (à distance finie). 

Pour obtenir le nombre total des racines, nous prendrons 
pour K un cercle de rayon infini. L'intégrale sera 




2 


Kl f 

ïv 



I ) Z n 


2 



r~ Il 


\- a z 


- a — î 


d 


r n dz 
z 


s étant infiniment petit pour z infini. On aura donc à la 


limite 


D'autre part, 


n s dz 


A 


> 711 II 


A 


Le nombre des racines est donc égal à n, degré de l'équa- 


lion. 



intérieur 



331. Formule de L 
fonctions synectiques 
tour K: x un point 
stante assez petite pour que la condition 


oc f( z ) 


Soient f(z) etf(z) 



n cer 



n con 



Prieur à ce contour; a une con- 




soit 



contour K. 



) 



une racine unique a 



/ 



V intérieur du con- 


tour, et ®(a) sera donné par la série convergente 



(3) 


?(^) + a/(^)?'(^) 



a 


d' 1 



. n 



■ • » • 


La fonction 


F(*) 


3? 


*/(*) 


n'ayant pas de pôles dans le contour 


t le 



des racines 


a, a l7 ... intérieures 



contour sera 



nne 



l'intégral 


e 



L 



et, plusgéné 



I 


2TZI 



raie 




* J K 


y(j)r'-«/^)] 


sera égale à / 



cas 


i 

F(7j 


e, dont la pre 
oppons en série le facteur 



00 


1 


«/(*) 



[«/(^)] B 


o 


■r) 


qu 


un 


INTÉGRALES COMPLEXES, 



îssion g 


sur K, on aura, en 




g tel rit 


grant terme a terme, 


i 


2711 



«/'(*)][/(*)]» 



00 J 


dz 


2 i . 

o 

<p(a?) 


a 


n 


2 . . . n dx 11 ' 


00 



^1 ot n 


n dx 


7l o{x)[f{x)Y 


Y 

oo 



n 


d n 


I I 2 | m * ^ // 


00 




Ai 



dx 11 


1 


oo 


<p(s?) 






it à l'unité, 



racine a 


Dans le cas particulier où la fonction o se 
cette expression se réduit à i . Il n'y a donc qu' 
dans l'intérieur du contour, et l'expression précédente de I 
donnera la valeur de ©(a). Le théorème est 




7 


332. Théorème, — ■ Soit S(z, m, % ...) un élément de 
fonction analytique dépendant de plusieurs variables z 

... et tel que V équation 

S(s, o, o, . ..) = 


o 


m 

admette une racine nulle, de V ordre n de multiplicité. 
Pour un système de valeurs infiniment petites donné 



: i° l 




o 



n r 




s infiniment petites; 2° ces racines satis- 



feront à une équation 




o 



e 


F 


Z 


n 



Pi* 


n- 1 




p 


O 


ou p K 


* " * J 


p n sont des fonctions de iï, v, synectiques 


aux environs du point (o, o, ....); 3° enfin , on aura iden- 



S(£, Il y V, 


) = FG, 


G étant un nouvel élément de fonction analytique qui ne 


s y ann 



ur z 



ç 


o. 



ons en évidence, parmi ceux des termes de la série S 



i sont indépendants ae v, . 


est 1 



moins e 




; o 


n pourra ( 


S m az n ^r lA^y^^z 



i dont 1 



re en z 


az 



T, 



^posants 





e 


li 


r 


a i 


série 




. . satisfaisant 



termes 



a -r ( n + i 




i 


En effet, dans ceux de ces ter 


la fois, a est au moins égal à n 



où (3, y, ... sont nuls à 


i 



d'aill 


eurs o une 



n 




V 

indre que 



r 



de convergence de l'élément S. 

erivee partielle 




■ 

naz 71 " 1 



dz 


étant absolument convergentes pour 

il 


• ■ 


2 A a p r ...|p« 



• » * 



2a|A«p T ...|p«-»+P+T+- 




es. 


Nous allons établir qu'on peut assigner une quantité fixe \ 
telle que, pour tous les systèmes de valeurs des variables e, 
U) Vj ... qui satisfont aux inégalités 


u i < pe n+l 


i° l'équation S(*, M, t', ...) 


o n'ait aucune racine dont le 


INTÉGRALES COMPLEXES. 


module soit < pX et § pe ; 2° elle ait /i racines de module 



o a 0 


pe 


Donnons, en effet, à s une valeur quelconque, dont le 

soit compris dans l'intervalle de pX à pe; le pre- 
mier terme de S(js, w, P } ...) aura pour module 




a 


p n f] n . 


Quant au module du reste T, il sera au plus égal à 


Y 1 


/IH-l 



< 


A a p Y ... |(pY]) a (p£ 


Si l'on suppose X< i (d'où y, < ï), cette quantité sera au 


plus égale à 


y 


(7 Y) 


/7H-1 


On aura donc 


> I a \P V 


an 


7i-hl 


> 


ri n [\a\p> 



Si donc *k est choisi moindre que 


a 


— ? il en sera de même 


(7 


a fortiori pour 7), et (^, ...) ne sera pas nul. 



. Notre premier point étant ainsi [établi, cherchons le 
nombre des racines de l'équation S(s, w, . ..) = o, dont 
le module est moindre que fk (et, par suite, moindre que pe). 
Ce nombre est exprimé par l'intégrale définie 


1 


2TÏC 


C 


âz 


prise suivant un cercle G de rayon pX décrit autour de l'ori- 
gine comme centre. Or, d'après ce qui pr 


on a pour 


tout point de ce cercle 



36o 


SECOND 



ART1E. 


CHAPITRE VI. 


et 


5 



r suite, 


S 


az n 



■ ■■ — i 


T 


et z 


az 11 


Il / 

— az n (i 


0), 



une quantité dont le module est au plus égal à 


On voit 



et 


dz 





I a I p" 






aura 


4 


< 2a| A a p y . 



«+1 \p+y+- 


* • * 



a 



|pa— H-Ph-yh-... J^a— i+(«-4-i)(P+y 


naz 11 


i 



i 4 



« — 1 



/ 




9' étant une quantité de module au plus égal à 


a 


n 


a 



n — 1 


n 


a 


P 


n — 1 


L/intégrale à calculer sera 



ceg 



à 


i 


2 7U 




J "ï 


0 


I -h 0 


2niJ z 


i 


27tl 



t 





a pour 



n. Q 



a nul, si son 



n dz 


! + 0 


4a 






i ; car on sait d'ava 





integ 

ule est au plus égal à 




la 


entier. Or ce 




<7'A 



i 


2 7T 



2 


71 n 


(tr'p 



n a)X 


i 



i«ip" 



qu 


i 




i , si l'on suppose 




1 






V 


vers zéro, on pourra faire décroître en même 



la quantité $ jusqu'à zéro. Les n racines 
dule 


-nJ* ) y * # • ^ /J 


5 W de mo- 



ps, dont nous venons d'établir l'existence, tendront 
donc vers zéro; les autres racines, au contraire, ayant leur 

pX, resteront finies. 

partie du théorème est donc démontrée. 







334. Pour établir la seconde, nous remarquerons que la 
omme s* des puissances k ièmes des racines infiniment petites 


ra représentée (328) par l'intégrale 


i 


2 



ôz 


c 


l5 


dz 


C'est une fonction de w, ... qui a une valeur unique 




et finie tant que les modules de ces variables ne surpasse- 
ront pas fk n+l . De plus, elle est synectique, car cette inté- 
grale admet des dérivées partielles finies et déterminées, 
esquelles peuvent s'obtenir sans difficulté par la dérivation 
s le signe f. 





- 

Gela posé, les coefficients ...,p n de l'équation F 
qui a pour racines z n s'expriment comme on sait par 

ornes entiers en s i7 s^, Ce seront donc des 


des 


foncti 

dp f 
ère. 



ii) ^, . . . , 



ans 


le 



consi- 



335. Considérons enfin l'intégrale 



I 


2 


- - 

i_ r dz 


dz 


z 


z 


I 






aura une valeur unique et déterminée, ainsi 
ées partielles par rapport à u, v, ... et au nouveau para- 

, ... ne surpasseront pas pX w+1 et 




> 


que 


z 


! 



ra 




. Ce sera donc 



e 



n synec tique à 


l'intérieur de ce domaine. 



Sa valeur sera d'ailleurs égale à la somme des 

s z f j z i} . .., z n de la fonction à intég 



a 


nous 


z 



aux 




u 


9 



au 





• Si 



e graux a 


et 


! 


s se 



distinct des autres 



P 

e résidu 


correspondant sera égal à la valeur 
D'autre part, a; désignan 


le résidu correspondant sera 



ur z 


z . 


icité du pôle Z( r 


^ i 


— -• On aura donc 


I' 


i 



S ôz 


4s — 4J 



a 


A3 


l 


z 


f 



i_ dF 

F ~ôz 


et, en changeant z 1 en z et désignant par I ce que devient I 
par ce changement, 


i 




F dz 


Intégrant cette équation, parraf 





S 




I dz 


FG, 


G désignant c 



nction 


environs de l'origine, et qui d'ailleurs ne s'annul 



5 



en ce point. 

Nous avons supposé, dans la démonstration précédente, 
que la quantité z ! (actuellement remplacée par z) a son mo- 

■ 



e 




mais > pe ; or e 


aussi 



5 

quo 




L 



FG 


subsistera donc pour toutes les valeurs de z dont le module 

pX, sans être nul. D'ailleurs, étant vraie pour z infini- 


est 




petit, e 



lê sera encore à la limite pour z 


o. 


III. 


Théorèmes généraux sur les fonctions 



336. 



est convenu de dire qu'une fonction analytique 


f(z) a pour z = co un point ordinaire, un pôle, un point 
singulier esssentiel, etc., suivant que le point 


o est un 


point ordinaire, un pôle, etc., pour la fonction f 

D'après cette définition, une fonction entière a générale- 
ment, pour z = 00, un point singulier essentiel; ce sera un 
pôle si la fonction se réduit à un polynôme entier; un point 
ordinaire, si elle se réduit à une constante. 


337. Théorème. — Une fonction f(z) uniforme sans 
points singuliers essentiels, même à l'infini, est une fonc- 
tion rationnelle. 


En effet, elle ne peut avoir une infinité de pôles ; car, ces 
points étant isolés, il ne peut en exister qu'un nombre borné 


dans un cercle de rayon donné décrit autour de l'origine. 
Elle admettrait donc des pôles dont le module surpasserait 


i 


toute quantité donnée \ f \ 4 J admettrait donc des pôles plus 


voisins de l'origine que toute quantité donnée ; le point z 


serait donc un point singulier essentiel, et z 
point singulier essentiel pour f{z). 



o 


serait un 


Soient donc a, b, ... les pôles de f(z) en nombre borné. 



n aura un 



eloppement de la forme 


/(*) 


A 


m 


a) 


m m 



A 1 



a 


f ! 


fi(z) admettant les mêmes points critiques quef(z), sauf a, 

' de 


qui est devenu un point ordinaire. On pourra poser 



même 


M») 


B 


b) n 



• « 



i 


z 


b 



/.(*) 


* 



SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE VI 


et ains 



uite. On aura finalement 


S H- 9(5), 




de fractions 


ion 



D'ailleurs 00 est, 
iinaire pour /(s 


naire pour 


1 P 


O 


r 




un 







termes de S: c'est donc 



e 


e ou un 




ordi- 


un 



vra 


SI \ 






suite, se ré 



a un 



nome ou 


• 



338. Théorème. — Une fonction entière f(z), dont le 


module reste constamment inférieur à un no 
est nécessairement une constante. 



xe M, 







eme 




série de 




A* 



'(o) + 




z"f ,l (o) 
. . . n 




• • 1 


converge 


yon : 


o 207) 




"I i 



ut le plan. Soit d'ai 





it de 


origine 






cercle de 


aura 


(t. 1, 



1* 




I » 2 • « « /& 



M M 


1 





l peut prendre R aussi grand qu'on veut, on 

il 1 * * 

a la li 


imite 


/"(o) 


o 


n 


pour toute v 



, par 




o) 


5 


const 


339. On peut déduire, de la proposition précédente, une 
propriété importante des points critiques essentiels. 


héoreme. — Soit a un point critique essentiel def(z), 

■ 

olé des autres points essentiels que peut posséder cette 
fonction, et soit A un nombre quelconque. Il existera aux 
environs du point a une infinité de valeurs de z pour les- 

> 

quelles on aura 



z 


a 



£ 



A 



quelque petits que soient e et r\. 

Traçons, en effet, autour de a 
assez petit pour qu'il ne renferma 


G d 



critique 



et considérons la fonction 


?(*) 


i 


A*) 


A 


Ses points critiques dans le cercle seront les suivants : 
i° Le point critique essentiel a] 
2° Des pôles, aux points où f(z) = A. 
Si ces pôles sont en nombre infini, ils convergeront vers 
le point limite a, et l'on aura, po z~n.**u* j~ - 


de 



une infinité de valeurs 


a 


I 



s, 


/(*) 



o. 


Le théorème sera donc démontré. 



pôles sont en n 



fi 


mi, on pourra r 



ire 




ent pou 



ue 


G 



n contienne plus aucun, et y(z), 


n'ayant 



us 


qu u 



point critique a dans ce cercle, 


pourra être développée, d'après la formule de Laurent, en 


une double série 



a) m -*r 


a) 


— m 


0 


La première série sera convergente dans le cercle C, et si 


z 


a 



p' étant une quantité moindre 


module ne pourra surpasser la constante fixe 



e 


P 



n 


K 



A 


ni 


p" n . 


0 



La seconde est une 


verge d 




i 



ction entière de 


e G (sain a 


z 


a 


y car elle con- 




a oour 




uel 


a 


est infini) et a fortiori en dehors de G, où 


est in 


oindi 


i 


a 


m 



l'intérieur. 



pourra donc, d'après le 
théorème précédent, assigner à la variable une valeur telle 
que son module surpasse un nombre quelconque M. 


La valeur correspondante de \z 
assez grand, car, lorsque \z 
sser la constante fixe 


a\ sera 



oo 



m 


>P 


5 


P 



p 7 , si M est 


<p (z)\ ne peut sur- 


On aura donc à la fois 


et 


l'oil 



) 



a 


i 



A 







et, par suite, en prenant p 7 assez petit et M assez grand 





!/(*) 



[ 


Ayant 




itions, on 


uve un premier point z qui satisfasse a ces con- 
urra trouver de même un second point 5\ 



satisfaisant aux conditions 



a 



a 


A 



/( * ) 


\ 


insi de suite. 
lVL Picard* d 



ontré ( K ) qu'il existe 






ux valeurs 



( 1 ) Mémoire sur les fonctions 
1S80). 



0 

res (Annales de V Ecole Normale, 


INTÉGRALES CO M PL IX ES. 


(finies ou infinies) de À pour lesquelles les relations 



a 


n*) 


A 


o 


5 


n aient pas une 


ité de solutions. No 



à énoncer ce résultat 





rons 


La proposition que nous venons d'établir s'appliquerait 


évidemment à tout point c 



e essentiel qui serait la limite 


d'une suite de points critiques essentiels de l'espèce que 
nous avons considérée. 


340. U 



ière peut ne s'annuler pour aucune 


valeur de la variable, ou admettre au contraire des zéros 
simples ou multiples, en nombre fini ou infini. Mais, dins 

■ 

tous les cas, ces zéros forment un système de points isolés 
(t. 1, n" 339). 

Réciproquement nous allons établir la proposition sui- 
vante : 


Théorème de M. Weierst 


tème quelconque de points û 



Etant donné un s y s- 



es a 0 , <7 ( , 


7 


on 


pourra 
soient les zéros 


construire une fonction entière dont ers points 


o ne 


Nous supposerons provisoirement que l'origine z — 
fasse pas partie de la série des zéros donnés & W1 r/v 5 — Si le 
nombre de ceux-ci est fini, le produit 


i 


i 


a 


i 


satisfera à 



■ 

ueslion. Si ce nombre est infini, le produit ci- 



us, contenant une infinité de facteurs, pourra devenir 

lution illusoire. Mais on peut 

1 




rendrai 



divergent, ce 

la modifier ainsi qu'il suit : 

Remarquons tout d'abord que les points a 0? , 


* « 




es, 



en existe qu'un nombre limité dans une 



rtion 



e q 


u 






nque 
nné décrit 


plan, et notamment dans un cercle de 



ur 


de 



On 


po 


urra 


donc 



68 
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CHAPITRE VI. 



oraonn 



deur de leur m 




«i, suivant Tordre de gran 
i plusieurs de ces quantités ont même 

ce qui arrivera si Ton veut 
donner des zéros multiples à la fonction), on pourra les dis- 

e qu'on voudra. En tout cas, on aura évi- 


ou même sont eg 




dominent 



a 


oc. 


n 


00 





dérons le produit infini 


p( 5 ) 


ri 


e 


M» 


0 



a 



où M 0 , M 


• • « 



désignent des polynômes 


r 



AS 


Nous allons montrer que ces polynômes peuvent toujours 
être déterminés de telle sorte que le produit ci-dessus soit 


convergent et représente une fonction entière, satisfaisant 


aux conditions requi 




n a 


€ " 


1 



e 


M n + log{ 1 



M 


— € 




a 


la ligne L d'intégration entre o 




îs on a 



z 





\ 


a 


n 


a 


I 


_2 


II 


2a 


2 
il 


Z 


a 


2 
II 


: • « • 


^71— 1 



a 


f 1 

a%{a H — z)\ 


z n ç~ z> . 


d 



nous posons 



a 


n 


Z 


n—l 


• i 




n 



*7 

4j 


11 dz 


z) 


nous aurons 


e 


I 


a 


e 


■ 


Les polynômes M n étant ainsi déterminés, nous aurons 


satisfait à la question. Considérons en effet l'ensemble des 
valeurs de z dont le module ne 



pas un nomDre 



donné p, et soit | I le dernier terme de la suite 


qui ne surpasse pas p. On aura 


a 


c 0 


a 


i 


5 


• # * 


V{z) 



e 


M 

1,1 ri 


I 


0 


Or, da 


.S 


a 


e 



le domaine considéré, on a 


z 


^p, et pour 


et, par suite, 


a 


n | > 


a 



p 


les 


valeurs de plus grandes que pi on a, d'autre part, 


n 



P) 


Le terme géné 




la série ^ <§J a 



a on, 


c son mo 


du! 




moindre que le terme général d'une progression géométriq 
convergente et indépendante de z) la série sera donc unifor- 
mément convergente dans le domaine considéré. La série 

i 



<v n sera 



e dans ce même domaine, car on a 


o 


P 


n 


< 


a 


tl / 


a 


[ji-hi 


P) 


/dési 



membre est encore 


métrique convergente. 


a longueur de la ligne d'intégration. Or xe second 

e général d'une progression géo- 




QO 


La série "V à„ sera donc, dans le domaine considéré, une 


00 


fonction synectique, ayant p 




vee 




en sera ae 



I _ 


J. 


il. 


2 4 



même de l'exponentielle 


Vif 


e 


1 



qui d'ailleurs ne s'annulera pas dans ce domaine. 


M* 
ais, d'autre pqrt, l'autre facteurde P(-s) 



t une 



entière, 


qui : 


ne 




points # 0? ... 



ction 


Donc 


P(s) est synectique dans ce domaine et admet les zéros ci- 


dessus à l'exclusion de tout autre. 

Gomme on peut faire croître indéfiniment le nombre p, on 
voit que P(^) est bien une fonction entière, dont les zéros 
sont les points a Q , . 


a 


341. Nous avons supposé que le point z = o ne faisait pas 
partie de la série des zéros donnés. Si l'on voulait obtenir 
une fonction pour laquelle ce point fût un zéro d'ordre m, il 
suffi 



rait de construire, par la méthode précédente, une fonc- 


admettant les autres zéros de la suite et de la multiplier 



ar z m 




ant ainsi construit une fonction entière/ (s) ayant 


les zéros 


gênera 


prie te. 



andés, 





ons-nous de trouver l'expression 
s fonctions entières qui jouissent de cette pro- 



Q/(s) l'une d'elles. Le quotient Q n'aura 
évidemment ni zéro ni point critique à distance finie. Son 



e n 



a donc pas de 


finie et sera une 



ction entièr 



ues à distance 


ignant par U, on 


aura 


/.(*) 


e 


v 



Réciproquement, il est clai 




■ 

oute fonction de la forme 


ci-dessus jouira de la propriété demandée, le facteur e v ne 
pouvant devenir ni nul ni infini. 



343. On donne le nom de fonctions méromorphes aux 
fonctions dont tous les points critiques situés à distance finie 

s. 


sont 





s 


INTÉGRALES COMPLEXES. 

■ 

semblable fonction; # 0 , a iy 
^rés de multiplicité. On peut 


371 



mtière f(z 

mêmes degrés de multiolicité. La fonction F(z)f(z) = 


q 


ent 


F(-) 


f C s ) 
/(-) 


sera donc le quotient de deux fonctions entières. 



. Les fonctions entières et les fonctions méromor 



rentrent comme cas particulier dans la catégorie des fonctions 
monodromes dont tous les points critiques, situés à distance 
finie, sont isolés. Proposons-nous de déterminer l'expressi 



générale de ces dernières fonctions. 

Soient f(z) une semblable fonction; a l'un de ses points 


critiques. On aura, comme nous avons vu (307), a 


de ce point 



00 


/(*) 



a) 


m 



00 



m 

&m ( 


a) 


m 


Va 



m 


a) 


?(*) 


ons 



Chacune d 







es o (z) et (*) peut co 


uxseries P 

tenir un nombre de termes limité ou illimité; mais, dans ce 
dernier cas, elle sera convergente aux environs du point a. 

La série ty(z) sera même convergente dans tout le plan 
(le point a e 

D'autre part, il est clair que a n'est plus un point critique 



po 


ur 



s 



e la f 


fonction r f(z). La nature de la singularité que pré- 

n f{z) en ce point est donc caractérisée par 



la seconde fonction partielle 



z). 


345. Théorème de M. 





ee 


SECONDE PART 


CHAPITRE YI. 


une suite quelconque de points isolés a 0 > Q>\* • 


■ « 


1 


• * 


et une série de fonctions correspo 
de la forme 



771= 00 



II 



m 


772 


= 1 


/i pourra 
(z) ayant 



rs construire une fonction monodrome 




?0 




, 0 



(P 




• ■ 




weZ/e a n ne soit plus un 


t une fonction pour 
critique. 


tisfera évidemment à la question en posant 

m. J 



n 


00 


/(*) 


p*,), 


71 = 0 



1 Ûfl 


P 

* à é 5 1 // ? • ■ • 

telle sorte que la série f(z) et la série dérivée 



101S1S 



/'(*) 


p; t ) 


soient uniformément convergentes dans 



gion 



e 



plan qui ne contient aucun des points critiques a 0 . 




cho 


ercnons a 



rininer les 



nomes P, de manière 


a 


satisfaire à cette condition. 

ent Ç le maximum du module de $ dans la 

modules 



a 



a ni ...) nous les supposerons rangés par ordre de gran 



région con- 


? • • • 1 
denr 



croissa 



5 




e 




n ait 


lim a n 


00 


pour 


n 


00 


Traçons autour de chaque point critique a n , et dans ses 

nt le rayon ne surpasse pas 






«Tailleurs une 



1 constante, que nous désignerons par p 


On pourra assigner à n une valeur finie /r, à partir de laquelle 


on ait c 



am 



t a 


n 


p 



> i . Il résulte de ce 



inégalité que le cercle de rayon Ç, décrit de l'origine comme 

— 

centre, ne coupe pas le cercle de rayon o décrit de a n comme 


:entre. Mais le prer 
e second contient le cercle c n ; donc z sera en dehors du 



cercle c n (si n>k). 



t j 


se, on aura evi 



ment 


k 



) 




2<+ 


P») 


La première somme ne contient qu'un nombre limité de 
termes, dont chacun est uniformément convergent dans toute 

(car 


région qui ne contient aucun des points 



0, CL\ , 



la série à n procédant suivant les puissances ent 


tives de la variable 


i 


s pu 




et posi- 


z 



— j sa convergence est uniforme); 

donc elle est uniformément convergente, ainsi que sa dérivée, 
le quelque façon qu'on choisisse les polynômes P. 


Passons à l'examen de la secon 



somme. 


La fonction ty n étant convergente dans la couronne com- 


rise 



re le cercle c n et un second cercle G de rayon infini, 


et le point z étant d'ailleurs dans cette 


couronne, on aura, 


comme dans la démonstration du théorème de Laurent, 


<M 5 ) 



i 


2 7U 



c 


_l ri 

2%iJ U 


du 


z 


La fonction w n (u) et, par suite, la fonction — l - - ten- 


dant évidemment vers zéro pour u 
sera nulle (297), 


00 


, la pr 



aura simplement 



ière intégrale 


n( z ) 


2 


du 


Z 


I 


2711 


n 


i 


u 



Z 


"A * ' 


u 



z ) 





CHAPITRE VI. 


4 u étant un entier que nous nous réservons de déterminer en 
fonction de n. 

Les premiers termes de cette intégrale donnent un poly- 
nome en s de degré jji — - i. En le prenant pour P^, il viendra 



n 



n 


2 


V. 


Il 


TtîJ % U^lu — 

2iz i, J I uV-l a — 


z) 




Le module de u sur le cercle c n est évidemment >a rt 


P 



Soient M n le maximum du module 

■ 

cercle, \ n un entier positif satisfaisant à l'inégalité 


sur ce même 



2l 7l ) M n p 



( 


n 


P) 


On rendra les séries 







convergentes en p 



t 


On a, en effet, 


n 



p « I 


< 



i 


< 



27T (OC 


P 



n 


P)' 1 « 



2^» 


■ 

K,! désignant le facteur 


N 


I 



P 


a 


7? 


P 



y 




bignant le facteur 


0 


K 



i 


(a» 


P 


CM* 



2 A 



Les deux, séries ci-dessus sont convergentes; car, si n tend 

vers zéro. La racine ;i ième du 


R 



- ten 


n 



terme général tend donc vers zéro. 

'uniformité de la convergence résulte d'ailleurs de ce 



fait que ces 
de m* 



ni 



eurs termes indépendants 


346. Ayant ainsi construit une fonction f(z) satisfaisant 
aux conditions 



andées, on obtiendra évidemment la fonc- 
tion la plus générale qui satisfasse à ces mêmes conditions en 



lui ajoutant une fonction entière quelconque. 


347. Théorème. 


Toute fonction u qui a m valeurs 


pour chaque valeur de z et qui n'offre à distance finie 
que des points critiques algébriques est racine dune équa- 


tion algébrique de degré n, dont les coefficients sont des 


fonctions méromorphes de s. 

Ces coefficients se réduiront à des fractions ration 
nelleSy si la fonction n'a que des points critiques algé- 
briques^ même en tenant compte du point z = 




Soient, en effet, u 


U 


U 


n-i 


les n branches de la 


fonction. Un point quelconque a deviendra un point ordi- 


naire ou 


un pôle pour l'une quelconque d'entre elles, telle 

i' ' jm'm -m • -| -| • 1 * "i • 


que w 0 , si l'on prend pour variable indépendante une puis- 

î 



7 


Z. On 


sance fractionnaire de z, — a, telle que (s 
pourra donc, aux environs de ce point, développer u 0 en 
série convergente, suivant les puissances entières de Z. Le 


développement pourra d'ailleurs commencer par 



LUS- 


sances négatives, si le point considéré est un pôle pour u 0 . 



donc 



Si z tourne i , 2 , . . . , q 
reproduira, multiplié par 




fois autour du point a, Z se 



di verses racines q 


te nies 



l'unité 



SECONDE PARTIE, 


CHAPITRE VI 



s désig 



S 


bran 



par G, 9 2 , nous obtiendrons g 


i 


1 


a 



ction, représentées par les séries 


u 


i 





ZP 



# * 


• 1 



B 



i) 



• 

" 1 » • • • 




evons ces égalités 


a 



ue 3 et ajoutons 1 




ant un entier 


• * 


i 

D'ailleurs 

Z 



mbre ne change pas, si l'on y change 



e 




e du second ; 





e 




5 


Y- 


la 



k 

o 


• • S 


-h. ..H 




multiples de q \ donc, enfin 



nt les 


veloppa 



en série 




croissantes de la quantité 


e cycle de 



ociees Un, u 



on- 


un résultat analogue. Do 


somme S* 


des puissances A lèmes des diverses branches de la fonction u 

I 


est une 



ction monoclrome 




z 



ur 


1 


aqu 




est un point 



aire 



uelcoii 



k sera une 



e point a 

Mm 

nt d'ai 


osons enlin que 



s générale 



un 



soit un p 
ilique algé 



t ordinai 





î 





aux environs 



qu 



ur la fonc- 


u 0 . u M _i sera dév 






el 


croissantes 


i 



uissance 



onnaire de -> telle 





un rai 


que oo est un 




t identique au précédent montre 


ordinaire ou un pôle de S#. Donc S*, 


n'ayant pour points critiques que des pôles, sera rationnel 


en z. 




s 




• * 




t les racines de 


ion 



u 


u 


n— 1 


) 


O 


dont les 
entière 



RALES 





cients, s'exprimant en fonction rationnelle et 


sommes 


méromorphes (ou des fractions rationnelles) 
temps que ces dernières. 


seront des fonctions 

de z en même 



. Théorème. 


éauation en u est irréductible* 


on pourra, en faisant décrire à la variable z un contour 

■ 

fermé convenable , passer de la branche u 0 à V une quel 
conque des autres branches u n _ { . 

Supposons, en effet, qu'on ne pût passer de la branche u 
qu'aux branches u A , u m , mais non aux branches sui- 

branches w 0 > u ™> seraient évi- 





m-\-i ? • • • 5 



demment permutées exclusivement entre elles, quel que fût 
le chemin suivi par la variable z. Et l'on verrait, comme tout 


à l'heure, que les coefficients de l'équation 


UQ } • • m U 


M m ) 


O 


seraient des fonctions méromorphes (ou des fractions ration- 
nelles) de z. L'équation en u admettrait donc un facteur < 
même forme et de degré moindre. 



m J 


ë v 


'4 


r 


3 7 8 



CONDÈ PARTIE* 


CHAPITRE VN . 



VIT. 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


» . 


I. 


Des 




. On dit qu'une fonction /( u) est périodique et ad- 




per 



2w, si elle satisfait à la relation 


/ ( « 


2to) 


■ 

Si f{u) admet plusieurs périodes, 2 0), 2to ; , 2 0) rt , elle 
admettra évidemment pour période toute quantité de la forme 


2 m 



F t 


m, étant des entiers quelconques, positifs ou néga- 


tifs. 


Si toutes ces quantités sont différentes, 



que les 


n H- 1 périodes 203, 2a>', ... sont distinctes. Dans le cas con- 

ctions linéaires, à coefficients entiers 




traire, ce seront 

■ 

de n nouvelles périodes 2Q, 2Û', 2Q /2 " f 



En effet, il existe entre elles 


5 



linéaire à coefficients entiers 



r 





a- 



(1) 


2«W 


a! d 



o. 


Soit a le plus petit ( en valeur absolue) de ceux des coef- 



îents a 



111 ne 



pas n 




Jn aur 


a 


aq 


t 



1 


a 


If 


aq 



• 1 


4 

q ! , q r/ y ... étant des entiers, et r\ r ff des restes inférieurs 
a a en valeur a 



p 


FONCTIONS 



3 79 


Posons 


2 (0 + 2 gr' W' -h 2 (f &/ 4- . . . 


2C0 


Il est clair : i° que 2gj, est une période; 2° que %m % 2u/, ... 
s'expriment par de 



inéaires, à coefficients entiers 
de 2to M 2 0)', .... Ces nouvelles périodes sont liées par la 


relation 


2 ac»>i 4- a r'a/ 


» ■ 


o 



où les coefficients, sauf le premier, sont moindres en valeur 
absolue que dans l'équation (x). Par une suite d'opérations 
ogues, on arrivera finalement à un système de périodes 
aO ; 2Û', ... liées par une équation où tous les coefficients 
soient nuls, sauf le premier. Celle des nouvelles périodes, 
2Q" par exemple, qui figure seule dans l'équation, sera donc 
nulle et disparaîtra des formules, qui donneront 2 to, 20/, 
2o> w en fonction de 2Q, 2Ù', sQ'^ 1 . 


350. Théorème. 
deux péri 



Toute fonction admettant plus de 







le rapport soit réel, admet une période de 




a 





que toute quantité donnée. 
Supposons d'abord que nous 




rons 


■ 

* t * I 1 * 

trois périodes dis- 



2 0) 


No 


période 



2C0 


/ 




{3% 


2 


us aurons, q 


u 


el 


p'i. 


* 1™ 





tiers m, m! r , m", la 


2 7?£C0 



2/n'co' 



2 m" a/ 



m'a' -H m" a* 


(m(3 




Soient M une limite supérieure des modules des quantités 


a, a', a", [3, (3', [3% et k un entier arbitraire. Donnons à cha- 


cun des entiers m, /n', m" la suite des valeu: 



Pour chacun de ces systèmes de valeurs, en nombre ( k 




O 3 » 


on aur 



ma 



a'-f- 



< 



m" (3" 



3 M A-, 


38o 



SECONDE PARTIE. 


CH 


E V 


Soit n le 



s grand entier moindre que (k + i)*. Parta 


geons l'intervalle de 



d'amplitude 



ri 


3 


chacune d 



n intervalles 




deupL 



ma 






ff -Jt 



5 


m (3 




m u (3" 


tombera dans l'un ou l'autre de ces intervalles, et le nombre 



des hypothèses distinctes qu'on pourra faire à ce sujet sera /i 2 . 
Ce nombre étant moindre que (k -+- i) 3 , il existera néces 


sairement 


m 



x 


stèmes différents 


m K , m\ \ m\ et m 2 , m! 






m'J a" et m K $ + -\- 



2 5 



nbent respectivement dans les mêmes intervalles 



m 2 a + m[ 2 a' 4- m* a" et m 2 [3 
suite, 





(3". On aura, par 


M 



m t )(x 



( < 


m\) a! + (m\ — m\)<x'\ 


6Mk 


< 


n 


(m 



(m 


m 


i 




m", ) a- 1 ; «M*i 


d'où l'on conclut l'existence d'une période 


2& 


( m 


m x ) 2 co 





m* ) 2 a>", 



e module moindre que 



6Mk 


n 






ression qu'on peut 


e en pr 







rapport à /r. 



z gr 


and, 


car n est d'ordre 


3 


par 



51. Admettons en second lieu qu'on ait deux périodes 
distinctes 2co, 2to', dont le rapport /■ soit réel. Il sera incom- 
mensurable, puisque les périodes sont distinctes. Posons 


i 




r 


î ? 


r 



r 


2l 


^, ... étant des entiers, et r u 



restes dont chacun 




une sui 


a 




te 


illimitée 


s égal en valeur absolue à 



ONCTIONS ELLIPTIQUES. 



a moitié du précédent. Multipliant ces ée-alit 


38 


i 


viendra 





v 2 to, il 


2(JL) 


2</tu' 



2T,C0, 


2 Gt) 


Çi 2 r x co 




s donc une suite de périodes % r K to, 2 r 2 io 1 . . 


dont les modules décroissent indéfiniment. 



2. G 


1 plus 

* 


1 

Une fonction analytique unifi 



périodes distinctes dont le rapport soit réel, à moins de 
e réduire à une constante. 

Car les points pour lesquels la fonction reprend la même 
valeur étant isolés ( t. I, n° 339), il ne peut y avoir de pério 
infiniment petite. 

Dans l'étude que nous allons faire des fonctions à plusieurs 
périodes, nous supposerons toujours qu'il s'agisse de fonc- 
tions analytiques uniformes, et même méromorphes. Elles 
auront donc deux périodes 


2C0 


1 


a 


ont le rapport 


+ Pi** 


2 ût) 


ot 



p 2 ï, 


r 


2 



(M 


OC j 0^2 



oc 


i 




ft 2 


2 
1 


^ 2 ^ . 



Pi 



sera un nombre complexe, oa partie imaginaire aura le signe 
déterminant aj j3 2 — a 2 j3, . 

353. Avant de procéder à cette étude, il nous faut établir 
lques propositions relatives aux substitutions linéaires. 

ui consiste à remplacer 2 o> 4 , 



On donne ce nom à l'o 


m to 2 par de nouvelles quantité 



2 CO 


2 a oyi 



2 6a) 2 , 


2 0) 


2CC0i 



2^/g) 


Cette opération S se représente par la notation 



a 


b 


c d 


ter min 


Le déterminant ad — bc = D se nomme le 
de la substitution. On doit le supposer différent de zéro 




4 * 



c 


a 


E PARTIE 





es 2U,, 2 



era 




dx 



bz 


(fla!+ ba 2 ) (ca, + da 2 ) + (a6i-i-63 2 ) (c(3 




)-+■(«! P« — a 2 



1 


6a 2 ) 


Sa partie imaginaire a le même signe que dans t, ou le 


1 T » 

■ ■ ■ 

par la substitution inverse 


2 



2 aoo 


2 6co' 



D 



2 


signe contraire, suivant que D est positif ou négatif. 
On peu t passer 



2 



2 (0^ à 2 W 1 , 




2CG) 


/ 
1 



D 


2aco 


9 


de déterminant 


i 


D 


Si a, 6, c, sont entiers et 



~in i ; la substitution 




aussi ses coefficients entiers, et les deux 


formules 


2m l (ù i h- 2/7l 2 C0 


2 w'j 


2 m' 2 ûû' 2 


z?2 2 , m *> e nt, ers) représenteront 


t la 



quantités. On dira dans ce cas que les deux systèmes 
riodes (2 g), , 2<o 2 ) et (20',, 20)!,) sont équivalents. L'équi- 



sera propre ou impropre ^ 


suivant que D sera égal 


1 ou à 


nt 2o> 


à 2d)p 2 Ci>2 


1 • 



2 (x) 


1 




périodes liées 


2 a'coi -h 2 ô'w'j, 


2GÙ 9 


2 <?' 0)' 



2 d' 0) g - 


On aura évi 





(ba r 



2W 


2(ac' 


cd f )(à x -+- 2 




db f )<ù % , 
dd r )(ù^ 




a 


c 



S 


c 




1 


I 


ELLII 




■: 



auront donc pour résultante la substitution 


aa 


t 



cb 


ba 


t 



ac 




bc 



db' 
dd' 


5 


que nous représenterons par SS'. 

En général SS' et S' S représenteront,; d'après c 
substilutions différentes ; mais on aura 

SS'S"=S(S'S'). 



5 



Nous désignerons naturellement par S 2 , S :v , les substi- 
tutions SS, SSS, par S~ { la substitution inverse de S; 



par i la subsli 


o 



qui laisse les périodes ina 



lerées. 


Dorénavant, nous ne considérerons 


tutions à coefficients entiers. 



le 


s 



Stl- 


354. Nous donnerons le nom de substitutions élémen- 


taires aux suivantes : 


L 


i 


o 


o 


I 


J 


M 



o 


o m 


N 


i i 


O I 


A 


I O 


I I 


•) /v 1 




A" 1 


m y n étant entiers et positifs. 

On joint souvent à cette liste la substitution 


B 


o 


î 



o 


mule 



A» 1 Ai A „ 1 • 


On a réciproquement 


Ai 


BA^B- 1 



o 


i 


9 

Celle-ci s'exprime au moyen des précédentes par 


i 


i 




r- 


Théoreme. 



substitution S à coefficients 


entiers est un produit de substitutions élémentaires. 


86 





S PA 




fit d'établir ce 



le déterminant D est 
aurait immédiate 



S 


i 


o 


o 


j 


S' ayant pour déterminant 





grand comm 



chapitre vu. 



oreme 



r 


les 





Car f 


s 




a 



\ 


c 


d 


LS', 


D, qui 


sera 


était négatif, on 



commu 


a 


oser en outre que a. b, c* d aient pour 

L Car, si m est leur plus g] 






îviseur, 



ma 


t 


b 




on 



S 



o ^ 



a 


! 


t 



C 


I 


d 


t 



f 


1 


S' étant une 



ficients n'ont plus de diviseur c 


D 


m 








2) 


S 


I 

I 


et, d'autre part, 


S 




S 1 , S 2? S 3? S 4 ét 



a 


c 


que S et 



i 


1 


o i 


I o 


i 


cl 


a 





les coe 


o, et a, 6, c, d sans diviseur com- 




d 


d 
b 





S 




de même 



rminant 



n'ont pas de diviseur commun 


osons, d'après cela (si c n'est 



n aura 


d = c X ! + d 


c 

d { 


c 


• ■ 


d x H- 
d. 2 f/-2 H" 



c 



21 


21 


pas 


o 


o 





< 



5 



2 < %9 


o < c 2 


4 ■ 




, = o 


ésignant le plus 
d'après les formules (2), 



commun diviseur de c, rf; et, 


S 


TS', 


T 


A} 1 Ajjf 1 ... A}* Af k élant un produit de substitutions élé- 


et S 


me q taire s 


que S, dont le 


une 





cien 


mais de la forme plus simple 



P 



n est p 



d f 
b f 


S 


1 



a 



t 


o 


d 



b% 



d f 







ur commun 


Fir d\ posons de même 


o 


o 



< 


< 



b ! 


d\, 


On aura, d'après les formules (3), 


S' 


s" r r, 



taires, e 



1 1 étant un produit de si 
" une substitutiôn de la forme 


élémen- 



a 


C 



où # étant égal au plus gr 




M 



de d' 




d'. 


J. 


II. 


25 



A 2 , et S" une 


substitution de la forme 


S 


/// 


a 


II! 


b 


O 



m 



7 


J 



m 



En continuant ces 


oper 


à une substitution réduite 



on a 



e 





S' 


a 


y 


ô 


o 




'un des coefficients (3, y, par 





ra nul, l'autre 


ivisible par S. Les coefficients n'ayant pas de 





mmun, a sera 



ier à o. 



po 


se, on aur 


a 




(3 

<5 



(3 


o 




5 


COI 



e 



- oc et o ont p 


l'unité. 


our p 


lus grand commun diviseur 


a 


O 


Ù 



i 


@ étant un produit de puissances de 
tution de la forme 



1 » et S une substi 



! 


O 


T 




O 


I 


D 



a su 





arrivons, doit avoir le déterminant D ; 

Nous voyons donc que toute substitution S de détermi- 
nant D, et dont les coefficients n'ont pas de facteur commun, 


» * 







is la forme 


S 


D 


o 


IQUES 


38 7 


o 


i 


T 


2) 



étant des produits de puissances (positives ou néga- 

■A 


T, et 

tives) des deux substitutions élémentaires A 1? A 


ooo. ooient 


(4) 


T, 


a\ bi 


T 


et considérons deux systèmes de 
2 0)' 2 , liées par les relations 


2 Gi> 







i 
j 


S 2tO l5 2 COo et 2<ù f i7 


2CC0j 




2^ 



1 


2a 1 GJ 1 + 2 6 1 C0 2 


2*2', 


2 1^2 J 



aurons 



ia 2 Q\ -h 2 bïQI % , 


2C0 2 


2 c 2 12 1 



slitutions T <? T 2 ayant l'unité 


i 



2 d 2 Qi f . 2 * 


4 
* 




terminant, 

2 Q, , aQ 2 seront proprement équivalentes à 2 co ( , 2a) 2 , et 2 û* , 


2 le seront à 2w 



o * 


Grâce à ce remplacement des 


périodes initiales par d'autres équivalentes, la relation (4) qui 
existait entre celles-ci a pris la forme plus simple 


2Û' 


2 


2 £bg • 


356. On obtiendrait une réduction analo 

I 1 



quoiq 


ue 


moins complète, en conservant les périodes 2w p 2to 2 et 
remplaçant seulement 2 0) h 2o> 2 par d'autres périodes équi- 


valentes. Nous avons vu, en effet, au début de la démons 


tration 



qu 


5 


on a 


s 


— ■ 


TS'. 



8 


SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE VII. 


S' éta 




j 


a 


t 


o 



■ 

Si, au lieu d'appliquer l'algorithme du plus grand divi- 
seur aux coefficients c, ainsi que nous Pavons fait, nous 



avions opéré sur a, 6, nous aurions pu faire disparaî 
second coefficient au lieu du troisième et meltre S sous la 
forme TS , où 



/a o 



y 


t. 


Celte substitution ayant le déterminant D, nous aurons 


D. 




Y, S 


comme nous avons 


n 



S 



A* 


2 \ 



facteur 


o 




et que 




facteur 


poser de A de manière 
où y soit l'un des nombres 



u dans T, nous pouvons 


une 


sub 


lté o, i , . 



i (ou, si 


on le préfère, un nombre choisi à volonté parmi ceux qui 


1 


ni 



rus suivant le module S) 


Soit encore ici 


T 


a 


c 


i 





2 ûtj COj 



2^,0)2, 


2 £2, 


2C 


1 



2 u j CO 2 • 


\ 


7 


La relation entre les périodes 2Q0 et 2W,, 2tù' 2 de- 



ra 


2(0 



o 


u 


1 


2 2t£2,, 


2co' 2 — 2y&i 



2D£2. 


2 ôw^ , 


2D£2 9 


2Ô0 



1 


(«5 


D), 



2aa) 2 . 


FONCTIONS ELLIPTIQUES 





.a. 

porte de dé 



ombre des systè 



de 


valeurs différents que peuvent prendre les nombres a, y, S 
d'après les conditions ci-dessus : 


aà 




à; 


oc, y, à sans facteur co 



un. 


D 


Pour cela, décomposons D en facteurs premiers. Soit 

1 devra prendre pour S un diviseur de D, 


O 


tel que p m p ,ml ... :, et pour a le facteur complémentaire 
P 


il— m pt ni— ml 


* # * 


On sait que chaque nombre de la suite 
t déterminé sans ambiguïté par les r< 


p 


é • » 


I 


J 


1 


? • * ' ? 


qu on 


Mai 


T 


avec 8 et a. Pour cela, il faut et il suffit : 


* 


i° Que p m , p n ~ m , r ne soient pas tous divisibles par p\ 


2° Que p fmf , p " , / 


ffil-mi 


J 


ne soient pas tous divisibles 


par p 


e 



Si donc nous désignons par cp (p n ) le nombre de systèmes 



valeurs de m et de 


r, telle 


s qu'on ait 


o< r 



P n m i r sans diviseur commun), le : 


nombre JN des solu 


tions 



ees sera 


Or si m 

P" 

que les p 


r pourra 






n 



> les valeurs de o à 

_ 

ne pourra prendre 


. Enfin, si m 



ne 


Donc 



eut prendre que la valeur o. 


n 


P 



2> 


m 


p 


m 


■ 


P 



« i 


/i — i 


I 



I 



1 


■ 


o 




p n 
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CHAPITRE VII. 



I 



9 t 



. Les substitutio 



a 


c 



de déterminant i peuvent être ré 


tinctes, suivant que 


leu 









en e 



a con 


un au moins 



de 1 


îcients est 



six classes 





ad 


pairs ou 
bc = 1 : 


fi* • ^ i Al* 1 

icients situes sur la même ligne ou 1 


peu 


sont 




A 

e 



pairs a 









es seules 



admissib 



O 


i. . 

h. 

IV 


v 

Y • • ■ * 




n a 




* 

■ 


s 


* * » * 


• * 


. • • . 





C 



a 9 d 


m I 



pairs 




c, d 
a, b, c 



)> 


» 


c, 
b. c 



c 


b 



d 




appartient 


1 


a 


à la classe IV, V 


n a ae me 



1 


a 


b 


i 


o i 




c 


a 


d 





î 



b 

d 





ir 


» 


a, pairs 




v 




n, m. 


^2 A 2? 




O 


n 




pourra donc, sui 
cette substituti 


se II, I, IV, III, VIouV. 

la classe à laquelle appartient S, 




sou 



7 



e des six formes 


T, 



27 



TA, 


7 


TÀ 2 A 1? TA 1 À 2 Ai, 


T 



e substitution de la première classe. 


FONCTIONS ELLIPTIQUES 


Cette substitution T 
des substitutions 



A 2 


A 2 

^2 



T 


et 


a 


b 


c d 


elle-même de la composition 


B 


i 


o 


a, a impairs 
c pairs 


o 


La relation ad 


d'où 



a 


i montre qu'on a 



(mod4), 



T 


(mod/j) 


Supposons d'abord a= i (mod 4)- On pourra 


sans 



iguïté une suite d'entiers pairs 2X, 2 jx, 



relations 


2^a H- ôj, 


(2 - 



1 


6 4 1 < | a 


5 


f- a 



• •••••• 


Posons de même 


2^C 


2 





X 


Les entiers 6, 6,, .., c, c f , ... seront tous pairs, et les 



#5 #f 




| , • • • 

quantité 6 



d'où 




.., d % , ... congrus à i (mod 4). Gomme 6, 
en valeur absolue, on aura finalement une 


o; et l'on aura évidemment 


T 



k 


kf Af . 


i 


d/<. 



k+1 


O 


c/c d k 


■ 


-M 



I 


(modii), 


i . 


■ 


■ 



ECONDE PARTIE. 


CHAPITRE VII, 


; 

Enfin c/ f est un nombre pair; en le représentant par 2 


on aura 



Si a 



O 


c k < d 


1 (mod 4), on aura 



B 2 



c 


et la méthode ci-dessus perr 



B 2 T 



ra 


d'e 


produit de puissances de h] et de A 2 } . 


■f 



rimer T' par un 



. Le réseau des périodes 


déri 


ve 



ériodes fondamenlales 




2 &) 2 




2 l 




se represenler géométrique 



t 




t : 


t)ôin 



A. partir d'un 

Jl 

deux droites représentant 2 




onque 




bou 


, portons bo 
et 2d) 2 en grandeur et en 
Sur ces deux droites, construisons un parallèle- 


me 


des périodes. Les diverses 


le 


es vecteurs menés du p 



en grand< 


A 



aux points 


2 /^îg 61)2 



Ces 





oints sont les sommets d'un réseau de 
égaux. 

Nous dirons que deux nombres a, a! sont équivalents si 


lad 


ce 


1 




a est une période; et nous représenterons 



relation par la 



tion suivante 


a 



gue à celle usitée en Arithm 



ue 


b' 


b 


( 



m), 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


3g3 


pour exprimer que la différence de deux entiers 6, b ! est un 


multiple de m et qui s'énonce, comme on sait, en disant que 


b f sont congrus suivant le module ni. 
L'aire du parallélogramme des périodes est 


a, (3 


OC 2 p ] • 



gle extérieur 


4°) 



l'argument du 


rapport 



2Ci>, 



2 


1 


S'il est << 7T, la partie imaginaire de t sera positive; sinon 
elle sera négative. Dans le premier cas, si l'on fait le tour du 


Fig. 4o 



parallélogramme en s'éloignant du point A suivant la ligne 


2 0>|, la rotation aura lieu dans le sens direct; dans le second 
cas, le sens sera rétrograde. 


Les sommets du réseau resteront les mêmes, si l'on rem- 



place 2 <jJi , 2 to 2 par un système de périodes équivalentes 2 u>\ , 
2 to' Il existe une infinité de semblables systèmes. 


Appelons, en effet, période primitive toute période 


2 GO 


i 


2 m 



2 Tït ^ CO g ^ 


ou a/2,, /7Z 2 sont premiers entre eux. On pourra déterminer 

_ 


(d'u 


pre 




in 


s 


fini 



manières) deux nouveaux entiers n 2 



Ire eux et satisfaisant à la relation 


m*>n x 


i. 


SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE VII. 



aura ai 




seconde période primitive 

■ 


2 CO. 


/ 


2n x (à { -+- 2/l 2 C0 2 , 


et le couple 2(0^, 20)^ sera équivalent au couple 20)3. 
Le parallélogramme formé sur 2 2to^ a pour aire 


( 



1 


n 


m^n^) (aj (3 2 


<**f3r) 



ai (3 


a 2 pj 


il est donc équivalent au parallélogramme initial. 


360. Par une raison de sjmé 



que 


la 


sui 




étu 



ettra en évidence, il convient de considérer, conjoin- 


tement avec 



2 0) 2 , une troisie 




ériode primitive 



3î 



inie par la relation 


2 GO 



2 0) 


O 


laquelle exprime que ces trois périodes, mises bout à bout, 
forment un triangle fermé. 

Il existe donc une infinité de triangles de périodes primi- 
tives. Il jouent tous des rôles analogues dans la théorie. Il 
en est un toutefois particulièrement intére 
tenir comme il suit : 

Prenons pour point de départ un triangle quelconque de 




s, par exei 



e le triangle ABC 



me nar 



2 COj, 


BG 


2 0) f 


2? 


CA = 2 GJ 3 


Supposons qu'il ait un angle obtus, en B par exemple. 


Complétons 



arallélogramme ABGD et menons sa 


dia- 



sera un nouveau 


1 A T> 

ndre aue Ar5 



rimi- 


Si ABD a un angle 




, on en déduira un nouveau 


triangle de périmètre moindre, et ainsi de suite. Cette série 




mets du 


^rations ne peut se prolonger indéfiniment, car les som- 

2/w 2 to 2 étant isolés, il n en 



2/?? 


rné da] 


existe qu'un nombre borné dans un cercle de rayon donné 


* ■ 



ELL 



QUKS 



décrit de A comme centre. Il n'existe donc 





3rné de périodes de module moindre que le périmètre ABC 
et a fortiori un nombre limité 
moindre que ABC. 


de triangles de 


périmètre 





angle obtus 
triangle principal; ses côtés 


onc nécessairement à un triangle MNP sans 
. 40- Un semblable triangle se nomme 


MN 


NP 


2 12 2 , 




its périodes principales. 


e triangle MN'P', symétrique de MNP par rapporta l'un 


de ses sommets M, a pour côtés 


2 1 2 2 ^ 



est évi 



second triangle principal. 


361. Il n'en existe pas d'autre (si MNP n'est pas rec- 
tangle). Nous allons montrer, en effet, que les périodes 

2Û 3 sont parmi les périodes primitives, 


^ 2 11 1 » 

ri J 


2 0 o , 


celles dont le module est minimum, ce qui les caractérise 
complètement; et MNP, MN'P' sont les seuls triangles qu'on 


puisse construire avec ces six périodes. 

En effet, supposons, pour fixer 
au plus égal à I 2 Q 2 



idées, que | 2Q, ] soit 



a 


2 û 


Les angles en M et en N étant aigus et au moins égaux à 

l'angle en P, seront au moins égaux à «■ La hauteur PH du 
triangle, étant égale à 


4 


2& 2 |sinN=]2G 3 | sinM, 



is éerale à 


2 £2* 


s/ 2 



et a 


2 £ 2 9 


v/2 


, construisons (/Z^. 4 1 ) I e réseau de para 




our s 

Les modules des diverses p 


s les coi 



les distances de M aux so 




repr 


2/?loQ 




s 



r 


ets du réseau. 


1 


de M sur cette droite ayant son 
ces deux poi 



module 


* * * 


Les 




ceux 


minimum 





JK2J 




2l£ 3 





2^2 


qui 



et 


es ce 


et 


situé entre P et Q, 
nnent les périodes de 





r 



F 



2 




i 




ulemi 


HllililSi 



eues 




ant 



x au 



ériodes dont le module e 





■ • 

grande que 2Û 2 \ et | aQ 3 , et a 




otre oroDosi 




nous 



diculaire à 




rectangle, en 




par ei 





égal à 2 PH> 
ortiori plus 




onc établie. 



NP serait 



2^ 




opposée l 



362. On a souvent intérêt à 



îsir 



péri 



es pnmi 


2(o;, 2to 2 , génératrices du réseau, de telle sorte que 





t' ait le 

positif, et le plus gra 





Oit 



ient s de sa partie imaginaire 


2 0) 


a 


i 




1 1> 


2 CO 


2 " 


a 




coefficient est égal (3o2) à 


«; (3; 



s 


a 


'2 



2 « 


1 


S désignant l'aire du parallélogramme (2(oJ, atOg), Cette 

ante du choix des périodes fonda- 



aire étant 

mentales (359), on voit qu'on devra prendre pour 2<o, la 
période de module minimum ; nous avons vu le moyen de la 


déterminer, connaissant les périodes initiales 2to<, 2co 2 . 

Il existe une infinité de périodes qui, associées à 20)^ 
forment un système équivalent à (20),, % tû 9 ) ; elles sont deux 
à deux égales et de signe contraire. On pourra prendre celle 

d'entre elles qu'on voudra pour 2co', en choisissant son 
■ * i 3 3 

signe de telle sorte que s soit positif. 

Prenons, par exemple, pour 2o>^, la seconde période NP 
du triangle principal MNP (fig* 4 2 )- L'aire de ce triangle 

m 

Fig. 



4 


est -j S ; d'ailleurs 



étant son plus 


son plus petit angle; l'un au moins 


petit côté, P sera 
des angles M, N, par 



e N, sera au moins é 


s 




PH 


— 2 


MN 



1 à 


7T 


• On aura donc 


PN.-_.7T 

MN SinN > S,M 3 





mes généraux sur les fonctions elliptiques. 


Nous appellerons, pour abréger, fondions ellip- 


tiques, les fonclio 




phes à deux périodes. 


héorème. Une fonction e 
nécessairement à une constan 






entière se ré 




Car son module reste borné dans un parallélogramme des 
périodes, et, à cause de la périodicité, dans tout le plan. 


I" 


T 


HEOREME. 


La somme des résidus d' une fonction 

situés dans un 


elliptique f(u) par rapport aux 



para 



ranime 



pen 




nu 




r 



somme est égale à 


1 



b 



e 


2 71/ 



. / f{u)du, 


prise dans le sens direct autour du parallélogramm 



le est 




r ce 



e 



■ 


x cotes op 




pris 


sont égaux et 


ne contraire. 


On nomme ordre de la fonction f(u)le nombre des pôles 
qu'elle possède dans le parallélogramme, comptés chacun 
avec son degré de multiplicité. 

Cet ordre est au moins égal à 2 ; car si l'on n'avait qu'un 
pôle simple, le résidu correspondant A étant différent de 

e. 


zéro, la somme des résidus ne serait pas 





4. T 


HEOREME. 


Si la fonction f(u) est d } ordre l: 


T 


0 V équation f (il) = c, ou c est une constante quelconque, 




inégales; 
celle des pâles: 


a dans le par 

la somme 



ranime 


racines, eg 



ou 



ces racines est équivalente à 


Soient, en effet, a<, a/ les pôles de f(u); y l9 
les racines de f(u) — c = o dans le parallélogramme : 


m * * 


» Y* 


i 


0 On 


aura 


k 


l 


./' ( u ) 


C 


du, 


- 



il I 


ON 





ogramme; 



) 



) 



dique comme f{u), cette 


2° On a, d'autre 



5 



y 


Y 


JL Ç 11 f 


u f ( u ) 


c 


du 



correspondants de l'intégrale pris sur les 


Fi g. f\ 3. 


D 


A 


JjU 

— « 

2uu 



B 



et 


côtés opposés ÀB et CD ( fig. 43) auront 



donc 


i 



«/'(") 


f ( " ) — 


C 



/ / (tf + 2W 2 ) 



u 



2C0 2 ) 


C 



(u 


Leur somme sera 


2 Oh 



) 


/(") 


c 


La som 





pour 





2 



s suivant les cotés 



et CD sera 



4- 


2 CO 



A -1-2 Wi 


A 


Or /( a 


( 


; reprend la même 




aux 


de 


ux 



L'accroissement 
multiple de 2tcz 7 tel que — 2 tyi^tzI 


ogarithme ne peut donc être qu'un 




sera, de 

1 




2 ^2 


somme 




înté- 


i 


De même, la somme des intégrales suivant BG et DA sera 


de la forme 2 m 



y. 


y 


On aura donc 



2a 


2 m 



1 "M 


2 m 2 co 2 


ooo. Iheoreme. 




fonctions f(u), o(u)aux 


mêmes périodes ont les mêmes pôles dans le parallélo- 



et si la partie infinie de 



i 









cun 




ux est la même, leur diffé- 





une 



2° Si deux fonctions f(u), cp 



, aux mêmes pei 



ont les mêmes zéros et les mêmes pôles dans le parallélo- 


gramme {avec la même multiplicité) , leur rapport est une 


constante. 



r f(u) — dans le premier cas 



ans le 


-^5 



nd, sera une fonction elliptiq 


que 



/(") 

C'est donc une 




1 


366. Théorème. — Pour que deux fonctions elliptiques 


f(u) etv(u), admettant respectivement les périodes âw,, 


2to 2 et 2(i) i? 2o> 2 , soient 
il faut et il suffit que l 




/ 


une équation algébrique, 


2 o)[ 2 se ré 






2(i)<, 2(i> 2 , 20) 


mctes. 



, en effet, qu'on ait la relation algébrique 


o 


F(/, ?) 



id 



nomes en o. Changeons dans celte 
té u en u-+-2m[ toj, m\ étant un entier. Ce change- 


A, A M ... élant des 



me 



pas ©, il viendra 


o - 


A/ x (« + 2m[(ù\) + Ai/*- 1 (m -r 2m[iù\) 



D'ailleurs 


5 



e 



pas 


si Ton augmente u de 


2 a/î | o>| + 2 /n 2 (o 2 . Posant donc 


2 m', coi 



m 4 a)! 




FONCTIONS ELLIPTIQUES. l\0\ 


nous aurons 



h a) + A 1 /x-i( M + d)H- 




J df \ df- J 




i . 2 



1 les trois périodes au;, 2<ù t , 2w 2 étaient distinctes, on 
pourrait choisir les entiers m,, m', de telle sorte que S 
devînt plus petit que toute quantité donnée. Les coefficients 
de chaque puissance de S seront donc nuls séparément ; on 





dF d 9 -F 


d'où 


âf~ àf T = 


A — - Aj — ... — o 



Donc <p(w), satisfaisant à des équations algébriques à coef- 
ficients constants, se réduirait à une constante. 


0 1 * 
n a donc nécessairement entre les périodes une relation 


de la 



rme 


■ 

( 0 2 m\ -t- 2 m x cot H- 2 ah 2 co 2 = o. 


On démontrera de même l'existence d'une autre relation 


(2) 2Al' 2 a) ; 2 + 2^0)!+ 2rt 2 G) 2 =0. 



périodes données se réduiront donc à des 


fonctions linéaires de deux périodes distinctes. 



Réciproquement, supposons l'existence de deux 


relations telles que (1) et (2); les deux fonctions f et cp seront 
liées par une équation algébrique. En effet, elles admettent 
un couple de périodes communes 

2 £2 2 = - — 2/2 2 C0 2 = 2/Î! 61)!+ 2 tt 2 &%. 


Sur ces deux périodes, formons un parallélogramme et 


soient respectivement jx, v le nombre des pôles de / et de cp 



J. — II. 
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qui s y 
donnée 



correspondent u, 


HÀPIT1 

chaque valeur particulière / a 

de valeurs de de la 




e 


a 



et à chacune de ces classes une seule valeur de cp. Ainsi, à 


chaque valeur de ^répondent pi valeurs de <j> et de 



<p, v valeurs de f. 


chaque valeur 

ailleurs, cp considère c 




de f n'a que des 


points critiques algébriques. Soient, en effet, / 0 , u 0 ,v 0 trois 

1 


valeurs correspondantes de f, u, cp. A 



valeur u 


Moi les 



c 



des développements de la 


meromor 


e 



s y et cp 


environs 




/ 


0 


"o) a 
«o) P 





Ni (a 


M 0 )P 


a+l 



-i-l 



I 

a et jâ étant des entiers positifs : si/ 0 , cp 0 , sont finis; dans le 
cas contraire, on aurait des développements analogues pour 

y ou — et la conséquence serait la même. 



La première équation, résolue par rapport k u — w 0 , don- 


nera son expression par une série de puissances fraction- 


nair 


ti 



de / — f 0 . En la subs 




dans 



secc 




e equa- 


Donc f et cp seront liées par une équation algébrique ( 347). 

•m m m -, 4. m. %. ' » i 




on obtiendra une expression analogue pour cp 



-c 


î s 




général de degré u. par 



ort à cp, et de 


degré v par rapport à f. Ce degré peut toutefois s'abaisser 
dans certains cas particuliers. Supposons, par 



que/ - et cp soient des fonctions paires de U. Les diverses 


classes 



valeurs de f qui correspondent à une même 


valeur de u se répartissent en couples, tels que le suivant 


u 



2 ni 



2 



2) 



2 m 


i ^i 



2 /?! 


£2 


2- 



tes les valeurs d'un même couple correspond une 



cd, d 


e 



sera réduit de moitié 



e l'équation en cp 




e que 

est évidemment de même de son 


degré en f. 



GTIONS ELLIPTIQUES 


4o3 




LLA.IRE. 


Toute fonction elliptique f (u) est 


liée à sa dérivée par une équation algébrique. 


En 



et f {u) admet évidemment les mêmes périodes 


que/(w). 

Cherchons le degré de celte équation. Soient u i7 Ui 
lés pôles de f(u) dans un parallélogramme; a,, a/ leurs 
ordres de multiplicité. Aux environs de l'un d'eux, Uk, on 


aura un développement de Ja forme 


/(«) 


u k ) - a k 



A,(t/ 



9 m 


d'où 


/'(") 


i 




ombre des classes de valeurs de u qui correspondent 
à une même valeur de f sera égal à Ea# ? et le nombre de 
celles qui correspondent à une même valeur de f sera 





i. 


L'équation sera donc du degré Sa* en/' et du degré 2a* 



i 


en jm 


369. Nous venons d'établir quelques propriétés générales 
des fonctions elliptiques; mais il reste à prouver l'existence 



effective de semblables fonctions et à les construire. Ce sera 
l'objet de la Section suivanle. 


III. 


Les fonctions pu, Ç«, tfu. 


370. Posons 


( 



(2) 


(3) 


tu 


Ç 



U 


U 




I 



* À 


U 




I 


u 


U 



2[ 


I 


2 w 2 


I 



II 


-7 


w) 


2 



■ i 


J 



°4 




ITRE 



• % 



□il s'étendant à tou 



valeurs de w 



2 m K tù i 



2 


oj 2 (le système 



m 


2 


0 



ce 


i m 


que 




l'accent dont les 



et 



vergen 



réseau 


ar exem 



9 * 

perio 
peut s'écr 



T 


( 11 


y 


2 U W 

■ 

w' 1 ( u 


u 


A 


2 


3 






c 


limite 2U 




nt le module 


reste borné dans R 



n a vu que la série 




! 


. ], n° 3 




hnonslralion s'appli 



aux 





ment 


ri u 




M 


pu 


r 


pu 


3 




U 



2 




* j* • Mb- 


( U 



6 



nsi 






me fonctions 

5 Ç, P SOnt t.Ol 




bles Uj 2(0 o 


2 respective 






gre i 


i 


ansformation linéaire de 





réseau 


tion pair 



u et du des fonctions 





e signe 



I, pu est une fonc- 

valeurs 
n peut 
change 
primitive; 






Ils sont dou 





pu 


\ - 





5 



Aux environs de u 



MM 


.1 • > 



o on a 


■ 




I 


(a 



) 


î 


9 

HT 


2 U 


3 


3 w 


2 






é • 


■r. 



aisons 


la 


sommation, re 




de u doivent se détruire ; 




c 


i 


3 2 


I 


(?2 


5 2 


/ 


HP 


ue les 


6 



• i 


nous obtiendrons le développement 


(6) 


P 


u 


i 


f- Ci U 1 -h C % M 4 + 




pour w 



w a pour dérivé 



pu et q 


a pour pôles les points 2m 4 to 1 -h 2m 2 to 2 
s sont simples et les résidus correspond 





i 


u 



o, l'intégration de l'équation (6) donnera 


i 


c 


6 


C 


5 


• I # 


J 




(8) 



log^ 


logo' w 





u 





il vient 


« 4 


3.4 


3.4 


5.6 



6 


2 c 


5.6 


que 


, pour u 



d i u 





• # * 





dont 


2 m 2 (o 2 . Ces zéros sont simples- 


o 


)> 


1 
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une période quelconque 



chapitre vu. 


du 




e 



de u en 


u 


itù ne 




q 


ue 



les uns dans les autres les 


s du développement 


p r u 


2 




{u 


Étant 



ument 



^gent, il restera inaltéré. Donc 





pu 


Intégrons, il viendra 



2 0)) 


pu -+ 



Po 








onc G est 


s 



erivee. 


nul, 


co) 



G 



; il viendra 


elpu sera doublement pé 


que, comme 



le on sait, en outre, qu'elle est paire, l'équalion 



admettra les racines 


u 


- -4 


0 






is elle n'en admettra pas d'autre, car pw, n'ayant qu'un 



c 



ue 





us de deux zéros. 
Intégrons l'équation 


(9) 



2w) 


pu 



nous 



r. 



2 00) 



Posons encore u 


CD 



vient 





G 


G, 



io) 


et, 


00 










1* 





2CÙ!) = £U + T/)^ 



) 


, en posant 


2(0 



2 f^2 ^2 


2 Y) = 2lX i r\ l -t- 2/Jt 2 Y] 2 


2^0), 




) 







3. Les quatre constantes co ( , oo 2? r\ 2 sont uees par 

. Pour l'obtenir, calculons l'intégrale 



autour d'un parallélogramme de péri 



Fig. 44. 


D 


A 


2 u> 



s 




. 44). 


G 




o 



ux éléments correspon 



grales suivant AB et CD. Ils sont 


u 




ur 







legraie^, 







des deux in té- 


egaux a 



2Y] 2 ) du. 




4o8 

s 




CHAPITRE VH. 


UT 





et DA, les éléments correspondants seront 


Ç w du y 



(3)1) du 


2*0, ) du, 


et la somme des deux inlé 


L'i 



egr 





est égale au produit de 
aux pô 



tourné dans le sensdir 


réelle 



cas 


e, dont 




». 



4 


-, 



4( 



Mais 



la somme des résidus rela- 


élogramme 



ire si t 



2 &) 


a sa 


i 



même produit 

1 



n ? a 


dans 


gé de signe, 



r 



u est 1 . 


C 



les deux expressions 



e 




, nous aurons 


(12) 


«1 Vî 2 



2 



_ 

egBi » 
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a 


i ou a 



ou neg 




équation (1 1), il viendra 


loge* ( u 



2 0)) 



€ u 



2 Y) U 




lj suivant que Ta sa partie imagi- 



1 to n 



d' 


ou 


e 



période (et en 




creo n'étant 



G 




) 


Dans le cas le plus 



2d) / . Soit 


pas 



en posant u 


&>.) 






un 



1, on pourra encore 
oj. On trouve ainsi 




2 co sera un mu 



d\me 



. 2 Gi) 


/ 



À.2Y]' 
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La formule p 


H- 2 G) ) 



S 
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do 





a 





2 0)') 


H—lMll II 




T) 2(i)' 

(_l)X C *Tl'CXw-HX«U>') rfw 


1)2 0)'] 


1 S'W 


( 


Celle formule ne diffère de Ja précédente que par le chan- 



gement du 
lorsciue co est une 


ur 


1 en 




(— i)\ qui sera égal à -+- 


1 


Ces résultats peuvent se condenser dans la formule sui- 



vante : 


(,3) 



2W) 


(_ ! ) fi.-l-lVt-H.lA, e 2Y)(H+W) J U 


375. Cherchons l'équation algébrique q 




p' m a pu 



A cel effet, formons un polynôme en et p f u qui, dans 


un 



me 



Ce 


entière et, par si 


^ m 1 f 7 "* I "7 

quement nul; ce sera donc le premier membre de l'équation 



îee. 


Cnoi 


sissons un parallélogramme qui contienne l'origine; 

A 


pu et p ! 11 J auront un pôle unique m 
duquel on a 


o, aux environs 


1 


P 


a 


a 



2 


p 


'2 


U 


P 


U 


u 


I 


u 


3 Y' A " 2 

1 
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o > — u 
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f- 20 



f 
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o 
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eger 


5 


('4) 


g* 


6o y 


é r 3 


140 



le polynôme p h *u — 4p*u 
n'aura plus de pôle, mais s'an 
cherchée est donc 


(,5) 


P 


g-ipu-*r gz, non seulemen 

pour u=o, L'équation 





4p 


3 


t> 2 P 





u 



(16) 


2 Il viendra 


P 



ation et 



I 

2 



e fact 



Substituons dans cetle équation le dé 



pu 


1 


1 


c 2 -+ 



L'identification des termes en 2 .donnera 



2 /i ( 2 n 



6 ( c n 



c 


fi — 2 



2 C 1 + ^« ) ? 


ou 


(17) 




0 


1 2 


Cjj — 2 ^1 ) ' 


ormule récurrente permet d' 

± 


par des polynômes entiers en c t1 c 2 . 




5 


* • 


(18) 


c 


1 


1 


20 



c 2 


5 



1 


1 


28 


g* 


Tous les coefficients c ( , c 2 , c 3 , ... sont donc des poly- 
nômes entiers en g 2 , g s . De même pour les coefficients d t1 
d 2 , ... du développement (8) de <ru. 

quantités ,„ gt sont, d'après lenr définition, homo- 
gènes d'ordre — 4 et — 6 en w,, w 2 . D'autre part, p w, <*m 
sont homogènes d'ordre — 2 et 1 en u, w,, w 2 . D'après cela, 
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le polynôme c n ne devra contenir que des termes M g}gf, où 



exposa 



satisfassent à la condition 


4X — 6^ 



2n 


On aura, par suite 


21 


C 



2 


yg\ 



à si 



a, p, v, S, . . . étant numériques 

La même observation s'applique aux polynômes d n 


377. Prenons les dérivées successives de l'équation (16), 


en remplaçant, à mesure qu'elles s'introduisent, les quan- 
tités p'- et p" par leurs valeurs en p ; on trouvera 


P 


il 


6 P 


2 


g* 


(i9) 


P 


m 


I 



p 1 




PP") 


I2(lO 



glP 


et, généralement, 


(20) 


P 


{tri) 


P 

1 Il -M ? 


(2/l-H) 


Q«,p'> 


P„ +1 et Q„ étant des 



ornes entiers en p u, dont le 


degré est marqué par leur indice, et dontles coefficients sont 


des polynômes en g 2 etg 3 , le premier étant purement nume- 



î 



Soit 


Ap 


m 



m— 1 


un de ces polynômes. Il doit être homogène de degré 


2 m 


en w, co 0 (D 2 ; ses coefficients auront donc la forme 


Ai 


o 


A 


a &2 


1 






A 


4 


C g\ 5 


1 


a, 6, étant numériques 



p 


2 


2 i) 


et, généralement 


( 19), (20) résolues par 


réciproquemen 


t 


1 


h m * 



P 


II 


I 



IO 





PP 






12 


p'", 




(22) 



ri 


P n P 



(27J— 2) 






où B, G sont des 


polynômes en g 2 , g ly 
de suite la partie li 


Qp' 2 » 




I 


o. 


B 




perme 


aura 



/M 


G| , . • • > d/i des 



'écrire 



B, 


O 



7 



Pos 



s 


oes trois 





gré 






1 * 

dis 


£2 





, car ni les sommes, ni les 


des quantités to^, to 2 , to 3 ne sont 



racines de l'équation du troisième 



3 


fftP 


o. 




p' 2 u 
aura 




cette équation est égal à 


Or p ! u étant doublement périodique et impaire, on 


r 


P ^1 


P'(w, 


2W t ) 


P'( 


o. 


On voi 





même que p u 



1 


P W 3 


O. 



ra donc satisfaite pour u = w t , w 2 , o> 3 , d'où 




,, e 2 , e 3 sont, 



près leur définition, 
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gre 


2 ; e 




aux relations 


e 


i 



e 


2 



o 


1 


^1 ^2 



^3 ^1 


I 

4 


S 2î 


e x e%e% 


4 


rr 

O 3' 


Les constantes gg, g$ se nomment les invariants du réseau 


2m|W h + 2/?i 2 a) 2 ; elles 


* * i i 

des périodes fondamentales. 


^pendent pas 




u 



Nous aurons à considérer deux autres invariants : 


i° Le discriminant 




*i) 2 


g\ 


27 


5 


(Y 


Il est d'ordre — 12 en w,, w 2 ; nous avons vu qu'il est tou- 


jours différent de zéro ; 


~~W % m « -w g 

2° L invariant absolu 


J 


nr3 

A 


1 est 


d ordre 


re zéro et, par suite, ne dépend que du rap- 


port t des périodes. Il reste invariable si Ton change t en 

yslème des périod 


7ïl\ ~f- /7Z2 X 


? ce 



am 



vient 



anger 








1 

squ à présent, prenant pour point de départ 

■ 

ériodes 2o> i? 2co 2 , dont le rapport ne soit pas réel, 

, g 2 , gz et é ta bli les relations 



nous 


vons 




A 



g 



> 



1 


3 < ^1 



4p' 



gs 


m t 


Suivons maintenant la marche inverse. Donnons-nous a 


priori deux constantes 
Nous 



2? gs 



satisfaisant à l'inégalité 
différentielle 



A^o. 



nous 


tion pu, 


g 2, gz 


admet comme solution une fonc- 
erons les périodes en fo 





g% z 


g* 


o 



a trois racines inégales e, , e 2 > £3 


les supposerons numérotées daus For 



fixer 





ntre 



tournant dans le sens direct autour du triangle e A e 2 e 3 . 


viend 

... - 

rieur 


pour plus 

1 1 



étri 



e le s 




n c 


■ 2 ? * 


M 

aura deux 


di 



valeurs égales et opp 
d'elles, choisie à v 
Soit enfin u 0 un 



t 


esignerons par 


Z 0 Vu 




onstante 







après u 
dans la théorie de 
fonction analjtï 



1e a vo 

a I 



LG II 




ns 






S, A 


il 







bl 



iste 


ui s 


qui 


5 



r la valeur initia 


it à l'équation 
0, se réduit 







cette fonction, 
que lorsqu'elle 


leurs e { , e 2l <?3 qui sont 





p 

ra 1' 



t 


m m 



1 






va- 






ur 



1 






ns que, 



en e 





pie à e 


z 



< 






*e point 
t 2 ; l'éq 








r 


une certaine valeur de u f 


M' 



< ne se 
tion di 


des 



e 


1 




z 


as cri 


mes e n e 2 , e 3? 
e. Posons, 



11 


e 


^2) 



) 


sera 



ormee en 



du 


•« 2 )(ei 




4 



valeur t 



o n'étant pas un point critique pour 


le 


uveau 


lion t et 


2 


jnfini. Ce 



u { sera un point ordinaire pour la fonc- 



maintenant que, pour « = z devienne 




pôle. Posons, en 


effet, 



i 


L'éauation différentielle deviendra 



2 dt 


i 


v'4 


t à du 


t* 


cr /6 
O 3 1 


0 



du 


i 



4 


dt 


*~ (i 4- a 2 «* -h <M 6 



. .)dt 


Intégrons à partir des 



initiales simultanées t 


o 


u 


u Xl il viendra 



u 


i 



5 


■ ■ 


1 


et, en 



rapport à 




(a 


1 


u x ) [1 

1 



"0) 


] 


• i * 


t 


2 



«1) 



La fonctions est donc méromorphe, et a 



environs 



chacun de ses pôles, tel que u u la partie de son dévelo 



ment qui ne s 



1 



e pas se réduit à — 


U — Ui ) 


2 



à déterminer les valeurs de u pour les- 
prend une valeur déterminée z r . L'équation 



s'écrire 



dz 




et en intégrant de z 0 



1 


_ r 

U IIq "T" I 


z' 


dz 
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Le signe de 
* la 

Nouf 



est d'ailleurs fixé par la condition que. 



eur mi 



e 


z 0 , il se réduit à 



us avons à chercher les diverses valeurs 


q 


endre cette expression lorsqu'on fait varier la li&ne d 


peut 






ivie de z 0 à A cet effet, menons u 


(A 



igne 



r- 


Fig. 45 
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m 

points e , , e 2 , e 3 par des lacets L t , L 2 , L 3 respectivement formés 

1 


P 


On sait que tout chemin tr 




z 0 a z 


q 




a 



S .. 

à l'intégrale (t, I, n° 



ivie de la ligne L(t. I, n°229) 
nnent d'ailleurs la mêmevaleu 


inté 




suivant X l9 suivant C\ et suivant 
est égale à la première, car le 


t se compose des intégrales 


)c\Cell 



e re 




ents correspondants 


* * 

sont les mêmes, ne différant l'un de l'autre que par un double 

oduit 

tion faite autour du point critique e t . D'ailleurs, 

rcle tend vers zéro, l'intégrale suivant <?, 
(297) et celle suivant l t vers une limite 


changement de signe, celui de du, et celui de 
par la r 




déterminée (29 
Ce résultat e: 


nous auj 


r dz 


. t m *■ 1 

îndant du sens dans lequel le lacet a 



2 À j j 


On doit toutefois remarquer que si l'on avait décrit, avant 


le lacet considéré, d'autres lacets en n 



re 


ration aurait m 



fa 


c 



ope- 




grale serait dans ce cas égale à ( 

Les intégrales suivant 
même égales à 



sorte que l'inté- 



2 , L 2 , L 3 , 



\ 


seront de 






2» 




2 



e 


3 


dz 
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Enfin, la valeur de l'intégrale suivant L étant désignée 
par I, cette valeur deviendra égale à — I, si L a été précédé 
•d'un nombre impair de lacets. 

Les valeurs cherchées de u sont donc données par la for- 




u 


u 
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2 ru A., 



4-/2 


n 


2î 


SO 



rt 3 étant des entiers positifs ou négatifs, dont la 
est égale à o ou à i , suivant que le nombre des lacets 


€st pair ou 



air 
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m 2 
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<23) 


A 3 - 

A 2 / 
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La formule ci-dessus se décomposera dans les deux sui- 


vantes 
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I-f 


" 0 - 


Donc z est une 



nction ell 


2 (0 1 , 2 d) 2 . 

J. 



tique d'ordre 2, aux périodes 


II. 


7 


• 


4i8 
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CHAPITRE VII. 




t doubles, il 


amme. Pour déter 


n'y en aura qu'un 
er leur situation, 




c h a q u 


e 


que 





a 



i, et intégrons 



concevons 
% le long 


d'un contour formé (Jîg. 4^) 




Mg. 46. 



i° Par la ligne z 0 d\ 2° un cercle C de rayon infini 


par 


1 


3 



1 



ans le sens rétrogra 



0 la ligne z r z 0 ; 4 




cet 



3 , L M *L 2 . Ce contour ne renfe 




pas de point 


critique, l'intégrale sera nulle. 

L'intégrale suivant G est nulle (297). Mais, en décrivant 
ce cercle qui entoure les trois points critiques, on a change 

; les 


le signe de \JZ. L'intégrale / sera donc égale à 


Z'Z, 



intégrales suivant les 
On aura 





t 


2A3, 



2 A, , 


2 


A 2 . 


2 





2 A. j 


2 


A 


o 


5 


Z fi -,j 



OU 



A 


Ai 



A 


Z n Z 



is tf 0 + / 


a z 


00 


; do] 


onc u 0 


est l'une des valeurs* de u qui correspondent 
A 3 — À, + A 2 est l'un des pôles cher- 



chés, et leur formule générale sera 


2 w, -+- 2m 2 w 2 -i- «o 



A 


A t 



A 



4*9 


Donnons à la constan 



u Q la valeur particulière 


A 



A 2 , 


ne sera autre chose que la fonction pu construite sur les 


P 


erio 



2 O) 


2 0) 


2? 


car ces 


de u 


x 



ions ont les mêmes 


pôles, et leurs développements aux environs de chacun d'eux 


ont non seulement même partie infinie, mais même terme 




a savoir zéro* 


On 



d'ailleu 



P<*>i 


e 


pw 2 


P W 3 


Posons, en effet, z ! 


prenons 



I = A x . La formule 

■ 

4 

u = 2 m x (ù i -+- 2 m % co 2 1 -+- u 0l 


qui donne les valeurs correspondantes de u 7 de 



— 


A 



2 A t 


A 


2 


ndra 


et se réduira à o> ( en prenant 7714 = 0, m 2 



ur 


e 2 , I 


A-2 9 Tït | 


U 


m 


2 


0) 


2? 



o, on aura 



- 

! ë 



ur 5 


£3? 


A 3 , m 



0)3. 


1 , on aura 


383. Les c 


u ^2 


comme 



vent être 



constantes r\ 

1 • a * 1 


s demi-périodes to 0 a) 2 , par des inté 


définies. On a, en e ffet. 




et, en intégrant de wàw + aw,, 




tll : 




M + 2 £0 


pu 


a 


9mM. I 


du 


* 



dz 




ârentielle à intégrer 



grer suivant une 




e telle qu'en la 


de 2(o |:I On pourra, par e 




evra Tinté- 



u croisse 


contour formé 


par les deux lacets L 3 , L 2 , ou le contour équivalent K formé 


par la ligne e 2 e à {fîg* 47)> le cercle c 3 , la ligne e^e 2 et le 
cercle 



Fig. 47 


■ 




V 



e suiv 



râles suivant 


3 e 2 est ég 






1 


et 



On peut 



même r\ 2 . v\ a ; 





y/Z 

1 5 dz 



z dz 

7z 



e s 




C0i, o> 2 , co 3 , Yj n 7] 2 , V) 3 n'est 


défini qu'au signe près par les formules ci-dessus, car si l'on 
remplaçait y/Z 0 par son opposée — v^oi I e radical \j% chan- 


i//j 0 par son opposée 
gérait de signe tout le long des Ji^n 


gnes 



ation. 


FONCT 



ELLIPTIQUES • 


4^1 



• Les intégrales tô 


\y w 2, <0 3? Y) i y 7J 2 , vj 3 son 



tions continues de g 2 , g> d} tant 




chiront pas un système 
iene droite. 
On a, en 



es 


s ne 


fo 


ne 





n- 


urs tel que e 1? e 2 , e % soient en 



comme nous venons de le voir, 


2 Y) 


1 


et de même 



dz 


s/z 


2 0) 




ant K, mais laissant le 



Soit R ; un contour fermé 

int e K à son extérieur (Jig. 48). Le radical y/Z étant sjnec 

Fi g. 48. 


O ' 




r 


* ■ 


tique entre K et K, on pourra remplacer les intégrales sui- 
vant K par des intégrales suivant K 7 . Celles-ci, pouvant être 

à chacun des para- 



ées sans difficulté par 
mètres g 2 et g 3j seront continues. 



385. 



OREME. 


■ 

Les périodes 2<o l7 2 o) 2? 2to 3 forment 


un triangle principal; et les rapports — > — 

1 12 

leur partie imaginaire positive. 


0> 2 C0 3 0)! 

> — auront 


0) 3 



Cherchons, en effet, comment varie l'argument a du rap 


port 




1 » 



z 



^2) (* 


i 


lorsqu'on suit le bord intérieur du contour du triangle e^ 2 ^ 


* 



SECONDE 



CHAPITRE VII. 


Soit a 0 la valeur de cet argument au commencement du 


côté e 2 e s . Lorsque z- décrit ce côté, les arguments de dz 
z — e 2 , z — e 3 ne changent pas. Celui de z — e { s'accroît 



A 


ang 



au sommet e K du triangle. Donc, sur le côté 








G CL Q Û. €f> 


0 


L'intégrale tù i étant la limite d'une somme d'éléments 



t les 


arg 



sont 


comp 


ris 





eux valeurs 





e(t.I, 



argument sera compris dans le même inter- 

i 





ura donc 


argrco 




Q 


i /\ 

1 ^ 1 ? 

2 


o <C B\ 



i. 


Si maintenant z passe d'un élément infiniment voisin de e$ 
et situé sur e 2 e 3 à un autre élément infiniment voisin situé 
sur e%e K (en restan 
ments de z 



ns l'intérieur 




triangle) les argu- 
z — e 2 n'auront pas varié ; celui de z — e 3 



/\ 


dr i /-» 1*17 

ecru de e%\ enfin celui de sera accru 



L'argument a aura 




a 


o 



i /\ 


c au 





71 


I /\ 
2^ 3 


0 


côté e 3 e 




7T 



2 



/\ 


Le long 



ôté, il décroîtra de ^e 2 m K oïi aura donc 


■ ■ 


argco 2 


et, par suite, 


a 


0 



7T 

l | y 


2 


2 



arg 


0) 


i 


71 
2 


+■ 


T /\ 

6 1 -e l 
2 


Cet 


o 



8 


2 




$9 ~ " ^2 


2 




1 I 


» ,1 


partie 



est comprise entre - et tz 


1 


Donc — a sa 



rme sur 


ginaire positive. D'ailleurs, soit ABC le triangle 

o. CA = = 2co 3 . L'argument 


AB 


2 0) 


BG 


2 o> 


de — représente évidemment le supplément de l'angle inté- 

Cl) | il- 


rieur B. Celui-ci 



onc aigu 




^23 



t, dans le raisonnement ci-dessus, perm 
irculairement les indices i, 2, 3 on voit que le triangle 
ABC est acutangle, G'est donc l'un des deux triangles prin- 



386. Quelq 


cas 





sont à si- 


i° Le triangle e { e 2 e$ est infiniment aplati; et les trois 


points <?i, e 2 , e $ sont en ligne droite. Dans ce cas limite, le 


ABC 




suppose e 3 compris entre e K 
nuls, et 2oj 2 perpendiculaire à 

r * 

En vertu de l'égalité 


<? 2 , les 


' ik ^ 

angles e { et e 2 seront 


^i 4- e 2 H- <? 3 



la 


on pourra 



e ^3 passera par l'origine; soit À son argument 



e 


1 



62 


E 2 e l v , 


G 2 e 2t '\ 


£3 


^3 


E 3 e A 


7 


E,, E 2 , E 3 , G 2 , G 3 étant réels. 

■ 

sque e,, e 2 , ^3 sont l es racines de l'équation 




-3 


g* 


4* 


3 



E,, E 2 , E 3 seront les racines de l'équation 


4< 


G 9 ï 


G 


o. 



1 



sont réelles; donc on aura 

< 


et l'invariant absolu 


J 


G 3 

2 


ë\ 



sera réel et > i • 
Cette dernière condi 


% 
2 





9 


2 
3 



o 


9 


G 3 


est s 


G 3 


27G; 


2 
3 



M 



caractériser 


E t , E 2 , E 3 seront les racines de 


On 




• * 



OS1 



ul ne p 
Donc E i5 


en ligne 


droite . 



J 



G«> t 


G 3 

2 




o 


G» 


27GI 



1 que si so 
3 seront réels, et 




r est 


oints e\ , e 2î e% 




est 



mais 



T 


et l'équation en t aura une racine 

■ 



imaginaires conjuguées 




E 


Re 



3 


(H réel) 



et deux rac 



On aura donc 


e 


1 



e 


2 




a) 



e 


il 



5 




e 



e 


1 


& 


(E 


H e" ia ) , 


e /X (E 3 — He'«) 


ayant le même module, le triangle e { e 2 e^ sera isoscèle. 


Réciproquement, si les deux côtés e 2 e Zj e$e K sont égaux, 
leur bissectrice passera par l'origine, qui (en vertu de .ré- 




centre de gravité du triangle. 
En désignant par \ son argument, on pourra mettre e { , e 2 , e * 
sous J a forme 


H 


e 


€ 


E 3 e*\ 


FONCTIONS ELLIPT1QU 



H et E 3 é 




réels- Un e 



<b 2 



2 


e 


2 il 


Ô 3 - 


G 2 et G;j é 





eurs, l équation 

4* 3 


G-té? 3 " 


Go t 


G 


3 


ayant pour racines les quantités 


J 


o 


He'« Hr /a , E 


3? 


^20 


G* 


G* 


2 7 G a 




r 



on aura 


G 3 

M 2 


2 7 G 3 



o 


et 


J < i 


388 


ABC des périodes 




... en 

/ 



, / la longueur commune des deux côtés 

7 O 


aura 


07} 

M 


ele qu'ils forment 


e 3 _!_ 


^1 



sant donc 


l'intégrale 




M) 



0 



1r 


d. 


e,) (s 



) 


i)t . 


Si, dans l'intégrale 



nous posons de même 


$* 


nous aurons une 


du 



ne ae 





Donc 


e 


a 

2 



1 


et 



il 


gement 



seront des quantités conjuguées et auront m 

et le triangle ABC est isoscèle. 


module. 




ant - cette quantité, nous pourrons choisir deux nouvelles 



posons qu o 





2 


. Ap- 



quantités X et jx, 



es 




t 


2 



P 




Substituons ces valeurs dans les expressions 


Si 





b 3 


r/40 



\ 


Z9 


il viendra 






■ 

l 


i 


- i u \ 6 


) 




s qui 






^mes ou 



^ 



* sont ré 



jugués deux à deux, si l'on 





se 


r 


un c 



l'autre 



m 



cr n 
3 



7 



sont co 




. On aura donc 


Go et G 3 étant réels. Donc J sera 


lorsque J 



i 


nous avons v 





eux cas 


signalés. 
3° Si J 




mais il sera 



i; car, 


n'est pas" isoscèle, 


particuliers encore méritent d'être 


1 1 d'où g% = o, 1 équation 



e racine 



lie et deux racines 


le triang 





o 



sera a 


o, d'où g 2 


p 1 * * 1 

se réduira a la 




o. Té 




et infinime 


oscèle et rectan 



a 




le 


i 1 ec [ 



o 


n 


g* 


o 


et l'on aura 


ti 



m 



ÏTZi 


4 7VJ 


3t\ 

: i : e :e 


2 7T i 4 7U i 


3 


e 



aura en 


e 2 e s et ABC seront 


^ r 




0) 



O 2 



est équilatéral, ^ 2 sera nul; on 


2 7TZ 


3 


1 



l'expression 

_ 



i 


HP 




O 


a un 



S 


r on a 


8 7T/ 


ur corn 



m 




i 



m 2 e 



à la 



2 7T /" \ 4 



390. 11 résulte de l'examen de ces cas particuliers qu'en 



e ej^^ a deux côtés inégaux e 2 e a 


t e$e^ les modules des périodes 
seront inéga 
Soit, po 




tes 2 (!)< , 2(D 2 


ur 



r 



1 ^2^3 







2 Gù. 


En effet si nous déformons le triangle e { e 2 e% d'une manière 


elcon 



, de 




2(0 


2 


2 




3 ue e^e^ reste 

t s'ann 





5 


3^i, la difle- 


conservera un 


m 






, ne pou 

reconnaître qu'elle est positive, il nous 



suffira de considérer 



cas partie 




r. 


Soit, par exemple, 


e 


a 


h, 


^3 


a 



€ 


2a 


a et 



positifs, et 



nment pe 



On aura 


2a) [( 


2 co 





a) 


2 


2 0) 


2 



2rt 



ces intégrales deviendront 


2Gt) 


1 




3rt 


2 





a ses éléments réels et son module a pour limite 


la 



antité finie 




La seconde a ses éléments purement imaginaires et de 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. f±2Q 

* 

même signe, et son module est plus grand que l'intégrale 

* dt 


3 ce 

~h 


ht){t*-i) 

k désignant un uombre positif arbitraire, moindre que 

Si nous supposons h infiniment petit, cette dernière inté- 
grale aura pour limite la suivante 

* dt 



\/$a(t*—i) 

laquelle tend vers oo si k croît indéfiniment. Donc 2to 2 | aura 


pour limite oo, et Ton aura bien 



2Wo > 2(0 


1 


391. Une fonction elliptique f{u), aux périodes 2to M 2to 2 


peut s'exprimer de trois manières différentes par les fonc- 
tions d u, Çw, pu. 

i 

m 

j° Par un quotient de fonctions cf. — Ce procédé 
demande qu'on ait déterminé les zéros et les pôles de f(u). 
Les zéros de pu formeront un certain nombre de classes, en 


reuniss 


ui sont équivalents (d'après la 


ition du n° 359). Soient n le nombre de ces classes; a l? 

w 





a 2} . a n des zéros déterminés choisis respectivement dans 
chacune d'elles. Nous supposerons que tous ces zéros sont 
simples; s'il y en avait de multiples, nous n'aurions qu'à 

a K = a 2 = dans la formule que nous allons obtenir. 



Les pôles formeront également n classes; nous en choisi- 
rons un dans chacune d'elles ; nous obtiendrons ainsi n pôles 

On a la relation 


fli + flî + ...+ afl=ftj + 6 2 + ...+ ftfl + période. 


Car, si nous considérons un parallélogramme quelconque de 


périodes, il contiendra n zéros a 1? a. n et n pôles 


43o 

ri 5 * * • 5 


SECONDE PARTIE. 



2 VII. 


tivement 


i ? • * • ? $#i et 6 1 j . . . 5 b 


n 


q 


En remplaçant a n , 


A 

men' 


■ 

classe convena 



exemple, par un autre zéro de la 


période, de manière qu 


i, on fera disparaître la 


5 




t- * . .H- a 


plement 

* 




Cela posé, la fonction 

dlu 


a x ) . . u 


a n ) 



b x ). . ,d(u 


a mêmes pôles et mêmes zéros que 



e a d'ailleurs les 


mêmes périodes, car si l'on change u en lâ.^mm^ par 


exemple, elle se reproduit multipliée par 



cteur 


( 


( S (K- <H-<Dj) 



î 

n aura donc 




I. 


(25) 


fu 


G 


3" (« 


«1 ) . . . 0"( M 


(a — 6x) 



n) 


C d 

à u une valeur particulière, pour laquelle on ex 


ésignant une constante. Pour la déterminer, on donnera 

a que 


les deux mem 



égaux (ou ont 



pnnci 



cipale, s'ils sont nuls ou infinis). 


392. 2° Par Ç et ses dérivées. s — Soient a, 6, ... les 
pôles distincts que possède fu dans un parallélogramme des 
périodes (ou des pôles quelconques équivalents à ceux-ci). 

multiplicité ; 


Soient respectivement \ u, . . . leurs or 


e 







Ax 


(it 


a) 


x 


(u 


b)¥- 



m # 


A 



i 




a 



u 


b 


-h... 


m m m 
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43 1 


les développements def(u) aux environs de ces pô 



s; on 



26) fu 


A,Ç(m 


à) 




(-i)W x 



BiC(« 


à) 


(-1 



0! 


Ç x -* lu 


( 



1)! 



• ■ 



C, 




■ • 


desier 


Soit en effet Fu le second memb 
n accroît u d'une période 2 to, X^u 


e 



cette formule. Si 


♦estent invari 


2r)(A t 



B, 



• • • ) 



Mais la somme des résidus A.- fl + B, -h . . . est nulle 
Donc Fu est une fonction elliptique. 

D'ailleurs Ç(« — -«) n'a (aux périodes près) qu'un seul 
pôle <z ? aux environs duquel on a le développe 



t 


a), 



a) 


ï 


u 


a 



a), 


<p désignant une série de puissances entières et positives. On 


en déduit 


i 


( 


( w 


I) 


I 


a) 2 




a), 


1)! 


a) 


X 



x-1 


a) 



ont donc même 




. . Donc F 


u 



les autres 
n donnant 


à u une valeur particulier 


ann 




rminera 







décomposition d'une fonction 



en une 


432 
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somme d'éléments simples est due à M. Hermite. Elle peut 


être assimilée à la décomposition des fractions rationne 





les mêmes avantages au poin 



e vue de l'inté- 


gration, car, Ça étant la dérivée 
second membre sont les dérivées 



, tous 



3. 3° Par 




P u 




ermes du 


connues. 



Supposons d'abord que fa 


soit une fonction paire. 



ient a l'un de ses zéros; \ son ordre d 



u a 



a avec le même or 




i plie i té ; 
Itiplicité. 


Ces deux zéros seront distincts (aux périodes près) si a n'est 


pis une demi-période. 

Si a est une demi-période, telle que (o, on aura 


h) 


co) 



-4- h). 



* 1 

îveloi 


ppemen 




commencera aonc par une 



puissance paire de A, telle que 7i 2X '; donc Tordre de multi- 


plicité du zéro g) sera un nombre pair 2V et l'on pourra con- 



siaer 



la fonction 





x zéros w et 


a) 



(coïncidents aux périodes près) chacun d'eux 
de multiplicité. 

a même observation s'applique aux pôles de fa. 




a pose, soient 



a i+ période, 




période, 


ceux des zéros de fa qui ne sont pas des périodes; X n X 2 , 


1 




res 



multiplicité. Soient de même 




1 



péri 





période, 



x 







sont pas des périodes; |* 1 , jx 2 , 
es de multiplicité. On aura 


• * 


(27) 


c (p m "— P a l) x, (,pw 


pa 2 )V . . 




« * 


C désignant line cons 



e. 


Soit, en effet, Fa le second membre de cette équation, 
juc ^uuticiit ^ est une fonction elliptique qui n'admet ni 


FONCTIONS ELLIPTIQUES, 



„ 

zéro ni pôle, en dehors des pério 



■ 

Mais une période 



peut être à la fois zéro et pôle. La fonction manquera donc 


de zéro ou de pôle, et se réduira à une constante. En don- 


nant à u une valeur particulière, on déterminera C. 
Supposons maintenant fu quelconque; posons 


fu 



li) 


2 


<p II* 


fil 


( 


u) 


2p U 


<P l « 


d'où 


(28) 


t* 


CD U 


hou :Y u. 

I » u 


Les deux fonctions ou 

I 



étant, évidemment paires 


pourront, d'après ce qui précède, s'exprimer rationnellement 
au moyen de pu. 


394. Les formules essentielles de la théorie des fonctions 
du, pu s'obtiennent avee la plus grande facilité en com- 
parant entre eux les trois modes de représentation ci-dessus 
pour une même fonction elliptique. 

Cherchons, par exemple, l'expression de p f u par les fonc- 
tions tf. La fonction p r u admet (aux périodes près) le pôle 
triple u = o 7 et les zéros o> 0 ù) 2 , to 3 , dont la somme est nulle. 


Donc 


p' a 


C 


GÙ! ) rf( U C0 2 ) d( U 


w 3 ) 


&U 


Posons u = o. Les deux membres auront pour valeurs 


principales 


don 


c 


e 



( 2 9) 


P 


u 


J. 


II. 


2 


et 



I 

là 


G 


2 


<3g) 1 o , co 2 tfco 3 


2 



28 
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ible o. 



:>etit donne 




pu 





deux pôles ± v et le zéro 


G 



pu 



u 



L'identification des vale 


i 


il' 



<3(u 


aies pour u 



u 1 



v) 


396. On a Fide 




Posons A 


D) 


J3«,B 







B) 


pc, D 


(A- 




__ 


pd. Remplaçons les 


différences pa — pb, . . . par leurs valeurs données par la for- 
mu 


le 



I f 



ns le dénominateur commun 



0 


tf(a 





a 




a - 




397. Preno 



a 







P w 




en 



géant w, 




pu 






b) d(c -+- d) tf(c 





d) 
b) 

c) 


o 


logarithmique de l'équation (3o) ? 


+ V) -+- Ç(# 




(a 


ou tons et 




par 2 



c 



S KLL 





■ 

Dérivons encore, il vient 


i 


p"u 


i p'u(p'u 


I l 


2 pu 


1 



p(" 



et en permutant u et v 


* > - * 


fi *\ 

t 


i 


2 pU 



I p'f(p'« 


p'«0 


2 


(P« 


P") â 


P(" 




Ajoutons : il vien 



■ 


I 


(35) - ^ 

2 pu 


p" V 


I f p' u — p' V 


2 


P" 



2p(ll 



t') + p« + p<'. 


Remplaçons par leurs valeurs 



I 



2 


6p 2 v 


2 


* 1 


Il vient 


■ 


■ 


1 p"«« 


p 



3 


p " 


p 2 ^ 


pu 


V 


p 

de sorte que l'équation (35) devient 


3(p«+ pr), 


~\ 1 


(36) 


p(u -+- *>) 4-pw 



P^ 


1 


4 



p' 2 


p" 


La formule deviendra tout à fait symétrique parl'intro 



c- 


tion d'un tro 



argumen 




par le relation 



o 


m 

Le premier membre deviendra pu -+- pv 4- j3«>, et sera 


symétrique en «, pp, ainsi que la relation entre ces 


variables • 



aura donc 


(37) 


p 


u 



p ( ' 



pw 



I 

I 

1 

4 



p 



I * 

* I 


et, en ex 



racine 



H» 1 


r 


(38) . 


p'u 


p'v 


P V 



P 


P v 


P v 



P 


HP* 



P 


PW 


pW 



CHAPITRE VIU 


e des racines a été correctement 

ues de ces 


qui leur est commun t 




crue ««piT 
incipale, 
zéro. 





. Faisons tendre ç vers u dans la formule (36); elle 


devient 


(39) 


P 


2 u 


2 





on donnera 





nsuite s 


2 3 . . • , on obtiendrait les formules po 
plication de l'argument. Nous y parviendrons 
par une voie plus facile. 



ssivement 


multi- 



à l'h 


eure 


399- La formule (3o) 




5 


u 


ni 


être généralisée comme il suit : 
guments indépendants; consi- 


déterminant 


(4o) 


D 


I 


I 


P 


U 


P "l 


P M 2 


P "2 


P 


* # 


* * 


r 


P 


u 


n 


p 


U 


n 



Considéré comme 



aion de u, 


près) un seul pôle, o, de 
sa valeur principale est 




et (aux p 




aux e 



ons 


iodes 
duquel 

À 



( n 


Il 


fl 
fl 



jy n -\ désignant le mineur relatif au dernier terme p (n 2) u n 


On connaît, d'autre part, 



r w 




1 zéros, t/|, 


» * 


U n 





s zéros 


zéro sera 



.,. La 

aie à celle des pôles, qui est nulle, 


u,i-\)- Donc D„ 



1 


m • 



sera proporh 






«— 1 


) 


Pour u n 



it, cette dernière expression a pour 


valeur principale 


( 


u 




u n—\ ) 


U 


n 


ce qui permet de 
On trouve ainsi 



facteur de proportionnalité. 


(n 





geons n en n 



n 


2, . . . , 2 et multiplions les 


égalités obtenues. 11 viendra 


(40 D * 


A 




n 


11% 


l 


2 


1,2,. 


n 


i 


i 


A désignant la constante ( — i) n 1 (n 


i)! (n 


2)1 


2Î 


400. Posons dans cette égalité 



u 


u 


u + h 


2? 



U 


U 




h 2 , . . . , h n étant des infiniment petits. 


Le coefficient du terme en h^h\. . .A'* i dans le dévelop 


pement du premier membre sera évidemment 


i 



0' 


I 


2 î 3 ! p # • 



I 

. . . p (/I - 2 > 

o p f u 

... 0^ 

o p"a 

... p(»'B 

« • • • 

■ 

• • * « m m 

o pi n ~ l) u 

• - . p 

p r u 





u 



• « 


p(2/l— 3) u 


4 « .* 


Dans le développement du second 


• * » * 



* i 

de 


moindre degré par rapport à A 2 , . , . , h n seront ceux du 


A 


J 

a nu 


(du) 


- 3 /i 2 . . Ji n U(hi 



2 


• 5 


îerchons a pour coefficient 


A 


En posant, pour abréger, 


B 


( 


i)"- 1 [2! 3!...(n 


i)!] 2 


t 



i t t 


(42) 


d nu 

(du) 11 





(pour 


» n • 


/i entier 



if) la relatio 




I 



p f/ li 


» ■ 




(n-l) 


II 


P 


(n) 


a 


• * 


u 


p 


(n) 


U 


P 


401. On 

positif, 



cette expression que, si n est entier 
fonction elliptique. Cette propriété sub- 


sistera pour 



if, car on a évidemment 


^ ■ 


Il est aisé 


directement 



*/ en 


dnu sera changé en 




geons, en 


peno 





* 


( 


j yi e 2/r/] ( /* w+H w ) ^ ^ w 


et (du) n * en 


r t 


r) n *e inl K u+b »(du) ni . 


i t 


D'ailleurs «^ «( m od 2 ). 



le quotient t|> n ne sera 



ion 



.•n a 


(r 
aux 



près) qu'un 


seul 
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pôle, a = o, d'ordre n 2 
impaire si n est pair. On aura donc 



ire si n 



impair 


7 


pour n impair di n — P l5 


(44) / pour n pair. ^ n — p 


2<P U 


t 


dans tous les cas ... ty\ ~~ P, 


P,, P 2 , P désignant des polynômes en il, d' 

-> ai 2 — i respectivement. 

Soient donc 




> 


2 


T 


— 1 n 3 




7î 2 — 4- n 



* ■ 


• 5 


P se vn" 1 - 1 4- Vip" 5-2 



Les coefficients a, a, , . . . ; (3, (3, , . . . ; y, y, , . . . pourront 
s'obtenir par la méthode des coefficients indéterminés, en 
identifiant les deux membres des équations (44) développés 
suivant les puissances de u au moyen des formules 


pu — 4- Cl w 2 -+-c 2 w*-H. . 


•m- 


2 

pu— — - — f- 2 c x a -h [\c % u z 




• • • > 


du — u(i -+- d t u k -\ 


• 9 



à nu m -h d l n k u>^r 9 . .). 

# ■ 

On obtient ainsi une suite d'équations linéaires qui déter- 
t successivement les coefficients inconnus. Ces équa- 



tions ont pour coefficients des polynômes entiers en c 




mes 


entiers en g$. D'ailleurs chacun des coefficients est 



î, dans l'équation qui le détermine, d'un coefficient 



rement numérique (i pour les coefficients a, a,, . . . , y, 


y f , . . . ; — 2 pour S, p,, . . .). Tous ces coefficien 





donc des polynômes entiers en g 2 , g 9 . D'ailleurs le premier 
est purement numérique et le second est nul. Car l'identifî- 



DE PARTIE. 


ers termes donne, pour les déterm 


H APURE VII. 


1 


n 


o 


n 


o 




403. II est aisé d/< 
olynomes P n P 2 , P. 



mposition en facteurs des 

■ 



les points 


ty n adm 



une pé 



simple 


mais 


ceux de ces points pour lesquels u est lui-même une période 
sont des zéros d'ordre n 2 pour le dénominateur. Donc è n u 

■ 

aura (aux périodes près) les ai 2 


ï zéros 


2 fy, 2m 2 o) 2 
> 


m 1? m 2 parcouran 
le système m K 



acun la suite des valeurs de o à 


2 


o excepté. 



i 



es n 2 


i 


re 





s rest 


r en couples m' 2 ), (m\, liés par les rela 



m 


f 



m 


o 


m 



m 


n 


O 


(mod n). 



'on déduit 


2m 


n 
\ 



tt 


2 m\ tù 



2m 2 o) 2 


n 


n 




Al 


Choisissons à 



chaque couple un des deux 


systèmes qui le composent, tel que (m\, iw' ), en excluant 


l'autre; n 



aurons 



) 




i 



2 m* tù\ 



2 m' m 


n 


1 m ■ 
es deux membres o 



s mêmes zéros 


■ 


u 



2m K tù x H- 2m 2 a> 2 



et la même valeur principale pour u 

2° Si n est pair, on devra mettre à part les trois systèmes 



n 


o 


o 


1 


1 


li 

> 


Il % 


pour lesquels 



se re- 


ri 



0) 3 


to 3 


pe 


duit respectivement à (ù ir o> 2 et à w, 
riode. Les n 2 —4 systèmes restants se répartissent, comme 


tout à l'heure, en couples (m {1 wÇ), (m;, m^); et, si l'on 
remarque que p f u a pour zéros les points o>,, to 2 , et pour 



<2 


e le point u = o avec la valeur principale — - > on aura 


(46) + 


n 


P 


2P 


U 


n 

2 


n 


p 


p 


2 /W t &>! 



2 m', &)« 


Al 


P 


M. 


Les formules précédentes subsistent si l'on y remplace 
chaque système (m',, m' 2 ) par son associé ( trt\ , m" a ). Multi- 


pliant les deux expressions de ainsi obtenues, et remar 


quant d'ailleurs qu'on a 


p' 2 u 


4(p« 


PWl)(P«-PWî)[P« 


p( 



il viendra dans tous les cas 


m 

(47) 


2 - 


P 


2 


n 


pw 


p 


2 nii Wj 



2 Moto 


71 



404. Les polynômes P,, P 2 , P ayant, comme nous l'avons 


vu, leurs coefficients entiers en g 2 , g 3 , les fonctions symér 

entières (ou les fonctions symétriques rationnelles) 

- • i . 

* i 

/ 

racines de T > i ou de P a , et 

« l'a f _ # 




s qua 



2 m 1 U>! 



c 




quantités J3 — 



2 7^2 0) 2 


, racines de P, s'expri- 


meront par des polynômes entiers (par des fractions ration 
nelles) en g- a , g- 3 . 




n 



es P, , P 2 , P manquant de second terme, on 


44 ^ 
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CHAPITRE VII 


aura en particulier 


(48) 



P 



n 


o 



0. 


* 1 


405. On a, d'après la formule (3o), 


pnu 


pm 



l£ . 


(n 



m) ud{ n 


m) u 


d^nu d 2 mu 



ons dnu, . . . par leurs valeurs $ 


du disparaît et il reste 


! 

■ 



. pnu 


'I 4 . lit. 


De l'identité 


pmu 


H- m 


m 



(dur, 


m • • « 


(P /a 



pmu) 



{pmu 



nu) 



{pnii 


p lit ) 


o 


on déduira 


t4 



/+m t/— 


2 ,t,2 



/ 



w?-4-« "rm—n 


2 






/l — / 



2 
/ 


O 


ou, en chassant les dénominateurs, 


5o) 




Posant en 


q 


u on a 


(5i) 


1 * 


g ri 


i 


particuli 


271-4-1 


er / 



n 


/2J on trouvera 


+ i et remarquant 


«Im- 


posons encore / 


i, m 


n 



i 



m; 



angeons n en 


i et re 



uons que <j> 2 



<p'w; il vient 


p r u ty 


ib 2 



+2 




- 


» * *t i * 


s récurrentes sont comm 



pour le calcul 




4* " 


■ 4 


* « t 


Posons enfin m 


i 


dans la formule 



; il viendra 

7 


(53) 


v 




l 


2 
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J 

ce qui donne pnu en fonction rationnelle de pu; car p'u ne 


au second membre que par son carré (au d 



q 


• 


406. On obtient de nouvelles formules de multiplication 
en décomposant pnu en éléments simples. 

Les pôles de cette fonction sont (aux périodes près) le 


point o et les points - =, que nous représente- 


rons d'une manière plus abrégée par—. Posons u — h ou 



u = h h* h étant infiniment petit; on aura 

n 1 7 


pnu = pnk = — — -hcj/i 2 ^ 2 

71 71 



* • i 


. ni* « 


La formule générale de décomposition donnera donc 



const. 


Al* 71" \ 71 


n*pnu = pu + > p 


P ( u — — ) 4- C. 


L'identification des termes constants dans le développe- 
ment suivant les puissances de u donnera 


1 1 



— » 


n , 


Intégrons : il viendra 



n Ç n u = £ u -+- Ç ( u — ^ ) — Cw + C 7 , 


* - l< • 


et Tidentification des termes constants donnera 


2< 


hC - o. 


+ - 


■ 


D'autre part, si nous changeons u en w -t-2 w 4 , s'ac- 


croissant de 2t n i^li premier membre s'accroîtra de n.i n t\ s 



444 
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et 


resu 



de n 2 .Q.r\ i 


2 




ne G 


a trouve par une autre voie 


Intégrons encore, nous trouverons 




p -est nul 





■ 


V 



I 

n 


n 


$\u - )e 


c 


n 



Vu 



const. 


Identifions les 



eurs prin 




C" 


r ^ 




pour u 


w 


_T _ 


Enfin, si u s'accroît de 2 o>,, n;/ de 2 


tinlié 




et le 


M i- 



me 



e par 







; o; il 




, nu sera mul- 




■ > 



e même 


onc 



2 Y) 2 



2 C'coi 



'2^ 7Ti 7 


2 C'co 2 — 2/jE. 2 rr/, 


4 

p.i et tA 2 étant des entiers. En se rappelant que 


on en 


C 


Mais 




&> 2 Y]i 




1 W 



a 


1 



tre 





t w i 



2 m 




(2 COj 



2 




^1 W 


•2 ^1 





2W 2 ) 



"1 


2 m 2 co 2 
n 



"Y * 

)w 3 . 


i 


G 


/ 



0 0a 


i 



0^3 


et l'on a les formules 


(54) 



n 2 pnu 



nX^nu 


pu 





P « 


2c (« 


n 


a 



<5 7 ) 




P 


n 



o 


n 


0*i 


407, Développons les deux membres de (54) suivant 
nces de h, il viendra 



n 


en ti 



i 


/i 2 a- 



n 2 9 c> 

— /i 2 a - 

20 



* - Ai 4 U 



28 



I 



|[ 2 
20 





P 


n 


w 


IL 




2 



P 


n 



■ * 



r on voit que les ex 


; 1 



Jm^ ^ il 


2" 


If! 


W 


n 


sont nulles et que 



P 


n 



P 


IV 


n 


m m m 


SO 




II 


es 


en sera 


ornes entiers en g % et g^. 
de même, d'après la formule (22), pour 


\ 


* l 
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sommes 



p 


w 


n 


et, plus généralement, pour les 


en 


tières 



nanti 




; résultat déjà trouvé (404). 


408. D'après la 



dition, 



e (54) peut 




* * 



pu -h 




p' u -H p' 


w 





P u 


p 



ou, comme la 


rtie î 


que la somme 




nL ains 



• 

i 


n 



Pu 




Mai 





P 



pu 



pu 


s on a 



n 



'2 


u 


P 



2p 


w 


n 


4 



p 


n 



P 



w 
n 


h PUP 



n 


^ P 


2 


n 


X [pu 


2 



U 



P«P 


II 





p 


w 


n 



3p 


n 


En substituant, et supprimant 
s'annule, 





ient l'expression de n 2 pnu par une somme 


3P 



nrpnu 


pu 




w 



f O 2 



pu 


p 


iV 


n 



T W 

-p n - 

i n 


pu 


P 



■ 


V. 


V 

Les fonctions c^h, / a «. 


409. Soient 2to,, 2(o 2 , 2 to 3 un triangle quelconque de 

• •% m m m <■ 



primilives de posons, comme précédemment, 


Pco 2 
Çw 2 


■ 


e 2i 


Vu 


^33 

^3 


-» f 


et re 


or 



par a, (3, y les indices i, 2, 3 écrits dans un 


ne. 


* 

Dans la formule (3o) de la section précédente, posons 


v 


o> a : il viendra 



pu 


e 


tf( u 



o) a ) à(u 


* ■ * 


tf(a 


d'où 


(0 


(2) 



) 


*(U 



«a 


Pu 


e 


2W a ) 



a 


e -2ïl a a V Z. il, 

O* 2 M C5* 2 W a 


fi — "la** x 



OJa) 




a 


Le radical y/ p u — est donc une fonction uniforme de u. 
11 de ses déterminations que fournit l'équation précé 



* m' r ' 

dente est celle qui, pour u = o, a, comme le second membre, 


Ja valeur principale 



1 


410. 




evient 


u 



ngeons dans la formule (1) u en u 



a j 


elle 


p(«+«ï) 


e 



4*(u 



1 (û a ) 


l 




a' 2 a 





■F v w 




d 2 u 


ff < 



G) a ) 


1 


) 


e 



a 


u 


ai 


il viendra 




et, pour la valeur par 





u + co a ) — e a ](pu — e a ) 


1ère u 


y» 



i 


Posons encore, dans l'équation (i), & 


i 



; on aura 


P 


a 


tf 2 CO 


Y 



P 



a 




(jû 



P 


r 



a 



o 



L'exposant de e sera donc égal à 

2Y] a wp-+- + mp) (w a + œp) — YlaW a 


a 


■fis w p 



2 



V 


[ya] 


â + i ou à — i, selon que 

dans le sens direct ou 






[ay] étant égal 


2 o> a , 2 (Op, 


2 o)y se 


du triangle des périodes 
On aura donc 


» le sens rétrograde autour 


[a 



e 



e 



a 


e 


Ut 




e 


2 

Y 




ai 


rem 


ent 



s indices a, [3, y et ajoutons 


les équations ainsi obtenues; il viendra 


(7) 




O 


et 




I 



e 


u 


ï 


muEU 2 


3^T 


411. Soit 2 0)',, 2 o)' 2 , 2 Wj un nouveau triangle de périodes 



posons 


G3 j — 


7 



PO) 


1 5 


e 


t 


2 î 
/ 

21 


3 1 


3* 


Les quantités 


e M e 2i e % reproduiront 


à l'ordre près les 


quantités e K , e 2 , \ car les unes et les autres sont les racines 
de l'équation 


4 


g* 


9 


or 

6 3 


0 


Désignons par 2 o/ a celle des nouvelles périodes pour 


laquelle on a 


e 


CL 1 


posons 


e rfco a 


U' 


et désignons enfin par [a|3]' une unité positive ou négative 
selon que les périodes 2 w^, 2 w'h, 2 o>ç se suivent dans le sens 
direct ou dans le sens rétrograde autour du nouveau triangle. 


Tou 




mules précédentes subsisteront évidemment si 


l'on v accentue les quantités 






J 



5 



u 


y 


[«PI 



aura en 



• 

ier, d'après la formule (5), 


U'« 4 


(«3 


«a) (« 


Y 




* - 


Donc U' a ne diffère de U a que par un 
quatrième de l'unité. 

p 

J. 



r racine 


2 9 


La liaison entre les deux systèmes de périodes considérés 
étant supposée donnée, ce facteur se détermine aisément. 



, en e 



2 CO 


« - » _ 


* 


♦ 


2mw a + 2 




2 <jL> a «en fonction de 2 o> 


a? 






a 





o) a sera une période; donc m sera un 

i et n un nom 




impair 



2 A 


** »- »< 


nous aurons 



6 


* * 

V 


CO 



r 


m co a 



- 


à é 





( CO a -h 2 



• - r 



un-»'-*-/»'/*' e -/]a> aT -Yi a w U a . 


a 


Or on a 


r 
/ 




1. 



CO 




7Ti 
2 




• 

- ÏT" 



r 






acant 


i par i 2 et remarquant qu on a 


il vient 


1 


[ 




[«Pi 


2 ( /i' 




0 + [ 


Oh déterminera de même Tes facteurs 



<3 




09 , 


Û 



* * 


r 







es nouvelles 




on 


r ». 


peut donner aux exposants X a , Xp, X Y tous les systèmes de 

es (mod 4)- " 



Considérons en effet la substitution particulière de déter- 

* É 


minant i 


» ■ r f> 



p 


1 


6) 


ï 


r 


2 /T COfi 


Les multiplicateurs correspondants seront 


I, ll*p]»' ♦ 


1 * 



et pourront être rendus égàux à zV*, t 3 #J p- désignant un 
entier quelconque, en choisissant convenablement 11! \ 


Une substitution analogue 


OC 


donnerait les 
Combinant 
multiplicateurs 


La 



stitu 


G) 


/ 


p 



p 



2 G) a , 


Y 


COy-h 2/lC0 a , 


icateurs 1, * v , i v , v étant quelconque, 
x transformations, on obtiendra les 


! 


rv 


'J -» - 


1 


m t 


■ * 


00 


p 


P' 


Y 


Y' 


rminant 


p. jf2 B En la combinant aux précédentes on aurait les multi- 

7 ■■ _ JT 




l 


r'V+2 $JL-hV-i-2 ^ 


Nous avon 


s 


omb 


liplicateurs l'V, ify, i\ où la s< 





On n'en obtiendra pas d'autres., tant qu'on se bornera 

1- 


nts est paire, 
se bornera à 


combiner des substitutions de déterminant 1, car on a, en 


3 la 


e(6), 


l 


[ap] U* 


e 


P 



ï 


et nos su 



itutions 




em ep, e Y devront laisser 


1 



variable, d'où la condition 


2X a + 2 7^4- 2*ky 



o 


r 




r une substitution de déterminant i, [a 


Si cette so 


d 


eter 



0 




«PI 


Y est nécessairement pair» 
aire, il existera une substitution de 


lant i pour laque 




2 



a 





ex 





somme de 


exposants est paire. Combinons-la avec 



Gt> 


Y 



plicateurs 
s nouveaux 



ion 


2 (Oqc 




Ll 



mu 



icateurs sont 


* 3 


i 


5 


La substitution résultante aura pour multiplicateurs 


* ■ 





on 



P 






, mais par ses invariants g* 2 > g* et proposons-nous 
de déterminer les quantités U en partant de ces donné 


Soient e K , e 2 > £3 les racin 




4 


w3 




i 

numérotées de telle sorte que e Kl e 2l e s se succèdent dans le 
sens direct autour du triangle e K e%e%* Nous avons obtenu 

système de périodes pri 





2 0) o 2 (0 2 , 2 



4 * w 


0) 


1 



V 


/z 




61 ^ 



co 3 



el lell 



qu on ait 


e 



2 


e 2 . 


Pw 3 



r, correspondant 



donnés par les intégrales ana- 


logues 


et les 



TIONS ELLIPTIQUES, 




ants par 


z dz 

m 

7z 




% m u 


les 


453 


(10) 


IL 


U 



e 


m # • • i 


s/{e x 


i 


e \ ) (^s 


i 


Mb 


e 9 ) (<? 


ex) 


• * • t 


m 

Mais ces dernières formules renferment des radicaux; il 



lté une ambiguïté que nous allons lever en 



rmi- 


nant avec précision la valeur des arguments de U { , U 2 , U 3 . 



/\ y% /% 

s par e K , e 2 , e 3 les angles du triangle e K e 2 e^ ; 


413. Désig 

par <p l'angle du côté e 2 e% avec l'axe des x; on aura 


t 


d'où 


a rg ( e 

arg(«. 
arg(e. 

arg(e- 

arg(e. 
arg(e 


argU t 


argU 


e 2 ) = 9 



) 


e 3 ) 
e 2 ) 



7T 



7T 


/s 

^3 


9 





2 



fy 

1 


2 

~4 

O 


2 




4 


1 


mod 27T, 


7T — ^ 3 . 7T 



7 



^3 



■ m. 


od 27T, 


X n X 2 , X, élant des entiers à déterminer. 


■3 


s 


/ 


Or, si l'on fait varier 


tinu 



et il su 



ou 



2 





intégrales to n a> 2 , w 3 , r n , 7)2, ^3 Variant d'une 


? ^2? ^3 et les 


ère con- 




en sera 









arg U 


G 9 


» a ^ ■> 




es égalités (10). 


de les d 


e\> e 2 , e z réels, et e 2 





arg 




m ; 


7T 



2 







rrnino 




et ci>2j 



e ent 




et e 


agi na 1res 


Le 


/ — 

v/z 


ur 


signe 



de la détermination qu'on voudra adopter pour le 


* 

m 



nition 


; prenons^ pour fixer les idées, o> 4 positif; o) 2 sera une 





b)j 






Gt) 


1 



e 


r ■ 


I. 


2 



2 W 2 


Ai 


2m l (x) l -+- 2m 2 co 2 ) 




urs pour lesquels m 2 — o sont 



s et 



et les autres sont conjugués deux à deux, en associant ceux 



s m { 


a la 




De même, dans 


(7 0)2 


9 les 





et m 2 



areU 



urs ou m K = 


és deux à deux. 


va 



arg« 2 




o sont r 



et 



et, par suite, 


1 


- 


o 


s 

X 


1 
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Pour 



inei 4 )v 3 , nous remarquerons qu'on a générale- 


me 



argU 



argU s 


Supposons e 1? e 2 , e z 


A 
*3 





2 



el tels qu'on ail e 3 


>!N A 1 m -i 

e 2 et <?a seront nuls, et I on aura simplement 



Mais 
l'on a 


donc 



U 


argU 



ce cas (Oo 



argU 


argU 


1 


1 


A 2 ) 


7T 
2 



5 


(1)3 



irement imaginaire, et 


argco 3 — argw a 


1 


: 2 


7T 
2 


et l'on a définitivement 


(«0 


argU 


arg U 2 


arg U 


1 
2 


1 
2 


1 

2 






- n — e z 


4 



et 



■\ — 5 
2 

/s 


^3 


J " 

f- 7T. 


4 


U 


Ayant déterminé ainsi sans ambiguïté les quantités U ( , 
:, U 3 correspondantes aux périodes principales, 


on. en 


form 



t 


OC* 


414. Considérons, conjointement avec la fonction rf(w), 


les trois fonctions 


(12) 


Wa) 




60 
2 




«a) 


<jC0 


a 


u 


(a 


1, 2, 



» ■ 


Elles se réduisent à l'unilé pour u 


o. En outre, elles sont 


aires, car on a 


il) 


e TQ a »<j!(— U 




Enfin d a u s'annu 





QL 




a 


b % ; 


ors 






) 



a 


fila» e- 2Y l«« ( « 



&>a) 



îriode 


415. 



e 



(i3) 


c 

é 



n sait d ai 




Les nouvelles 


logues : 





u 








*n prece 




2 




que 





ncti 



d a (u) jouissent de 



i° On a, en effet, 






U 




) 


U 


a 


a 




l 


U 


a 


2 


o 



second lieu, changeons u en « 


2 w a ; 




facte 


ur 



a 


) 



ÎY) a (w + W a ) 



• i 




2 COg) 




a™ 


3° Changeons u en u 



fl étant différent de a; on 


Or 




«s) 


o'( u 


Û) Y ) 



Y 


Uy S'y 


Enfin, si nous remplaçons o> a , rja par leu 



l'exposant 


cap 


Y 


GO 


Y)* U 4 


a 


2 


P 


Y)y 


2Y)y W + VI y ( U 



\ 


2 


se 



ra en 



u 




Y 


2 


2 


TOP 


G) 


2 


[M 


7T* 


4 



■ 

p 

[a^]. On a donc finalement 


(17) 


ff a {u H- cop) 


(0 


p 


u« 


4° Changeons enfin w en w 
ar e -27 !»^, et ^(w -f- to a ) par 



2 top 


sera multiplié 


e 2Yi ? (K+o) a +o) p ) - D'ailleur 



M 



(a) 


a 



1 ; 


donc 


(18) 


4 a (u -t- 2wp) = e«lp(«»+ w p) C a w 


■ 



Considérons les fonctions 



A" 




s 




pour u 


o et ont pour valeur princi- 


ale § • Elles sont impaires. 
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et 


Les zéros de f^u sont ceux de rf a w, c'est-à-dire les points 
- période. On a en outre, d'après les propriétés de du 


(>9) / 



/c 



2Wft) 


SI 



/ a est une fonction eilipt 

damentales 2co a et 4 <j 


nouvelle 




Les trois f 




tt 



po 


0 


1 



n a 





e demi- 



r 


(9.1) 


■+" W p) 



deux membres de ces égalités sont des fonctions 


mêmes pôles 


<op ou pour w 


o. 


« .t 


ré, * 


417 . On a la. 




e d'addition 


1 H 


I 


«H C 


(2 



/a ( " 




1 V 


f 2 U V 

J OC ^ OC 


m 



i 


O 



les deux 


4o>a; 2° que le 


numérateur du second 



e 
v 



es 



u 



zéros, qu 


i sont 


r a aussi 

t v ■+ Ci) 


i le pôle 


dérivant par rapport à ^ la relation 



/a(f + ««)/af» 



O. 


Le quotient a donc 



le premier membre un s 


u 



ELLIPTIQUES, 



v et un zéro si 


e simple 
o ils ont la même valeur f a (\ 



le 


rm i. 


4^9 



a 



pour 


M8. Il est aisé de déterminer le s constantes y a 0)3 qui 


figurent dans 



prece 



es. 


Posons en effet u = top dans la formule 


pu 


e 


a 


1 


viendra 


(23) 


P 


Mais cette formule ne fixe pas le signe de / a t»>p. Pour le 
déterminer, partons de cette autre définition 




il viendra 


<jCO 


Y 


U 


y 


U a Up 


Mais en remplaçant 
sant de e se réduira à 


par 



*)p) ( w a 



(O 



l'expo 



[«(3] 


4 


* - ** 


onc 


24) 


[ap] 


■ 


U 


Y 


419. Les constantes / a top se nomment 
du réseiu des périodes. 




cateurs 


mbre de 12. Car 


l'on change [de périodes fonda 




s toutes les manières p 
rs différentes pour e& 


manière à per- 
ossibles e a , ep, £y, 

» 



a 



autre part on change le signe de la période u)p, on 
signe de / a <»>3« 






sont li 


par les relations suivantes : 



[pal 


7Ci 


e 



l 


lap] 


[ap] 


I <*Y] 




Y 


u 2 


Les constantes 


(25) 


J 



Py 


*— ■ » 



a 


a 


se nomment les modules 




. Ils sont également au 

eurs distinctes et, 



Y 




a "h 




inaltérés, mais US, e 





Y' 



ngera 





e 




dules sont d'ailleurs 







es relations 


s 


(26) 



*Py fyp — 1 » 





ettent de les exprimer au 




'un seul d'entre 





k 



t k 


yP 





a 




I 


k 


2 



5 



A" 


va 




I 




Remarquons enfin que les racines carrées des modules 




Y 





a 




bre de 24, so 



eriodes 





uniformes des 


autres quand on 


20. On a 


P 


'2 


4 



«y) 


4 /a " /| «/y «, 


et en extradant la racine carrée 


( 2 7) 



pu 


2 /a « /p « /y « • 


On doit 



signe — pour que les deux membres 


ient pour u 


même 


Mais on a d'aulre part 


2 
U 


pu 


e 


a 



Dérivant, remplaçant p'u par sa valeur précédente et sup- 


P 


rima 



e facteur 2 f^,u^ il vient 


(28) 


/a" 


fy u fy u 


J, 2, 3)* 


Ces trois équations différentielles, jointes aux conditions 



/a" 


I 

a 


o 


pour 



suffiraient à définir le système des fonctions f* 

Elevons Tune d'elles au carré, et éliminons f$u, f\u> au 


moyen des équations 


( 2 9) 



u 



on obtient Té 



n 


(3o) 




e 


a 


i définit isolément / a «. 


ep=f-fu 



e 


Y 


F 


421. Les fonctions / peuvent remplacer avec av 




tiques 


introduites 


par 



obi, et dont voici la définition : 
Posons, pour abréger l'écriture, 



w a =-M, 



Y 



Y 



d 


ï 


o 


ù 


l 






Y- 





odules A', A* 




i 


satisfont à la relati 




om 



'es et 



osons encore 



Mco a 



9 



y 



Y' 




<3i) 


M 


U 







dn w 



M 


m. t* 


d'oi 





( 



) 







M 


M'sn'u 


sn 2 & 


5 


M 


M en u 


sn 


t3 




su w 



422. On a évidemment d'à 



s ces 




sn u 



sn' u 


en a 


(34) su 




pour 


u 


o 


, 1 dn ( — w) = dn m, 


sn (a 
1 ca(u 2& Y ) 


cn# 


sn ( w 
en (a 




2& a ) 
2& a ) 


sn (u 

m 

cn(u 




2 



en a 




2 i^a ) 





dnw, 



Les trois fonctions sn, en, dn sont donc dou 
ues. Leurs périodes fondame 





Pour 


S ïl U m m m • » 


2 






Pour en u. . . , . 2Î2 


Y 


et 




Pourdnw..... 2& a et 4^j3 °u 4^y 



zéros sont s 






i* w 


oints suivants : 




(~C # ■ * • « 



m * 


2/n'£îa, 


Pour en m .... * a'm£2 a -h 2 m 



« • • # * 


2 



a + 2 





Ces trois fonctions admettent les 



simples 


< h 

2mQ a 



Si dans les formules relatives aux 



on 


u 1 v en 


(36) 




u P 

M' M 




on 



valeurs (32) on 




es relations suivantes 


cn 2 w 



sn (u 


sn 2 « 


sn' w 


dn 2 


u 



k* sn 2 w 


j 


sn' 2 w 


en' w 
dn' u 


en & dn w, 
sn u dn Uj 


sn */ en u 



sn 2 ?/) (i 



n 2 «), 


en & 


4 




d n u 


sn ( u 



sn ( u -h 

dn u 

k cnu 





I 



U 


(39) 


en ( w 




a) 


sn w. 
dn w 


en ( u 



cn(u 




;[«Pi A: 


A - en u 


k sn w 


dn ( û 




k f 
d n u 


d n ( // 



dn( w 



Û8) = 


cri « 



en u 


bïl'U 


> 


On aura enfin le 



c 

sn ( u 



en (u 


dn(w 




4- 



sn m en e dn v -+- sn c> en u dn u 


en « en v 


D 


-a « i < * 


* • * 


sn m dn m sn c dn v 


D ' 

r 

r* 

dn u dn c — £ 2 sn « en & sn v fin ç» 


D 


n 



OUF 



ger 


D 


k 1 sn 2 w sn s e. 



1 

e de 


ces formules se tire i 


édialement de 


ui donne f$(u 



en 2 ( u 



I 



D 


*(h4-p) 

(sn u cnp dnp -+- snpcn u dn#) 2 


D 


Or on 


a 


en* u 



sn 2 u dn 2 v 


en 2 v 




V dn 2 */. 


• 


Remplaçant donc au numérateur D 2 par 


(en 2 a + sn 2 u dn 2 v) (cn 2 p -f- sn 2 ^ dn 2 **), 



il prendra la forme 


1 1 


( 



u en>* — sn a dn u snp dnp) 2 . 


On aura donc en e 




racine carrée 


en ( u -h v ) 



en f/cnp 


sn u ânu sm> dn t> 


D 



on p 


osera v 


r m 



doit pr 




se réduisant alors à cnw, 

L'expression de dn (u 4- 1>) se vérifie de même. 




Les fonctions sn^, cnw, dn u ne dépendent plus que du 


seul paramètre fc* 


e 


a 


Y 


Ce paramètre pouvant prendre six valeurs distinctes par 



un changement de périodes fondamentales, on voit qu'à un 
même réseau de périodes correspondent six systèmes de fonc- 



sn, en, dn, 




is qu 



n seul système de fonctions f. 


y la symétrie entre les périodes étant détruite par 


r- 


] 




ction des fonctions sn, en, dn, les formules corres- 


pondantes sont plus nombreuses et moins simples que 


celle 


s 


des fonctions f. 
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V. — Les fonctions. Q*v. 


423. Jusqu'à présent, nous avons désigné par a w,, 2w 2 , 
2 w } trois périodes quelconques formant un triangle primitif. 

_ 


Dorénavant nous les supposerons, pour plus de simplicité, 
numérotées dans Tordre où elles se succèdent lorsqu'on 
tourne dans le sens direct autour du triangle, de telle sorte que 


le rapport x= ^ ait sa partie imaginaire positive et que, 



suite, on ait [12] 



1 . 



. Si Ton change u en u -+- 2 co,, chacune des fonctions 



du, d a it se reproduit (415) multipliée par un facteur égal au 



signe près à e 2r ii< M + w i>. La fonction e 2a>1 se reproduit aussi, 
multipliée par cette même exponentielle. Chacune des quatre 
nctions 

■ 

Tf)i f# 2 . 



e 2W i du 


se reproduira donc au signe près 



expressions sont d'ailleurs homogènes et de degré 
zéro en to l5 to 2 (car 7j, = î^w, est homogène de degré — 
Elle ne dépendent donc, en réalité, que des deux rapports 



(l) l> = , T= — 


Posons, pour abréger l'écriture, 

(2) , e %iv =>z, e^^q 



1 


q m J] nous pourrons écrire 


2(0 





1 


__ TQ.i » 2 


J. — H. 


3o 




sont 


à (q étant considéré 

ur z 0 de z 


a une 



données par la 



m entier) ; les valeurs corresponda 



s 



u 


0 



4m<x> 




onneront les mêmes v 



urs 





ne des 


puisque le changement de u en u + 2to, les 


reproduit au si 







e ? considéré comme fonction 



d'autre point cri 


tique que z 



o. 


et seront 


e ce 






de 


puis 


s et négatives de z. 




1 u cr 



en v + r , et z en — z. L'ex- 



e e 


2 0), 



repro 




a 1 a, rf| ^ seront mu 


ce me 






r e' 2r \M^0 


signe 





5 



5 



ns donc 



^3 ( 







g^. L'expone 




2 



2 <i> 




ç se changera en e + t, et z en 





(« + <O a ) 



ou, en remplaçant rj^ o) 2 par 




ur 




'écruation 



par 



e 


IÙa 


♦ 



COj Y) 2 — 


711 

2 



et tf 4 0*3 w se re 



uisent, i 



2Y] 2 (*M-0> 2 ) 


se reproduisent, multiplies par 

M. * Il 



ltipliés par le même facteur, 
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changé de signe. Nous aurons 



(4) 


*f q) 


<7 


u 


426. Les propriétés (3) et 
niformes et de n'avoir de 

à définir les 






jointes à la condition d'être 
critique que pour g 
0 9 f^. rf 2 , # 3 à des facteurs 



constants près : 
i° En effet, 




:ons d'abord la fonction §(Z) q)* 
relations (3), elle sera impaire en z ; sou déve- 


en série sera 



c de la forme 


q) 


— - 00 


.y 


Substituons ce développement dans la première des for- 
mules (4); il vient 





et, en identifiant les termes en s i 


2rt — 1 


q n n-l 


( 


1 


: (— i)»-ig"("+i>A t — V </ V 27 M ! 


l 


l 


Si donc nous posons 


A 


1 


l 


nous aurons 


Ô(p, t) désignant la série 


oo 


0(?,t) 


( 71 



^2/1 -1-1 



00 


00 


(2/lH- 



oo 



e une 





le 



i 



ve ou nulle de l'indice n est asso- 

— i, k laquelle cotres- 


négative 


n 



i \ 2 


Ré unissant les termes associés, nous obtiendrons cette 


no 



lie expression 





) 



2 



0"<r 


M 2 . 

2/ sîn(2/* 



I ) 7T 



o 


où l'imaginai 



O 



ass 




imp 



e 



à la fonctio 
3, et de la iorme 


rès les relations (3), elle 



QC 


2 B 


Z 


2/t-t-I 


• ■ 






eve 



ei 




ra 


t 






des rela- 


d'où 


2/1-^1 ~2/H-l 




/* — i 


Posant donc 



Ml 


LU 



aurons 



i 

4 



2/t— i . 



(*♦!) 


i 

4 


7^ ** y -Bi. 


B9,(p,t), 


9< (p, t) désignant la série 


0|(f,T) 


00 



1 V? 

2 / „2 



7 




00 


00 


00 


2 



M)' 


C0S(2/i 


v 




l)TtV 






La 


#2 sera paire 


00 


00 


tion (4), il vient 



Substituons ce développement dans la troisième rela 




in— 2 


et, en identifiant les termes en z in ~-, 


C 


<7 


tn— 1 


i 


( 


(2«-l)-+-(2» 


3) -G 0 


Posant donc G 0 = G, nous aurons 


CM?, 


( 


t) représentant la série 


(7) 


0s(f,T) 


00 



( 


2« 



00 


00 


00 


1 



2 


2< 


i)'* çr /l C0S2 


i) n q n e 


2 é»*n%iv 



m é 

4° Enfin la fonction sera paire en et d'après 
nière relation (4), on aura 



D9,(f,T), 


er- 


9 3 (^ 3 t) désignant la série 


(8) 





00 


00 


I 



2 


00 
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427 Les 


itr 



m- — 

.11X1 G S 


pa 



is la 


notation qui doit servir pour les représenter n'est pas encore 
bien fixée. M. Weierstra 



dési 


gne res 



d indices que nous avons pris la liberté de îi 
le parallélisme des notations entre ces fbnctio 


suivi par M. Halphen, les 
3i i 3*2, 3n, 3 3 . Par le changement 

*e, on rétablit 
5 et les d cor- 




T 


428. Si nous remplaçons q par s 


termes des séries G, G a se 





orme 


T 


ae *Ki{l*'Z+*Llv) 


7 


ur e mx , chacun des 


a et \ étant des constantes. On a 



d'où 



(9) 



,2 


p. 

(a7ri7)»T; 




ÔT 



es séries 9, G a) éta 



es 




t évidemment à cette 


part 




m 


de termes de ce genre. 

ion aux dérivées 



é 





s y sati 




aussi. 


429. Lorsque nous n'aurons pas à faire varier le para 


mètre t 


nous pourrons 



s 


uppr 


îmer 



récriture et 


G 


elatives à v) par 9 



g: 


V 



ns le cas excep- 


où t sera variable, les dérivées relatives à t seront 



résentées suivant l'usage par 


1 


D'aprè 



expressions données ci-dessus pour G, • . . , G 


a? 


« 


(10) 



O 


0 o 


0'o 


OÙ 


( 1 


2 



<1 


2 


00 



<7 


/ i\ 2 

n H — 

\ 2 


0 


oo 


oc 


I -+- 2 


0"? 


n 


00 


00 


00 


I -h 2 



7* 


OO 


o 


2 7T 


00 


0 


0"o — o, 


0*0 


0* 


2 7T 


o 


430. Si l'on fait croître w de co, , <jl> 27 u) 3 , croîtra respec- 



tivement de ^, 


2 


£ t , et 1 sera respectivement mul- 


lié par i y , — /gr - . Ces divers changements permute- 
ront les unes dans les autres les quatre fonctions Q, à des 
facteurs exponentiels près, comme l'indique le Tableau sui- 
vant : 


9 


v 



9 


v 


9 


9 v 


0« i v 


i 


2 



I 


2 



I 


2 


f 



I 

2 


T 


I 


2 


I 

2 


M, 


0i (? 


I 

2 


0* *4 


I 

2 


0 2 (>, 


1 

V 


0, * 


1 

- T 

2 


I 

4 



I 


2 


I 


2 


I 

2 


T 



1 

4 


03", 


01 «> 


T 


1 

4 


Z0j 


0J e 


i 

2 

r 

2 


1 

4 _ 

<7 z 

- 1 03 


4 

i 

— 4 




2 / 


iq 


1 \ 

2 / 

If 

m 

iq 

*s6 
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On 



PARTIE. 


CHAPITRE VII. 


a, en effet 



6 


v 



i 


i ^ 

1 2à 



(n+lV 


(iz) 


| \ î 



<7 



z 


2«+l 


0jP . 



autre part, 


01 v 



i 

2 




f)V ^ Wz) 


l 


2(-o 



1 



•2<-> 


<7 


(7l+l)* 5 2yn-2 



ui se réduit à iq h £~ ! 8 2 p lorsqu'on y 



l'indice de sommation n en /i 


i . 



n a encore 


Q 



v 


2 


I 



T 



0^7 ( — 





2/i-hl 

2 -2/Î4-1 



i \2/H-I 

2 -y 



i 

4 



1 


<7 4 £0 3 (\ 



autres formules se 



avec 



même 




, En 


l'autre des 



04) 


(i5) 


(i6) 



0 (f + f) 

i s. ïf -f '*i 

v ->sf r) 



I 


une secon 



2 




is à la variable l'une ou 




2 ' 


on obtient les for- 




0 2 

i 



I) 


01 «s 



x 'z 


i 


i 


■0 

7) 


il 


CTIONS ELLIPTIQUES. 



On a, d'après le n° 424, 
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e 


e 


e 


e 


2(0 


-* 1 

1 tftt 


2 r>) 


1 


2 o> 


1 3 2 u 


2 C0 4 


V o II 


§ (z,q) 


Wl rf 1 «=^ 1 (s J ç) 


J, (s, 7) 


C 0, <% 


D9 a « 


IJ reste à déterminer les constantes A, B, C, D. Pour cela, 
posons dans les trois dernières équations v = o, d'où a — o; 
.elles deviendront 


1 


1*0.(0), 


1 


€0,(0), 


1 


D0,(o). 



ière équation 




ue pour v 


o. L 



supposons p infiniment petit, et calculons les deux premiers 
termes du développement des deux membres suivant les 
puissances de p; nous aurons 



u 


2 


e 


2 w 


a u 


2(0 


2 w 


x 




5 




emenl du premier membre sera donc 


v 



Celui du se 



embre sera 


P0'(O) 




^e w (o) 

6 _ 




I 




'(o), 



A 


0*(o) 


6 


4?4 


SECO 



S PARTIE, 


CHAPITRE 




aurons donc fina 


(18) 


la 






tion 


a (o 1 , o) 2? 



o U 


2C0 1 <? 2Y )i 0) * 


a a u 




0a(o)' 



2 yj, (i) 4 étant donnée elle-même en fonction de q 


2 Y)i Wj 




variabl 





es r 


(20) 


9 


1 


e y ( o ) 



<r a a se 



t donc exprimées en fonc- 



7 


a, qui elles-m 



s sont 




i 


40) 


2 0), 



n aura ens 


ai) Ça 


(22) ptf 



5 


autre part 



u 


d'où cette nouvelle 



du 


e 


a 


l 


d logd'a 


2(0 


1 


I 


2 0) 


1 


(23) 


r \ 




0(o)0'(p) 


%)J 
0 ,2 (c)' 



I 



aw, 0«(°) 0(e) ' 





r 



2 w 


1 


P 


V(o)O a {9) 


io)6{v)\ 




cro 


tio 


TÛT) 


ons 




paire, on aura 


e 



v 



p» 0" / (o) 
6 0'(o) 


ession suivant les puissances 
étant impaire, et la fonc- 


Mo) 


1 



p 2 o;(o) 

2 0 a (o) 



FONCTIONS ELLIPTIQUKS. 



Le terme indépendant de ^ dans le développement sera 


donc 


i 


[A(o) 


1 


_ 6'" ( o ) 
3 0'(o) 


et, comme on sait qu'il doit disparaître, on aura 


(24) 



I 


2 COj 


n 6Ho 

[_3 "ô'(o 


) 


%(o)"| n 


6 


35. Posons dans cette équation a = i , 2, 3 et ajoutons 




résultats : nous obtiendrons l'îdentit 


0^(o) 
0'( 


o) £*6 a (o 


%(o) 

) 


o. 


On a d'ailleurs 



e w ( p ) 


a 1 y (y) 


4 tu — : — > 

dx 


: dd a (v) 


et ? en faisant p = o, on aura en particulier 


0"'(o) 


.d 0'(o) 


dx 


0« (o) 


.dd a (o) 


dz 



dentité précédente peut donc s'écrire 


d6 f (o) 


d e a (o) 


o 


B\o) 



rix 


M<>) 


d 
dx 


log 


0'(o) 


6 t (o)9 2 {o)d 3 (o) 


une 



Le quotient de 8'(o) par 6, (o) G 2 (o) 9 3 (o) est 
stante. Pour la déterminer, supposons g infiniment petit; 



on aura, d'après les formules (i o), 


0'(o) 
0 2 (o) 


* * * / 


ï 


I 


* 5 


9,(0) 
0 s (o) 


2q 


î 

4 


I -+ 


Le rapport cherché sera donc égal à is, et l'on aura l'iden- 


tité 


(25) 


d'(o) = nB i (o) 0,(o) 0,(o) 



a = ï , le facteur 
part [formules (i i)l 



se re 



à l'unité; d'autre 


Donc 


(26) 



2 fOi 



TT rt 


0,(o). 


2 W 


l 


I 


7T 0 2 (O)0 3 (o) 


Si 



2, r H to a 



TZl 
2 


et i'ex 



réduit à 


7C/T 


1 


d'autre 




ormules (1 2 



0 




2 toi 


0 


2 



(o) 


d'(o) 



1 

4 


0 2 (o) 


2C0 



■ 

l 


71 


0i(o)6,(o) 



si a 




se 



Kl 
2 


a 


2W| 


2 



7Ti 

4 


4 4 

e <j 


D'au 




e 


2C0, 


es (l3)] 


9 


1 



r 


2 


1 


<7 4 0 3 (o) 


FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


et, par suite 


■ 


/ Q\ TT — «,i ^4"9;i(0) 2Ci) t — e 

(20) U 3 = — 2&)|e — 


9'(0) 7T 5,(0)0,(0) 


437. On a (-410) 


U*-hU*-hU* = o. 


Substituant dans cette relation les valeurs ci-dessus de U t , 
U2, U 8 , nous obtiendrons une nouvelle identité 


(29) . 8}(o) + 9|(o)-8i(o) = o. 


Les formules (6) du même numéro donneront de même 


e 



( TU 


2 


*î(o), 


(3o) f^^tQ^w (^Y^(o), 

e i = htjtt = — — 0J(o); 



1 


puis ces nouvelles expressions de e t , £2, £3, 


3 ei = e ,-_e 3 -(e 2 - *,) = ( ~) { fli(o)-hfii(o)] f 



2 0) 


1 


7T x 2 


(3i) / 3^=e 2 -^-(^-^) = ( — ) l-^(o) - 9\(o)]. 


TC * 2 


3<? 3 =e 3 — e 2 ^(e,— *,) = ( — j [ (o) — B\{o)]. 


Ajoutons les carrés des équations (3o), il viendra 


2 « 


1 


2 



1 ^ y 

ou 


2 / TT 


(3 2 ) = |.r^ ) 4 [0f (o) + 0«(o) + *•(<>)]. 


Le second i 



(33) 


(34) 



4 <?2<?3 S 



ar la mul- 



es e 






a donné par la form 



e 2 ) (e x 


e t ) 2 


i 



7T 


2 CO i 



aura 


J = 



12 


01(0)61(0)91(0) = 



(2Wj) 


12 


#' 8 (o). 



<3 2 

A 



[0J(o) 



gS(o) + e;(o)T 

0' 8 (o) 




s 


d'exécu 
les 





es précédentes donnent Je moyen pratique 
calculs relatifs aux fonctions elliptiques, en 
nies soit parleur périodes, soit par leurs 


invariants. 


Supposons d'abord le réseau des périodes donné. 



s 


y choisirons à volonté un coup 


2 to 2 



ne le 



ort t 




îve ; 


9 


± 
4 




es 




2 0) 


si ait sa partie ima- 


sera 



rmme 



ri'-' 


e 



f 


i 



- e 


4 


Il importe, pour re 



plus grande la convergence des 



ïveloppements à-employer, que la quantité \ q 


la plus petite possible. Il faudra d 


e m \ soit 


par suite, 
On 



aura 




ren< 



s maximum et 



îsir 


ans ce cas 


ur 2W| ia 





d'où 


_ . 71 

S z sm — i 

^ 3 


< 


e 




choisir pour 2to 2 la seco 



du triangle 


Si celui-ci est rectangle, on aura ainsi l'avantage 


de trouver 


ser 




une va 


—71 



r 



et positive. De plus elle 




ainsi <o,, (i> 2 et q on calculera % 



, '1s, w 3 par 


Y] i co 2 


Yî 2 CO t 


TU ^ 

2 



O 


H- w 2 -+- co 3 


o. 





i, U 


2) 


U 3 , * 41 ®m «a, ff, £3 A, J 





des n 


o s 



6 et 137. 



9. Réciproquement, supposons donnés g 2 et g z et cher- 


chons à calculer les 



principales 2w,, 2(jo 2 , 


et la 


quantité auxiliaire q\ 


Nous déterminerons d'abord les racines e,, e 2j e 3 de l'équa- 



4 z 


*2 


#3 


O 


en les numérot 
côté du triang 








£ 3 soit le 






le 



On aura ensuite 


u. 



J— 


mm 


e 2 ~ e t ) (e, 


• * • y 


Si 



2^ . 




étant 


/ ■ f 

précisées 


obtenir q, divisons membre à 



osons, pour 



ger, 


comme au 



les 



48 
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nous faut calculer, parmi les racines de cette équation, 

avons que ce mo- 
est donc très voi- 


eue dont le module est minimum. No 
du le est < §> Le facteur entre pareil 



sin Je l'unité ; en le négligeant, nous a 



i 


2 a 



avec une e 



; m 



dre que $^00. Si l'on veut une 


approximation plus grande, on mettra 1 équalion précédente 
sous la forme 




f 


9 




(1 * 




et l'on développera g suivant les puissances croissantes de a. 







i5 oc l * • 


Connaissant^, ou obtiendra 20), par l'une ou l'autre des 
ions (27) ou (28), puis 2 co 2 par la formule 




tire, 



esi 


q choisi à volonté, 



e 


(!) 


1 




9 


r Los g 


m 

l'un des logarithmes 


2 (O2 


2 0) 


i f 

r Lo 


7T£ 


cr 




m< étant 



entier positif o 


manière a rendre 






us le choisirons de 


legatii; 

minimum, ce qui achèvera de pré- 



er cette seconde période. Nous aurons enfin 

JL 



€ 


4(0, 


Nous pourrons donc, quelles que soient les 



ini- 


tial 



éterminer toutes les constantes nui figurent dans les 




C X O PG S 


1S1 



le $ w, 3 ail, Ç p « et, par suite, 




uler les 


valeurs de ces fonctions pour une valeur donnée de bu 





48i 


440. 



roquement, supposons p u donne et pr 



nous de calculer les valeurs de u. 
Soit u Q l'une J ' 



; elles auront pour formule générale, 


2 m % 


Les valeurs 
de la forme 



es de la quantité z 2 


e* 





-elles constituent deux progressions géométriques de rai- 
son y 2 et sont réciproques deux à deux, 11 existera donc deux 

rs de z' 2 , réciproques Tune de l'autre et de module 

; et ]e module de leur somme ne 



compris entre | q I et 


pourra surpasser | q 


9 l 


; \q\ étant d'ailleurs 




ce 


module sera moindre que ( i -f- 


i 


8i 


9 


Pour déterminer ces deux valeurs de z 2 y nous pourrons 


partir des deux équations 


P 


a 


e 




P ^ 




0,(o) 0(t')J 
fl'(o) g,(fQ ' 

0 3 (o) e(ç)_ 


2 


Divisons-les membre à membre et posons, pour abréger, 


d*(o) pu 


€ 


Q\(o) pu 


e 


u ? 


il viendra, en extrayant la racine carrée, 


t b 



.(<0 

03 (P) 


2< 


« 2 ^2/1 

-4s 


00 


00 


2« 


H 2 /riî/l 


J # 


u. 


3i 


48 a 
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*4 » 
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OU 


1 


b 


s 2 4 




I 





I 

Z~4 


D'après les limites entre lesquelles sont compris les modules 

, le second membre peut être remplacé, avec une 

• Les valeurs cherchées 


de s 2 





ur relati 



par q 


rr 2 
A9 


z 


de z % différero 




ne peu des racines de l'équati 



i 


b 



î 



a somme est 


i i 



b 


9 


i 



b 


et a son mo 




e 


i 


s 



ous déterminons le 


signe de la quantité ambiguë ± b de telle sorte que sa partie 
réelle soit positive. 

Si l'on veut une approximation plus grande, on pourra 
opérer comme il suit : 


Posons 


j 



b 



b 


a 


TJ 


2n 



r -2/ 



L'équation pourr 


d'où 



écrire a 



i 



q k \j 



...) 


qV 



q 9 U 




on a la formule récurrente 


P. L 


U 


/i+l 


- u, u, 


2 


u 


(XJ\ — a)U 


^ 1 


L'équation devient donc 

1 



Ui-i-? 9 (U* 



u.) 




a[i 


3U n 


• • • 


1 



2) 


l • 
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ou 



oc 



q* x % 


OC 

1 






2Çf* + . . .). 


0 


2 


r q* étant très petit, l'équation a une racine voisine 
de a dont le module est on pourra 



donc 

négliger dans le calcul les termes que nous n'avons pas écrits. 
On a ainsi pour calculer x une équation du troisième degré. 
On peut obtenir sa racine par un développement en série. 
Posons en effet dans Péquati 


OC 





2? 


4 



• * 


L'identification donnera 


*0 


a, 

ak\ — a 

a (2 X 0 A| 


2) 


la 


5 


2a 


0 



a{k\ 




2 À 0 ^ 2 ) 


• - ... • 


* ■ 



Ayant ainsi calculé x et U f 
équation du second degré 


x 


9 


1 z 2 sera donné par une 


z 


2 



j 

Aj 


et enfin u par l'équation 


% TZ i u 


d'où 


u 


0) t 


: \o£Z 2 . 


1ZL 



. Pour obtenir l'expression des fonctions %ê ê 9 a t> par 



P(*) 


infinis, considérons le produit 


1 

- q {z 
1 


z 


I 


q*»z*)(i 


q*»z 7 *) 


II est évidemment convergent (\q\ étant <i), sauf pour 



o, et représente une 
d'autre point critique. 



ion 



n'ayant pas 



*) 


■P(z). 




D'autre part, si 1 on change z en qz, chacun des facteurs 


i 


i 


qui 



2/1 





2/2 z 2 dans 





e < 


en 




z 




nt, sauf Je 


; on 

■ 




2 

4» 


^— 1 


g*** 



s 


q~ l z~ 2 




2 r-2 



Doue P(^) ne diffère de 6p que par u 




n 



. et Ton a 


(35) 0(e) 




déduit 


0,? 


e 




I 




Z 


1 



1 


>n< 


oo 




— r 


î 


X P(iz) 


î 




i — g* n z*) (i — q 2ll z-*) 


s I — 2 </ 2rt COS 2 7T P + 


I 




)(' 



9 


2« 


T — -fi 


) 



1 

4 


oo 



iq 


2» 



"3 f 2 7TP + q in ). 



9,ç 


1 



£0 


«As q z 





z—q 




L 



l 


r 1 


- 2 )(i 


7 


2/i 


^(1 


00 


^ 2 



1 


1 


1 



00 


iq ïn — 1 c 



n 







2rt— 1 2 


) 


1T< 


i 



7 


2/1—1 


* 2 )0 



I 



2? 


2^ — 1 


COS 2 7T 



442. Il reste à déterminer la constante X. 
posons p = o dans la dérivée de l'équation (35) et dans les 



e 




s (36) à (38); il viendra 


0'(o) = aJLtf 4 7T I I (I 




t 

\ 



9,(0) 


Mo) 


00 


1 



1 



GA9 


n 


I 


2«^ 


9 


2tt-l \2 


) 2 , 


oo 


II < 


I 



q 


2«— 1 \2 


) 2 . 


Substituant ces valeurs dans l'identité 


fl'(o) 


7T 0,(0)0,(0)0,(0), 


on trouvera 


oo 


00 


I 



r 



ût 2 " ) ( r 



9 


2/i 


MO 


■ + 



q 


«)]«. 


Mais le coefficient de A 2 se réduit à l'unité, car on a évi- 




Iï( 


I 





2 Tt ~ 1 


) 


oo 


oo 



(I 



n 


i 


q 


I 



I 
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il aura 


donc 




00 


CHAPITRE VII. 



(I 



2/1 


) 


D'ailleurs, en su 





o) 



t. 

9 


on voit que X a pour 




i 


2n \ 


On obtient aisément le dé 


série. A cet ef 




00 


0 2 (*>) 


alla 



(I 


7 


= 2 ) (! 


OU 



oo 



r\) n q ni z 


I 



2/i 


9 


Dans cette i 




00 


(40 



( 



Il g 3 /t 2 + 7t 


00 


laçons -s 2 , 

a 7 


1 


1 


? 6 ») (I 


00 


IL 


I 


3,2») 


■_ 


i 



ce produit en 


g,2n-l ^-2 


) 



1 


)• 




, ût*; il viendra 


6tt— 2 


)( 


i 


7 


6/1—4 


) 



(42) 


9 (t) 




t 




[ 


? 3 (t) 


00 


12 


n 


i 




7 



e 


7T î 



8 


00 



24 





(I-+-? 



2/1-1 


) 


1 


2/1—1 


les for- 



(43) 


6,(0) 
0.(o) 



? (t) cpï (t), 

<P ( T )?*( 7 )> 


7U l 


0 3 (o) 


e <p(<r) 9 2 3 (t). 


Ces valeurs, substituées dans les identités (25), (29) et 
•dans les autres formules du n° 437, donneront 


<44) 
45) 


(46) 


* ; 


£3 


e 


7t / 
8 


?? + <p! + <P3 = °; 


^ 3 


7T 


2C0 


7T 


1 


2 Ci)! 


? 4 ?1> 


e 


2 


e 


1 


7T 


2C0! 


O) 4 cp 


8 . 
3 5 


(47) 


3e i 


3 ^2 



71 


2 0>! 



7T 


7t 
2 Gl>i 


2 


CP 4 ( CD 

1 x L 


8 

2 


r(<p; 


8 


Cp*(cp8 


9a): 


<48) 



O 


&2 


<49) g* 


a- 

A 


2 
3 


7T 

2 CO 


4 


1 


<? 8 (?I 


1 6 



■ 

— ( 

27 \2C0! 



12 / ~8 


7T 


12 


G) 


J 7 


<pi' 



<pl) (<p 


8 




1 


3 3 .2 ! 


16 



<ï4 6 + <J> 3 6 ) 3 



la 



de ces 



on peut encore 
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les suivantes : 


(52) J 


(53) 


W) 


i 


2 



2 
3 


I 


A 


3 r>8 (?2 


. 2 


?3) 2 (? 


8 


t6( eg 



y 


) 2 


«a) K e 


Y 



A n 


a 




e 


r 


?l) 2 (?i 






X 





nir pour les fon 


P u 





à u 


2C0 


1 


dv 


i â?s w 


2 0)! 


l 


2W 



nous venons 




dv 


_i_yr 4YÎ 


4 yji oûi — 


# lûgfl(p) 




oppements en séries simples 





P 1 


Les 



p(w-bu a ) 


i 


2C0, 



rf 2 



lO! 


</ 2 


00 


gr 2/l sin 2 7TP 


1 


I — 2q* n COS2 7T^ 




4 Y)! COj 




7 


sin 2 7Tf> 


? 2 » ( r 


q kn ) C0S27TP 




nq 2n cos2 7Ti ; 




u 




)= 




logU« 


la 


2 ^a» 


logera 


I 


2 




admettent des développem 




aura notam- 


■ 


ment 


(57) p(u 



.) 


I 


2 


2C0 


1 




00 


4« 


2 )C0S27TC — 2q 


( 


2 ^ 


2^—1 


COS2 7n> »h Ç 


kn—i v2 


î 


L'identification des termes i 
mules (56) el (5^) donnera 



ants de e dans les for 


(58) 


7T 


3 


00 

2 

- — Stt^tt" 



2n 


2n \i ' 



I 


2Wi 


OO 


4 Yîl «1 


8tt 



(I 



2«— 1 


<7 


2/1 



Posons dans les mêmes formules u 


03 


i 


d'oi 


ou ^ 



2 


(60) e x 


(61) e 


2 




2 b) 


4 V). COj 



71 



8tt 



(1 



q %n y 


00 



7 


2/z — 1 


(i.-h? 


2/1—1 \2 


) 


Enfin, en substituant ces valeurs dans la relation 


on trouve l'identité 




(62 



<7 


11 


0 



e 


1 



o 


00 


^ (1 


^2/1— 1 


00 


2 — 1 \2 


) 


3 



9 


2/ 



(l — gr 2,i ) 2 



ns crw, 





2 iù 


2o3 2 . De même les fonctions 



, 8 a p dépendent non seulement de v 7 ma 



. Mettant ces paramètres en évidence, les 




rmules 


(i 7 ) et (i 



iendront 


p 

d ( coi, co 2 ) = 2Wj e 2YJl 



2 


• 



2(o 2 par 


0(f,T) 

e'(o,r) 


0«(O,T) 



autre couple 




2 0) 


1 


2aco! +'2 b 




! 


2C 


1- 2 flfo) 


2* 


el 



ons 






Nous aurons évidemment 



(a, co' n to' t ) 


T 


d a (ll, W l> W 2 ) 



2 tù\ e 2Y H " 



0 a (O,T') 



ce changement de 


(64) 





tf a w une 



aquelle a 


2 tù\ 



0'(o, t') 


es n 



as du et 


f F 


opère 




permutation, d( 
substitution (63). Nous 


2 (^ i e^i M ^ 



0'(O,T) 




aue Fi 




a* 



mêmes valeurs i, 2, 3 




49i 


Or on a 



2 


a> 1 (a 



t 


i 


2 A co 


/ 


0) 


1 


2 



w 2 bizi 




a -+- bx 


Donc 


B{v',x') 


1 


fl'(o, O 

a + 6r 0'(o, r) 


e 


b tz iv* 



b 7C zV 2 


^a(0,T) 




constantes 


I 



a 



bx 0'(o, T) 


0g- (O, T') 
^a(o, T) 



sont respectivement égales, d'après les formules (43), à 


1 


<? 3 (t') 


a 



bx 9 3 (t) 


e 


<V-*j¥<P(t')9&(t') 


?(T)?à(T) 


étant égaux à 1 ou à o, 
égal aiou< 3* 




leur indice est 


Elles seront donc déterminées si l'on connaît 


quotients 


<p(r) 


?a(T) 



envoyant à plus tard cette recherche, nous nous borne- 

- 

rons pour le moment à établir que les constantes cherchées 


sont d 

O 




nés 


n a, en e 




et(3o)], 



0 ,8 (o,t) 


(2toi) ,s A 

— ? 


0S(O,T) 
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On a de même 


0' 8 (O,T') 



BUo,*) 


7T 



■ 

<?a', ejj', étant égaux, à l'ordre 


a e 


D'ailleurs, le changement des 

hypothèse, il chan 



e 


_ - 

* x ère pas <fu } Pu 





En vertu des égalités 


oc 



2 II 



p 



e 


a' 



on au 



onc 


oc 


et, 




Donc 


(4 



fl /8 (o, t') 
B%> (o, t') 



/ , . 7 \ 12 
I 1 



1 ' 


{a 



12 


et 





i 





«'Ml 

'(o,r)J 


8 


, ^a(0, T) J 


8 




VI. 




Fonctions périodiques de deuxième 
et de troisième espèce. 




V 


7 



M. Hermite, fonctions dou- 


périodiques de 



e 




les fonctions 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 




isfont à des relations de la forme 


(0 



2C0 2 ) 



A,, B u A 2? B 2 étant des constantes. 


On en déduit évidemment 


A, B étant de nouvelles constantes. 


Si A< 


A_2 


o, la fonction sera de seconde espèce. Si B f 


et B 



nulent également, ce sera une fonction elliptique 
Les fonctions du y 3 a ii nous ont déjà fourni des exemples 
de fonctions de troisième espèce; leurs quotients f^u sont 
de seconde espèce. Proposons-nous de faire l'étude de ces 



fonctions en général. 

Il résulte évidemment des équations (i) que les zéros et 
les pôles de o{u) sont distribués périodiquem 
plan. 

On en déduit d'ailleurs 



dans le 


Jog (p ( U -+- 2 6), ) — log 9 ( u) 


log<p(w 



Ai u 


A 2 u 




Bo 




448. Soient a s , 


. r ceux des zéros de <p( u) et b { , . . . , 




ux de ses pôles qui sont situés dans le parallélogramme 


des périodes tracé à partir d'un point donné u 0 ; on aura, 


comme on sait, 


2 7T « ( f^- 



rflog9(w), 


2 7Tî(2a 


2b) 


f a log <p (a), 



intég 



étant prises dans le sens direct autou 



u 






Or il est aisé de 




1 

r al 




un 


e 



5 


supposons, pour 
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CHAPITRE VII. 

*» » * h. •> t ■ » 


fixer les idées, que % ait sa parlie réelle positive; on aura 



d log cp( u) 




en 





7f 



rflogcp(tf) 


H-h2t*) a 



intégrales prises suivant les côtés 


u 0 + 2 0) 4 


rf[logcp(w) 


log<p( 



2 :*>,)] 



?/ 0 -H2 fi> 2 


d [ log © ( u -h 2 &>, ) — log cp ( u )] 



w 0 2 O) t 


A 

2 COg Aj 


2 Ol) | A 2 » 



a) 


e même 





«n + 2 



m aflog cp( u) 


{u 



20a 


1 


A 2 u du 


1 



Z* 0 -h2O> 2 


Ai u du 



ie 0 


A 


( u 


0 



2 



2 Gdj 




0 



2C0 2 ) 


U 


0 


■f-i r* 


2 


-h 20) 1 [l0g<p( W 


0 





( U 



2Gt) 2 ) rflog Cp (w 



v 




wc/Iog9(M) 



w â d r log9(w 



2 Wj ) 


2Ci) t 





2 


) 


log<p("o+ 2W 2 )] 



) 


logCp(M 0 -h 2W,)] 





2to 2 [A 1 (M 0 -h 2&) 2 ) -h Bi-h 2 m, 711 J 


-+- 2 w t [ A 2 ( M 0 -f- 2 &>i ) + B 2 -H 2 /n 2 



•2m 2 7T«) 



(A t w,--f- + im x Tti) 





FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

tenons donc les deux relations fondamentales 


4q5 


2W 2 A, 


2Gt) 1 (A 2 CÙ, 


2WjA 2 — 2TZI 




B 



2TO 2 7T« ) 


2W 2 (AiW 2 +B 1 + 2m 1 7Tï) 


2 7Tî[ 


y a 


2b] 


on 



uement, si ces 



sont 



une fonction admettant les zéros, les 
et les multiplicateurs donnés. Posons, en effet, 



6, ). . .^(a : 



) 


t une fonction de troisième espèce, ayant les zéros et 
les pôles demandés, et ses multiplicateurs seront e™ 1 " 1 ^*, 
^M a to S +N^ en posant, pour abréger, 


M, a 



(4 w i ^ 



4 )a 



P 


H- 



^ [2 Y}, O — a a- -H Cùj ) 


7TI] 


1 

v 



[2-o t {u — b k -f- w,) 


M 2 « -h N 2 — (4«2 W + 4 W I )« 



2W 2 (3 



e 


f 

e 


(4) 


icateurs seront res 



égaux à e Pillii ~* rl * 1 y 


+Ba , si Ton détermine a, (3 de 


manière 



ons 



4<*)i oc 


4^2 a 


4ol>! a H- 2 Y), ( JX 




2(0,(3 

( 



7Ti 




4 W2 a ^sCf* 

2Y] 2 (2a 




2 Gl>2 i 



v) 

y. 


à) 


v) 
v) 

26) 


Pour que ces équations soient co 


tions sont 



ires: on les obtie 



A 


Bi 


A 


27 


B 


a sa 






2//l 2 7U 




aux 



ra en éliminant a 



4gô 


SECONDE PART 


AP1TRE VIU 



En tenant compte de la relation 71,(1) 


retom 


P 


ar 



2 


9. 


> on 


es équations (2) et (3), qui sont vérifiées, 



autre 



cti 



( ^) 



es mêmes zéros, 


les mêmes pôles et les mêmes multiplicateurs que ®(u) sera 


de la forme Ces 

1 



3 G étant une constante; car le quo- 


tient 



cp(a) 


est une fonction 



ptique q 


Ul 



pas de pôle. 


450. Il résulte de ce qui précède qu'une fonction de troi- 
sième espèce qui n'a ni zéro, ni pôle est de la forme 


Ce* u 


u 


Po 


ur 



fonction ®(u) de seconde es 



A 




o 


1 


1 



n a 


et en vertu de l'équation (2) 



v. 



équations (4) donneront ensuite 



Le 



s ionctions 



espèce ont donc autant de zéros 


que 



po 



, et leur expression générale est 


(5) 


Ce?" 



X 


) 


a 


) 


{u 




* 

451. On obtient de nouvelles 

± s- - _ 


e 


uxième et de troisième es 




ssions des fonctions 





10ns 


Soit ®(u) une semblable fonction, ayant pour multiplica- 


te 



A<>u-\-B 


2 



cp(w) 


e 


p» <pl(«), 
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les constantes a, (3 étant déterminées par les relations 


13 1 1 


sera une fonction analogue à cp(tt), ayant les mêmes 
zéros et les mêmes pôles, mais dont le premier multipli- 
cateur se réduit à l'unité. Soit e ku ^ son second multipli- 
cateur. 
Si A 



o, ®\(u) sera de seconde espèce. Laissons provi- 


soirement ce ca 



côté et posons 


u 


2 6)! V 


B 


i 

- * 


2 0)! \ 


2 m ît t, 



1 


4 



e cnangera en une fonction 




(v)' et les relations 


<p»(ii 



a&>i) 


i 1 


1 


Cp j ( U 4- 2 Gl) 2 ) 


Vu 


eviendront 


<6) 



') 


?(^ + T)=r !m,t, '''f('. 


Nous donnerons à ces fonctions particulières W(t> ) le nom 
de fonctions réduites. Le nombre m se nomme Y ordre de 
la fonction; c'est un entier (positif ou négatif), car la for- 
mule (2), appliquée à ce cas particulier, donne 




Ces 



réduites ont été construites 


par 


M. 



de la manière suivante : 



ns, comme précédemment 


e 


7t/V 


e 


7TZT 



(e) se changera en une fonction de z. Cette nouvelle fonc- 


tion 



) sera uniforme, car, en vertu de l'équation 



à toutes les valeurs de v, qui correspondent à une même 


. valeur de z. 



une même valeur de la fonction. De plus 


1 


J 


II 


32 


> 
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CHAPITRE VII. 


V 


— lôg z n'admettant qu un seul 


♦ • 


7T l 


point critique à 


o 



z) n aura pour poi 





e des 



es correspon- 


o. 


dant à ceux de ^(p) et le point essentiel 

Enfin les équations (6) se transformeront dans les sui- 


van 



*. - - 


i' * 


(7) 


/( 


s) 


ii 


, ? //I 


/(*) 


Il s'agit de construire les fonctions/(s) qui satisfont à ces 
relations. 


453. Supposons en premier lieu m positif, et admettons, 
en outre* que la fonction ^(p) soit entière ; f(z) 7 n'ayant 
j5.__. - o, sera développable parla 

est paire; le développement 



int critique que 


d autre 


formule de Laurent; mais 



sera donc de la forme 


00 


4 ■ 
I 



00 


u 


E 


n 



substituant dans 



» m 



m) 


*T 2 '"/(*)> 


îl viendra 


00 


00 



A 


«7 


À ^* 2 ^ 


, I 


, 1 p 


4 * 



* < 


00 


I 


ce qui donne, pour déterminer les . coefficients K m la for- 


mule récurrente 



n -h /// 





es coefficients Ab, A,, . . A TO _ : t restent indéterminés. 


►oit i 



l'n 


n 




e eux ; 



ura 



: — A /y 2r 


. ■ 


-h n 


m) 


2 [/•+(/* — l.lHl] ; 


* 


Si donc nous 


pposons 


®r(*) 



00 


, * 


tr 


1" 


00 


00 


2» 


m n ( n 


(7 


2« /-2 \/ 


oo 


la forme générale des fonctions cherché ! e s sera 


m 


(9) 


0 


ou, en revenant à la variable 
T r (p) ce que devient alors O r ( 



i 


i> et 




ignant par 


■h 
i 


(io) 


7« 


1 


V A r T r ( y) 



o 


% » 

■ 

Si, au lieu de grouper ensemble les termes de f(z) qui cor- 


respon 



\ ■ 

a une 


même valeur de r\ nous groupons ceux 


pour lesquels n a la même valeur, nous trouverons 


/(*) 


00 



qmii(n — \) £Lmn 



oo 


oo 



s 2 ), 


00 


l 


i i 




A I À 


. * 


4g 



arbitraire de degré m 



i . 


i J 


< < 


m ~\ désignant un polynôme 



Les fonctions réduites W(v) d'ordre positif m ayant 



b 



et m 


v zéros «4 , 


représentation analogue, où le 



une 



un polynôme de degré .w 


\ 


v 




lie R (*•*)' ayant poi 


. cim+v admettent une 

) est remplacé 


mer^ 





1 et pour 





(s 


Posons, en 





e S7ti7 '.) ... (2 


e- 



QO 



90 


q 


i 



rie sera convergente, s 





our les v 





i 


si n 



ini J un 


o, la racine n [ * me du 


vers 



oo 


* n ième si n tend vers 







oc. 


rs de z 

* 

étant 


zéro 


la 



2° C'est 



fonction pair 





i 

s. D'autre part, si l'on 
z en qz, chaque terme se change dans le suivant, 
ié par z 


rr—'lm 




f\( z )1 


/l(<7~) 


2 1)1 

<3 


et W t (v) est une fonction réduite d'ordre m. 


3° Ses 




OU 

i 

d'où 


Il T 



/i 


* * 



uels on a 


€ 



» m. -m 



b 


n 




t 


î ' 


étant ent 


une 



peut dé 



rapports de 



W \ (v) s annule pour 
fait, le quotient 





1 1 ^2 ? 


es m 



v coef- 


P,(*). 0n 


3 Ûf/«^.V— 1 



sera une fonction elliptique 
era donc une constante. Mais 


■ 

B m 


on pourra la choisir de telle sorte qu'on ait W 


v 
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455. Posons, en particulier, 


DOI 


\\(z) 


€ 


2 7W IV 


w eta 



un point intérieur au parallélogramme. 


m 

lonction r 



uite 


00 


00 


27ït€ 


2TCHV 



J-'X € 


27l£C 


e 


oo 


formée avec R(-s) ? n'aura dans le parallélogramme qu'un 
pôle simple w i et l'on vérifie immédiatement que le résidu 
correspondant est égal à i . 

m 

En dérivant les équations 



( ( '> «•)» 



par rapport an paramètre on voit que 


dW 


i 


2 



J . 2 . . . /i 


k 


S 




des fonctions réduites; d'ailleurs 



es 


admettent le seul pôle w et la partie infinie de leur déve- 
loppement aux environs de ce point sera respectivement 


i 


• • • ■ 


(« 


- 

Cette remarque fournit une décomposition des fonctions 
réduites en éléments simples. Soit, en effet, <ï>(e) une fonc- 
lion réduite d'ordre m, admettant les pôles ço t1 w 2 > . . . avec 


des ordres de multiplicité k, £, . . . et soient respectivement 



v 



_ 


A 


1 


• * 


i 


w,) 



B 



2 


u< 2 ) 2 



* * 


ces 



es infinies de son 



es. P 




aux environs de 


• i 



A 




■h 


k 


è k 


i 


- 1* 



- - 



1 ^ 





W( 


t-B 



i 


( ^2 ) 


Le 



s 



evi 



une fo 







sous 


[ ^ r 


0 




r ri 


/« - 




a tonc tio 


c 



essus ? va e 




■ 

(v, w), qui nous a conduits au résultat 
nous servir à construire 



où m est négati 



variable et p comm 






être. La fono 


parallélogramme qu'un seul pôle sirtipl 

-m. m m * 


w = V, et ce même point sera un pôle 



pour 


les dérivées 



dm 



dv 


m m 


parami 



le, triple, etc., 
par rapport au 


«!' « 


Posons, pour abréger, 


m h 


e 


TZIV 


e 





(>, w ) 


«... 


• 1 


00 


2?» 



00 


» » ■ 


On a évidemment 

J m - 


(12) 


Changeons 


5 


1) ~tmn 



2 7T /i 2 



2 



G, t). 


;t ? | en et remplaçons en même 



temps l'indice de sommation n par n 


oo 


* 


2> 



1 



l' 



2 71 i£ 2 


— 


00 



V 

t 


.1 

1 i 


5o 3 


d'où 


» 


■ 

■ # 


F(s y qt) 


t 


F ( s ; I f 


NÏ - 


J 



• 1 



2tl ~2 \ /« 


) 



7 


in -t 


00 


* 


■ 


«3 


1 



2 TU > ^""i(^-D^2//i/i ^2 




■ 


00 


/■ 


0 


1 


■F ' • 


ï » 


2 7Tt ' 



r — 0 


L V ■ 


En repassant des variables auxiliaires s, / aux variables 



(y, les 



a) et (i3) deviendront 


j - 


■ 


M) — W(v, fv), 


j t 



7/2 


1 


2 7TZ 




2(//l — r)TC/tv 


En les dérivant par rapport au paramètre t>, on aura plus 



w 



àv k 


) 



v\ w - 

I * — 


c)v k 



lisv 


0 


. : 


m 


2 7U 


1 


o 


* 



457. Gela 


OÙ 

re v des pôles contenus dans le parallélogramme sur- 

'. 'M ' À wt . 1 * ■ * .*Ml • â m - ' W m 


passe de #z unités le nombre des zéros. Soient v 2 , 



no 



ces pôles; k, l, . . 



S(w) 


expression 



2i 





* * ■ 


spectil 




A A- 


* * # • 


■ # 


de;- 1 


• ■ * 


* 


■ 


■ 



SECONDE PARTIE 


CHAPITRE YH 




les mêmes pôles, avec le même ordre de mul- 



De plus, on a évidemment 


04) 




(«0» 


m 


X 


(.5) 


S( w 


T) 



2 mni w 


S ( w) 


2Ttl 


çï[ m— r) TZi w 


en posant, pour 



* i* - 

1 0 \ 


w 







-I) 



1) 



• * ■ » 



osons des v constantes À, d. . 


J É 


de manière à salis- 


faire aux m équations 


U 


0 


o 


u, 



o 


o. 


i 



(i5) 




H- t) 


Donc S(w) sera une 




ri 





es mêmes 


dépend encore 
dont on peut 


admette v - — m 




ion re 


m constantes arbitraires, 


er les rapports de telle s 


i des zéros de *lw. Le 



qu'elle 


quotient g— sera 



ser 



une co 




s 



d' 


un zéro 


. Ce 


4 



Passons aux fonctions de s 




, dont nous 


avons réservé l'étude (451). Soit coi u une semblable fonc- 


tion, aux p 



2to h 2iù 2 et aux 



icateurs i, e B . 


Posons 


2 



5 



t>) aur 

/ 


Soient <z f , 




d,ans le 



ériodes i-, t et pour multiplica- 
tif ses zéros et b K , . . . , ^ ses 

posons, pour 


me des 



abréger, 


On 




FONCTIONS 



y 


a 


1b 


s. 


, d'après la formule (3), 


- 2 m^ni 


2 niyTtlT 


5o5 


2 711S. 



iposons d'abord que s soit une période, telle 
{/?, n K étant des entiers). Posons 



çïKi ( m r — n x ) v ç 


i 


• 

On aura évidemment 



0 


^ ( c H- l ) 


I 



/H i ~~ 11 â T 






2//î_7W' 

2 


2 /1 7TZ 




nstruire. 



est une fi 


elliptique que nous savons 



Passons au cas général, où s n'est pas une période. 


JNou 


s 



yv admettra les même 

tiolicateurs seront 



s et les mêmes pôles que <W et 



i 



^ — 2 71 1 5— 2 m 2 7Z i 


e 


-271/5 


Cette fonction réduite y(v) sera de la forme 


(.6) 




a x ). ..9(v 

M. i \ 



) 


9{<> 


b x )...b(v — b^) 


le second membre admet les zéros a, les pôles & et 




* 


i 


et 



il) ? 


271/5 



7l/*[2 



■A ft )H-]T) 




i les fi 



ons re 





lièr 


»4 - 


X ' 7") - 


F(c>) 


fl'(o) 
9(s) 



v -H s) 



.6(i>) . 


'i ■ 4 


* 


Elle a un seu 
On voit 




e v ; 


en 



îsidu est égal à i. 


équations 


F( 



i) 


F(o), 



e-ï*/*F(i.), 



e F'(i>), F"(p), . . . sont de nouv 



s 









encore 




le 




ts aux environs de ce p< 


es m 


finie 


zéro, et leurs déve 


respectivement 


s 


t 



a 


2 


3 ' 


-• 

É • « 


• 4 


i 

7 

I 


* 

Toutes les fonctions réduites yv sont exprimables à l'aide 

■ 


de cet éléi 


simple. Soient, en effet, # l7 è 2 ? • 



distincts de y v dans le parallélogramme, et 



i 



b 



1 


k 


b 



m t 


2 






du 


- i 


de ces points. 




ement de y(^) aux environs 


► - 1 


■ i 


A 1 F(^.^6 1 ) - A, F'(< 


j 


( 


1.2. 



t) 



in» » 


1) 


■ •■ if ■+ 


6.) 



BtF(p— 6,).,.... 



t 



m'érence des deux 

- 



mbres est une nouvelle fonc- 



L J 





elle sera -donc de la 


forme Ce! 3 


C sera nul. En effet 


pas, cette fonction aurait pour multiplicateurs eP et eP T ; 


mais ces mu 



icateurs doivent se réduire à i et e~ 2 ™ s \ on 


Il ■ - 




- » 


rai 



avoir 


S 


|3t 


2 7TM 


m * 



2 /j^tu 


" Il 

■ 

(ri. n t entiers) 


t, en 



5 serait donc une 






simple 


F(p, j) 


0'(o) Blv 


a 



ï ■ 



. 0(5)0(f>) 



uel nous venons de 



F(p + ï , s) m F(ç>, s) 


et, comme i 





aux 




(l>-4-T,$) 


2 izis 


F(*,*), 


- I 


est symétrique en ^ et 


5, on aura également 
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' -m • ■ e 


* fl 


t> ■ » m 



trouvé 
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472. La comparaison des expressions ainsi 
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mi 
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B 


:l a m 


2 



2 
I 
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5 



Dr 


6 


Or 


Dr m D 


a 


ti D 


i 



2 co ; 


0) 


2 

1 


Substiluant cette valeur et celles de Dzi, Dto,, Dv},, Dî 
dans l'expression précédente, elle devient 


3" 


I 



I 2 



2 



de 

Ti X u dv 


1 


0) 


I 



ni dx 


Substituant ces valeurs de — > 


» — dans l'équation dif- 


férentielle, réduisant et multipliant par 4 W |Q> il viendra 


d 2 6 


, .de 



. On peut déduire de l'équation (9) une équation aux 
dérivées partielles à laquelle satisfait l'expression 


nu 


■ 

Changeons, en effet, i 
tion (9) se changera en 




d'où 


Dy 


1 


Al 


17 


l 



12 


y 


Dy 

7 

y 



.V 


.r 


m 

/z 2 D log^ 


n 


2 


#71 



+ 



2 




1 u 


/ 



0* 


i 


/i 2 1 C 2 


« 2 J3 +- 


9 
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1 
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CHAPITRE 
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il 


OU 



en 




n 
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i 
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I 


n 


2 T« 



2 



/ 

i 

ti 


i 



n 


481. Prenons p, g\>, [>our vari 


lieu 



D<|/ 


Va 


i 



f2 0 3 







^p 




• 3 ) 





dp 






2 ,P 


/ 




au 



2 


2 


3 


î 


J 

2 




dénom 


<'7) 


2 





o 



RI 





( 



3 


(6 


ura la 




é » 3 


O 3 



1 





el 




o ■ 


^2 




nome 


nira une 


ver 







P 


è 



n est pair, ce sera 
Da 


ra un 


polyn 




e entier en p 
semblable 




cas, l'équation (17) four- 
coefficients 








moyen 


opéra tioi 
nouvelles variables par la relation 


D 


d 


t 


2 

3 


t> 2 
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les équations précédentes donneront une première relation 

df df » , • . 
^e-r—i-r-y /désignant lune quelconque des expressions 




àg% 

onsidérées ci-dessus. L'homogénéité en donnera une seconde. 




u 



... * . - 

en effet, que / soit homogène de degré \ par 
rapport à u, to<, to 2 ou, ce qui revient au même, par rapport 

11 

à m §2** Ê**> on aura 




àf 
u — 

du 


O 2 


1 
4 



- 

,■ 



1 
C 



» .1 


^2 


|_ 

a* û 
ê> 3 



H & 2 



6 


£"3 






. On peut encore prendre pour variables indé- 
ndantes A, J, v. Posons, dans ce cas, 


/ 


A 


12 


o, étant homogène et de degré zéro, se réduira à une fonc- 
tion de J, v. La dérivée ~ sera évidemment égale à 



1 2 


A 


12 


1 


m 



i% A 




18 



dérivée ~ sera égale à ato. 



dv 


déduir 



la formule 



■ 


àf 

dJ 


àf. 






enfin, DA étant nul, 


De 


i 


i 




a 



Su 







de u ; il viendra 


i 






Il A 



sur cette égalité l'opération D, on 



équation 


us 





G te • 


licite, que / soit indepen- 


(■ 




or- v 






is de l'égalité 


on 






i 'M ■ 


i) T J' 3 "Aë 







1 


f 


i)PA :i 


- (J 

2 


I) 


dDJ 4- 

— — — DJ = 48 A 


i 


2 


J 


3 


2 



(J 


48 A» J* 




1 
3 



)J 


1 

3 


2 

3 




i 

3 


48A â J 


1 



L'équation (19) devient donc 


(20) 


i)J 




6 




1 1 
3 J 3 




urra servir au 







I-, Comme npplication, posons /"= to a ; on aura 



a 


Doj a 


2 rj 


X? 


î 

3 


2 


I 

3 


1 1 



ous aurons donc 


(ai) 


(J 


i)J 


a 2 co a 




a 





«44 


o. 



en s 





îeu 



71a ; on aura 



* ■ 


Dr, 


i 


i 


i t 


6 


7 A 3 J 3 w a , 


(J 


I 


6 WaD 

I 2 fi^ 


On aura donc 


i)J 


6>J* 


[ 


7 J 


i 


0 


6 


dJ 


ô fia *0 a 


dJ 


à3 


i 


1 


V I 


4 <fr] a 


i 

3 #2^3 


I 

3 


(J 


^3a 


144 


4 


et, en réduisant 


(22) 


(J 


l)J 


c>J 2 



5J 


6 


2 ^Y]a 


4- 



o. 



i nous supposons A constant et J variable, les deux 

tcO| satisferont, comme nous venons 

* 'm É * # 

de le voir, à une équation différentielle linéaire du second 


périodes co f et a) s 


ordre 


A 



2B 


drj) 



C d) 


o 


ou nous posons 


A 



(J 


i)J, 


reger 


B 


7 


J 


J 2 


4 


C 


i 


i44 



aurons donc à la fois 


(23) 



dp 

~dP~ 



2B 


i 



2 B T > J 1 -t- Gtgji 


o 


o. 




on s 


J. 


il. 


équation en tenant corn 





Il 


CHAPITRE VII. 


1 


a précédente, il viendra 


(24) 


2 A ~ 


dz 


dS dà 




d l r 



2 



2B 


dr 
dJ 


î 


o 


Une nouvelle dérivation donnera 


(25) 2 


à 



dr d 1 ' 






2 



2 



dk 

dS 



d 






d(ù 


d\ 



dr 


o 


Éliminant et ses dérivées entre les équations (23), {24), 




7 


nous o 



rons une 



différentielle du troi- 


F 






a 




1 



relation entre 
d'être étudiée avec soin. 



* ♦ 


et t mérite 


A cl 


ue valeur complexe de t, à 



e ima 



si 


tive, correspond une valeur unique de J, définie par la for- 
mule (34) du n° 437 (où g m 



séries 


dan 


qu 


rie tire 


eur de tout contour fermé situé da 

an où Ton figure la variation d 





e de 



ra dans 




e région 


(et ne rencon- 

e fonction 


m 

analytique 



me et sans point cnti 




orts des 


e 


1 



3 


o 




6 a 6 3 



e % 6 1 ) 


1 


3 



éliminant <? 3 , on aura une é 




du sixième degré 


e 2 

en — ; 


T * 




is, à cause de la symétrie des équations en ëu % 


m m elle admet évi 
Donc la connaissance 



racines les six quantités 


e 


■ 

• * - # * 

gui te a 



e,, e 2 , e 3 


sans ambi- 




tacteur près 


de pro 



alité p.. ,<• '• ' 


1. 


I > 


t 


- 


0 


r, si 1 on c 






ge en 



ge e {1 e 2 , e z en pe,, p.e 2 , p.e 3 


la 




z 



Changeons également £ en jxs ; cette intégrale deviendra 



<o a . Donc la connaissance de J détermine les périodes 

principales et, par suite, tout le réseau des périodes, à un 

1 

facteur près de proportionnalité, égal à ^» lequel disparaît 
des rapports des périodes. 

ru r 


Mais à un 


même réseau correspondent uhe 1 



valeurs de t 7 qui se 



remplaçant co' 


y * 


equ 1 v 



2 


to. par un 


de Tune d'elles 


autre système de 


r 


Mi 


1 



btù' t 



2 - 



t 



(0 


2 


I 



-péri 



2 J 



en 



la formule générale des valeurs de t corres 



même valeur de J sera donc 


■ * ■ * 


w à 
h 


T 


<*>1 


C 




a 




où a 7 bj C) d sont des entiers tels qu'on ait 



bc 


1. 


a une 


Tous ces nombres t ont, comme x 7 leur 




4 



. Soient d' 



â/>,.0 deux 


premiers en 




una 




quelconques 





'r. 



t 



et, plus généralement, n désignant un entier quelconque, 



* 


q(np 



P') 


I. 


Donc J prendra la même valeur au point r et au 




Mais si n tend vers oo, ce point se rapprochera indéfini- 

, y 

ment de 


comme tout 



est un point d'indétermination pour J; et 



- 

de l'axe des x est un 




l'ensemble des points Taxe des a? sera 

n elle la fonction ne pourra 



au-dessous 


de la 



être 


mite pour 


ritique 
ongée. 





. Parmi les valeurs de -t 





lu corres- 


pondent à une même valeur de J, cons 
celle qu'on obtient en choisi 


modi 




ir 


2 0) 


i 


de 


- 

nmi 


suit ïo 


îp 



tou 




a période principale qui la 

tour du 


ens 





isé de 




l plan dé 
des valeurs complex 




miner 


toute 




ene 


Considérons, en effet, le triangle T formé par les trois 

-» ■ i i / 


points 

2 0) 2? 2 


I, o, 


c 



est 



11 est semblable ai 


l-ci a s 
a pour 




aigus et son pins peut 

dans T le coté 



i,o). Le troisième sommet t' sera donc situé : i° au- 





e Taxe 



d ai 



rayon i, décrits des 





rise entre les 


hors des cercles de 



0 en 

1 comme centre. 



c 



région n ainsi ucumucc (/^T* 49/ es ^ un *I 


iligne formé par quatre arcs de cercle ayant leur centre 


d 



roile normale aux x pouvant être con- 



comme cas 



ces cercles). Ce quadrilatère 


11Z 


deux angles droits; le troisième est égal à 4tS le 



au sommet à l'infini, est nul. 


3 



i I Or 


Fi 



R 


Y 



* 

i 


I 
( 


■ 


X 



I 

Soit 


T 



x -f- iy une variable complexe liée I 
relation 


On eu déduit 


c + dz f 

bx 


a 



f 



hc 


i). 


* 


T 


X 



t 


C 


ar 



c 



ai > 


d -f- bx -+- bi v 



en 



s parties réelles, 


* - 


ax) (— d -h bx) 


a 



t 


cd H- ( adf 


6^) 2 + b' l y % 



bc ) x 


ab(x* + y*) 



2 


ibdx -f- 6 ! (.2? 2 + y 2 ) 


j uguée, il vient 


+ iy ! par l'expression 


con- 



- 


-w 

Si do 


onc x 


/ 



un 


c 



a*(x* 



* 



2 


2W« + è î (^+y s ) 
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CHAPITRE VII, 



son centre sur l'axe des t 



un cercle ana- 


logue . 



Lorsque t' décrit le quadrilatère W f limité par quatre arcs 

R, limité par les 



cer 





a u 




transformés. Ceux-ci se coupent sous les mêmes angles 

transfor- 
ier, le sommet de 


s prece 


gle nul sera le poin 




T corres 
b 



oo. U est 


situé sur l'axe des x (ou a l'infini, si b 



t l'ens 




rons 


possi 



c 



une une 


fois s 



e co 



m , 



e demi- 
valeurs 






e le plus simple des fonctions 



ier est le 





ce 


nom aux 



rnies dans le demi-plan, 

valeurs 



qui se déd 

linéaires de déterminant i, 


e indépendante t, 

lk * c SUDS 





T 


C - 



a 


f 



bz 1 



ue. 



l'axe des x 


49J. Pour en donner quelques exempler, 




;s inii 


muie 



24 


r 


idérons les 


fZj OjT, cp ; â % du n° 443. On a, d'après 
(5o) et (53) du même numéro, 



I 


6(é?p 


( 



r 


e*) 




peno 


des fon 



en posant 


(26) 


0) 


/ 
1 


t 



/ 


9 

La substitution (26) n'altère pas A, et fait éprouver aux 

' e n e% une permutation, variable suivant celle 

des six classes à laquelle appartient la substitution (358). 





■ 1 , - 


1 


■ ■ 



% (a 



br) n o u r 


5 


a' parcourant, ainsi que a, la suite des valeu 




dans un ordre 
l'ordre de parité des coefficients a, 6, c, d. 
On en déduit 


rs r , 2, o, mais 

0 


érent et qui dépend de 


(27) 


c 



dz 


I 


a + 6t 



cpt' 


I 


a 




(28) 


(9 


c d?r\ 


a 



bz) 


a> a <T 


1 


E, E a , étant des racines 24 


préciser 



ièmci 



l'unité, 



nous allon 




Convenons tout d'abord 



r, po 


ur va 




1 


celle des deux déterminations de ce radical 



est 



7Z - TT 

j mais ne surpasse pas 


Si b est nul, la condition ad 


bc 


-m. 


j montre qu on aura 


a 


d 


h 1 ; et le radical sja + b% aura un 




tante égale à 1 ou à i, suivant qu'on a 

t sera o dans le premier cas, 



i ou a 


1 . 



2 




Si 6^0, t ne passant par aucune valeur réelle, \Ja + bz ne 


pourra être purement imaginaire; 
donc atteindre la limite supérieure 
fonction continue de t. 


son argument 




7T 


2 




a 


+ bx se 


ra une 


Les produits ét, o 
continues de t (V 
leurs les séries 



U 




? fa'T sont aussi 


on continue de 


v 







z/2/i — 1 



D'ail- 




5 



valeur de ces 


n est 


ulle ( t. 




7 


n° 323 ) . 



pa 



ont donc des fc 


/ièmes 



acmes 24 


i| mais elles 


ceux-ci en evi 



493. Soient 


continues de x 



équations (27), (28), 


mais ce sont des 
onc indépendantes 
b, c, cl] mettant 
par 


r* ■ 



a b 


c 



5 


a 


b 


M 

c a 


7 


Y 


x 



b 

d 




f 


d 


I 


deux 



îtutions successives 


ayant pour résultante 





a" 


c 



aa 




T 



c 



a -f 



a 


c 




•- x 





b f x f a>r f 



mais, d ? 




a" : b 


c" 


d 


A 



AVE 









d"z 



\Ja-\- bi or; 


E 


c 
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i désignant le facteur 


C * i 


S/a' 



TZi V« 



b~ 



r i/^ 

i V w, 




I • 


Cherchons dan 


On a évidemment s 2 = i , d'où s 
qireHçs circonstances on aura t 

11 faut, pour cela, que l'argument de £ soit égal à «. Celui 


i . 



+ est 



7T 


mais 



7C 


2 


; l'argument du 



facteur devra donc êlre 



37: . _ iz 
— 7 mais c — 


Donnons à t la valeur particulière R/, R étant un infini 

■ 

positif, et posons 


P 



2 



£-R 2 , 


COS G? 


P 


sin cp 


£R 


nous aurons 


a -+- 6 R i 


p(coso -+- / sin <p), 



6Rï 



cos 


2 



i sin — j j 

2 


où cos sin - sont déterminés par les formules 

2 2 r 


cos 


o 

2 


sin 


2 




COS o 


2 


sin o 


0? 


2 COS 


2 




a 


2p 


&R 


2 0 COS 


O 
2 


La valeur du 


P 



et ~ 



dical 



0 



2 0 


doit être prise positivement 


que l'argument de 



a 



bRî est compris entre 


2. 





ou 


o 



J 


ce radical 


s 



1 


celles-ci 



ces 



et 





s de même 



ou, si b tt 


9 


2 


o, a 






devront être 



a" 2 -h b u -W 2 


i 


si 



2 


P 



■ 


i. 



acees 


par 





cos 


I 


2 


y/a" + 6 



o, 



ff 


sin 


fi 


cos 



i : 


rr" 

« sin — 

2 



sera - 



y/a 




ff 



Pour qu'il soit 



# 



O 1t 


2 



l 



> - > il faut qu'on ait 




ff 


2 



O 


ou 


9 

cos — 


ff 


o 


sin 


2 




I. 



'rons <?' 








gene 



. CD O 

ou cos if cos — sont 


2 


2 



2 




• 9 • 9 
sin — sin — * 

2 2 



acôns les sinus 



urs valeurs et multiplions par 



ftnn" C0S 2 ~C0S* 


1! 



bb If K 


(p 



a)(p"+a') + bb"R*, 


qui devra être négative ou nulle 



p -h a 



a 


sont po 



s: on aura donc, pour première condition, 


bb n 



o 


et, par suite. 


bb n 




P 



a 



1*1 R 


b]ï{(i 



b 



I 
2 


a 



b R 


a 



61 R 




nt de même p'+a i_. 



(P 






2 


I W ! R s [(îf 


I 



b" I J R 





oo, celte expression 


a le signe 



a 



a 

■ 


b" 


ou, en multipliant par Je 



ur 




6"| 2 , celui de 



a\b" 


9 • a" 




ft 


ab" 2 


a"bb". 


ab 


Or 

LU 



:lle-ci est égale à b' b" ; car on a 


a"b- 



(aa 



cb')b 


(ad 



b' 


Nous obtenons donc cette nouvelle condition 


* • i 


lié 
' 3 


b'b" 



11 



doute si b'b" 


o 


5/jo 
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CHAPITRE VII. 


Dans ce dernier cas 


h 


o, a 


Donc a 


d 


î 


t 


î, a 


1 , a 



a, b" 


o, on aura 


eurs bb" < o. 


b 


h 


— 


p, d'où 


(p 


fl)(p"+fl') H- 6&"R a 


0 


I 


o. 




faut 


cos - 


2 







cette condition ne suffit pas; il 


si n 


2 



• SI 11 


(g 


il 


2 



1 
2 



î. O 


r cos-> 

2 



s — sont 

2 



sin 



signe 


de b, sin le signe contraire. Donc sin ~ ■■ a le signe de ù. 



doit donc avoir cette condition nom 



c 



o 



ioinle à la condition bb îf 


enons enfin aux cas 





t égal à 


Soit 
aura b 



o, a 


o 

t 

- y 

2 


I . 





2 




O 


f 2 


] ; d^Ù 




1 




2 



u ira 





le, le 


sinus 



-ci à &"<o. 
au moins des 



espo 




o. On 





2 




I 


sin 


. 


2 


■ v 


cos 


2 


Le cosinus sera négatif si b 



2p 



2 


il sera nul, et le sinus 


égal à + î, si M-m o. Dans ce dernier cas 0 devra être égal 


a 



î, puisque par hypothèse, cos - 


So 


oit cos 


2 




ff 


1S cos 


2 



o. 


o, sin 


C5 


ff 


2 


î, d'où 6" 


0 


7 




SI 11 


cp 


o 

I 


2 


tf 


2 


SI 11 




» 


2 CD 

2p COS 


COS 


I 

2 


2 



cosinus sera négatif, si b < o. Si 6 = o il sera nul, 
mais le sinus sera négatif. 


Enfin, si 




COS - 


o 


2 


2 


3 


SI II 


I 

2 


sin - 


2 


J 


COS 


2 



- sera positif et égal à + i. 

conclusion de cette analyse, on voit que le fac- 



e sera égal à 


o 


2° 

3» 

4° 

5° 


b 
b 



dans les cas suivants : 



bb"< 


b' b" < 

C o; 



V- 

o, 

b"< o; 


a 


b"< 


o, 

a — 

— i. 

b"~ 

: o, a" 

b": 


a 

1, 

i<o. 


t : 


494. La loi cle composition du symbole E étant ainsi 



il nous reste à déterminer sa 



our 


les 



élémentaires dont toutes les autres sont composées 

* J I m '4k 

i° Considérons d'abord la substitution 



a) 

■t\. 2 — - 


1 °\ 





raie t en t H- X, </ en e^^f . Elle mulli 



onc 



uit infini 


3© 



7 


1 2 


9 


parp\ p désignant F 



e 


71/ 

ri 


de sorte que nous 

1 


54^ 





VII. 


au ro n s 


d'où 


<p(T 




E 


i 



p 


1 



( 2 9) 


E 


i 


1 



i 


P 



0 Passons à la 




o 




trans 



i 





I 

T 



O 



T CpT 


Pour la 
réduit a 



u I i è r e t 


i 


i 



cette équation se 


donc 


(3o) 



I 


I 


E 




- I 


I 



I 



e 


4 — 


p 







3S » 






4 



successivement, par la règle 


(3.) 
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I 
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I 


O 
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I 
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I 


o 


■+ ■ m 


t 
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P"" 9 — p'i 
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I 


o 


1 


I 


o 


l 



E 



i 


1 


r 


1 



o 


I 


I 


o 


E 





o 



1 


l 


o 


J 




-p » 


es 




cas a 


d 


•* 

• 




nies (29) el 
que b = 



: dz i . 



a ree 




car on 



composition 


donnera 
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1 



b 
d 


6 E 


a 


c 


b 
d 




I 


réduit la recherche du 




ient b est positif. 


e au cas ou 



de b, d. 



, pour 



us 




•miner la valeur de 


«i, C| à la place 


E 








de a et de a{ • 011 aura 


le plus 



c o mm u 




a 


1 


1 


//; — 1 


1 


1 t 


et 1 « o 



t 





a 


étant des 



m 



eqtiati 



a 


m 





oient 


ons 




entiers positifs 
l'unité (car a, cit sont 

besoin, remplacer la derniè 

suivantes 






m 


5 



. - 


is de supposer m 


pair. 




a 


tu 



1 


des entiers déterminés par 


les 



21 



3) 


m—X 


^m—\ ^ni ^ m -+■ 1 • 



n a 







• • • 
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étant égal à zéro et ne figurant dans la formule que 


pour la sy 




*S Cl/fi 


i ; on en déduit donc c 


ï . 


se, & n « 2l . . . étant positifs, la règle de composi- 


tion nous donnera successivement 


I 


i 



E 



E 


2 


C 


a 


1 


C-2 


Ci 2 j 



a 


c 




i 


o 


I 


/ I 

E 

v>. 2 



I 


o 


i 


E 





Cl ^ Ct j 



4 


C9 C 


1 




P 


À 




E 


P 


: P* 3 



a 2 

«1 


t 

ct% 



Ci 






» ^3 


1 


i » ■ 


... 


• • • # * 



comme a m 


1 



o, c 


I 


E 


a 


m 


C 


m 


a 


c 



E 


I 


C 


m 


O 


I 



_ ... % • I 

Multipliant toutes ces 


e 



ions, il vi 



E 


a 


c 



0 X— À.+Tvj— ...+c fU 


1 . • ' v 

496. On peut d 


valeur des symboles E a 



un 



Supposons, en effet, qu'en posa 



analogue la 


! 


C 



a -+- bx 


T 


C 


t 



a 


V 



b'z' 


r 
* 


on ait 


E 


a 


c 



/ 


c 


6 



ésignant, comme précédemment, par 




la résultante des s 


on aura 


et 



a b 
c d 


T 


a 


c 


! 


C 


a 


tt 



a 


t 


c 


t 



d"x 


b 
d 


a 


c 




" -4 * t -* - 

e qui contient la règle de composition des s 




497, Cherchons l'effet des 
Considérons d'abord la substitution 




A 


2 


I O 


I 


I 



ueJle change q en e™q. Opérée sur les produits 


9t x 



<p 1 T=V A 2? ,2 II(l -h? 2 »), 


1 


2 4 


n(i 


în—1. 


TCi 


1 


8 24 tt / 

<s>it = e q 11(1 + ? 


2/i 


elle les changera respectivement 


en 



8 


7W 

24 


e 


7t 
8 



24 


?2 


2 


P "?« 


La 



2 




substitution Ai; 



i 1 


change 


en 


en p ' cp f ; p 2 cp 3 , p 


«pi 


j. 


n. 


2 


o 


f2, p 'fa! 
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Passons à Ja substitution 



mme 


géra en 


Or, si Ton 



o 


i 


<■ I 


o 



appartient à la classe VI (358), elle les chan- 


i 


I A 



T 




I 


T 




et 


5 


•seront 


réels et 





E 



6 (0 


{"3 * i 



tifs. Donc 


o 


I o 


O 


I 



O 


I 


I o 


?3T 


7 



imaginaire, - le sera égale- 




O 


I 


1 o 


T7» 


O 


I 


1 


o 



sont aussi : étant 


réduisent a 


son carre 



i . Donc 



B 


nés 24 lemes de l'unité, ils se 
rme cp^ cp 2 , cp 3 en cp a » cp«» ? 3 ï 


i 


o 


o 


i 



les laisse inaltérées. Enfin B" 1 les change en © a , m, cp 3 . 

Partant de ces résultats, et appliquant la règle de compo- 
sition donnée plus haut, nous pourrons calculer sans peine 


l'effet des substitutions 


i i 


o i 


'M 


BA7 1 B 


1 


2? 


2 


Tous c 



s sont consignés dans le Tableau suivant: 


1. 


i o 


i i 


1 


CD.,, 



O 


I O 


A 


42 

A -1 
R 


P?i 
P 2 ?i 


P?3 


?3' 
p-2© 2 



P 


1 


C5 
i 


1 


f 


©3 


P~ l ?i 


PV?3 . 
?» 



I 


B 2 . . . 

R 

A i . « • . 

A 2 

-f*. J » ■ * 


• « • ■ 


* ■ 


A 2 Ai i » 

À i A*2 ■ • 

A. j à 2 A^ . * » . « 


?» 


P 2 ?3 


P?l 

p 3 ?3 

?a 

» 

P" 1 ?2 


-lcp 2 

i 

« 

?» 



— 



?» 


P~ 2 ?2 
?1 


P?3 


3 


cp 2 


?» 


?1 



498. Soit maintenant 


- 



ue de 


la première classe. On peut (358), par une opération ana- 
logue à la recherche du plus grand commun diviseur, la 
mettre sous l'une des deux formes 


Af Af- . . . Af* A |f * 


ou 


B » A» x A 2 ^ . . .A^Af*, 


et il résulte du Tableau 



». ^ 

qu'elle reproduira les 


fonctions cp 1? cp 2 , <p 3 respectivement multipliées par 


2 Sa 


Enfin 


une s 



s, 


a 



une 


des 


cinq 


autres classes, peut (358) se mettre sous la forme TU, T 

première classe, et U l'une des substitutions Ai, 
A 2 , A 4 A 2 , A 2 A I? A { A 2 A r . Connaissant L'effet de ces . 






1 

, o n n a 



'à appliquer la règle de composition. 


m ■ i 


* 



J 


•iSj l'on suppose les fonctions elliptiques déterminées 
non par leurs périodes, mais par leurs invariants, les quan- 


titës o a seront données 

1 



par les équations binômes 


G} 24 


i6(ep 


ï 


■'«a) 


On lèvera l'ambij 


cisant 



suit 



ie re 


formul 






mentales les périodes 
ticulier où e$ son 


'on ait choisi pour périodes fonda- 

considérons le cas par- 
s qu'on ait 







Dans ce c 



q sera 


1 f e 



montrent 


Si le triangle e { e 2 e^ 7 à ce moment infiniment aplati, se 


déforme de manière a prendre 



au 


tre 




■ ■ 


conqu 



ins 



de la fi 


gure 



îm 



latement 


comment varieront les arguments de e { — e 2j e% — e 3? e% — e K 



les 




qui représentent 


et, par suit 

flj ^3* 

Enfin, si l'on remplace les périodes principales par d'au- 



on 



quivalentes, les nouvelles valeurs de cp ( , <p 25 ? 
es anciennes par les formules de transforma 
ci-dessus. 


500, Posons 



a 


T 



ubstitutions A,, A 2 transforment respectivement les 
ois fonctions x^ x^ x % en x % , x^ x K et en x s , x^ et 
les substitutions AJ, A*, B 2 ne les altèrent pas. Elles sont 

ni permutées entre elles par toute substitu- 
tion linéaire de déterminant i , et les substitutions de la pre- 
mière classe les laissent inaltérées. 



En élî 



£a> ep> 6y entre les équations 


J 


(«a 


a 


e 


a 




e 


Y 



5 




^y6 a ) 


{ep— e a ) (e Y 


on 



une équation 


F(J,*) 


• 

o 



nt deux systèmes de 


ayant pour racines , ^r 2 , 
Celte équation peut se former 

suit : 

■ 

A chaque valeur de # a corres 
valeurs des rapports e { : e 2 e s et, par suite, deux valeurs 
de J ; réciproquement, à chaque valeur de J correspondent 
six systèmes de valeurs des rapports e t : e 2 \ e 3 , mais ils se 
déduisent l'un de l'autre en permutant ces trois lettres ; a? a , 
restant inaltéré par l'échange de e$ et de e y , n'aura que trois 


vale u r s . 

L'équation cherchée sera donc de la forme 


AJ 



BJ 



C 


o 


où A, B, C sont des polynômes du troisième 




re par rap- 





inconnue x a (que nous 
ment par x pour abréger l'écriture). 



gnerons plus simple- 



ans le cas particulier où e K = e 2 , nous aurons 


J 


00 


OC | «3? 2 


GO 


■h ■ * 


o 



A 


JO m 


Pour 


7W 


4 TZi 


e i :e î :e i :: i :e 6 :e à , 


on aurait 


feu 


J 


O 


#1 


«2? 2 


#3 


I 


3 




0% 


a désignant une 




Enfin, pour e K 



on aurait 


J 


i 


OC 


4, 


X 




I 

2 


A 



B 



C 




4) 


OC 



u ■ 


b désignant u 



constant 


e. 



erchée sera donc 





i 


■ri -tt- 



, X ) 




ù 



b(x 
a(x 





0 3 (J 


I 

2 

0 



0. 



r 



les constantes restantes tf, 6, on pourra 


poser 



h, 



e* 


2 


d'où 


J 




5 


mm 



9- 2 7 


ce 



hf 


3 



2 



2 



En substituant ces 



* • 



y dans l'équation 


F(J,^) 



o, 


et égalant à zéro les 





en^et^, on 


en a et b 


501. On obtient de nouvelles 

"1 * * l f\ m 




moau 



pa 


r 


j, 

1 


combinaison des fonctions 


Posons, par exemple, 


e 


71 i 







si obtenues éprouveront, par Jes sub- 




55 1 


stitutions A,, A 2 , A,A 2 , 



. , les altérations consignées au 


Tableau suivant, où r désigne l'exponentielle e T . 



?12- 

?2.V 

* 

?3V 



?18- 


'*<p32 

n r- 

> _1 ® 1 3 

• 

7 1 ?23 

* 

'fl2 

>'?31 

■ 


<?13 


/ — 1 (p 21 

| 

«P31 

J" 1 <r>23 

7'Cpi2 

* 

A- 2 A I * ■ * 

^?31 

r<?t2 

2 ?2 3 

^ <pi 3 

^ ?21 

V 

■ 

i P 

A \ A-2 ■ * ■ ■ * 



«Pl2 

<P32 

* * \ 

?13 

<?21 

Ai A 2 Ai. . 

?21 


rçp32 

?12 

^931 

r _1 <P2S 

A 2 


?23 

?31 

r- 1 cp 2 i 

"A 

^3 2 

«13 

A 2 

n 2** " • • • * 


<P23 

r -1 ?3i 


<?32 

''fis 

R2 


<f23 

?31 

^21 

<?32 

?13 


502. Ces fonctions peuvent s'exprimer au 


riants par la formule (422) 


s 


a 


Y 



r 


£ 2 „ 


des inva 


dont on lèvera l'ambiguïté comme au n° 499. 

Pour former l'équation algébrique qui lie les modules 
à J, nous remarquerons que l'un d'eux, k 2 étant donné t 
les rapports e K le 2 le 3 et, par suite, J seront déterminés 
sans ambiguïté. D'autre part, à chaque valeur de J corres- 
pondent six modules k 2 . L'équation sera donc de la forme 


AJ 



B 


o 


À et B étant du sixième degré en k' 2 . 
Or, si l'on suppose e 2 = e 3 , on aura 


J 


00 


le* 
1 2 


k\ 


00 


1 


le* 


^31 


O 


^23 


le* 
A 32 


1 7 



< 


A 


Posons d'autre part, 


* 4 


k 


i) 2 . 


2 7W 


4 7Tz 


i * 


nous aurons 


mi ' - 


271/ 


J 


o, 


A. 2 

12 


£ 2 

A 23 


- * 3 1 


5 


*21 



U 


2 71/ 


B = b \ k 2 



e 



k 




b désignant une constan 
Pour la déterminer, 




£2 
2 3 


o, e 2 


I 


9 


et en substituant ces valeurs dans Vê 



4 



6.3 


o 


d'où 






■ 

503. Nous pouvons encore signaler les 


laires 


cp} 6 



?2 6 



CD 16 . 
T3 ' 



?t)(? 


8 
1 


£2 
"13 


e 


4 7C / 

3 


À- 



€z ; on aura 


4 




dont la 
carre o 3 



a pour cube 3 3 . 



j, 







4 



niodu- 



a pour 


< 


» i 



Division. 


504* On a vu (405) que, si n est entier, 
rationnellement au moyen de pu par la for 



(o 



pu 


/M-l 




uement, supposons p/zw donné, et 


nous de 




erminer 


s 




osons- 


A la valeur donnée a de pm/ correspondent une infinité de 

; en désignant par Up l'une d'elles choisie à 



valeurs 

volonté, elles seront données par la formule 



"o-f 



• 


( m : u m % entiers), 
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et les valeurs correspondantes de l'inconnue a 


les 


pu seront 



ivantes 


P u 


0 



2/?2 t CO, 



2 ATîg ^2 


n 


car on reproduirait la même suite de valeurs en prenant*/ 

géant en même temps les signes de 


o 


et 



avec le signe 

Gomme l'expression ci-dessus ne change pas si l'on fait 
varier m 2 de multiples de on n'obtiendra que /z 2 ra- 
cines distinctes. Tel est effectivement le degré de l'équa- 
tion (i) par rapport à pu. 


Soient, plus généralement, 


2 CD 


1 


SjULj (ùi H- 2 (JL 2 C0 2 


2 Ci) 


2 Vj C0| 



2V 2 C0 2 


n 


n 


n 


deux 


ai 


iemes 


de 



, tels que 


2 m x co'j -h 2 /?? 2 co' 2 


■ 


ne puisse être une période que si m K et m 2 sont multiples 


de n (il faut et il suffit pour 
mier à n). Les quantités 



que [X|V 2 — [J^Vi soit pre^ 


m x m 2 


2 Cil/. -4- 2 /^Cd' 

: Pl W 0 H n 


\ , seront toutes 



représenteront la suite complète des racines 




è 

>mbinant les formules d'addition et de multij 
on voit immédiatement que chacune des racines x 


prime 



t en pu 0J p 


2 U> 


1 


n 


> P 


2 0> 


m x 777 2 

! 


s'ex- 


n 


> P l hï P ~ 


'1^1. D'ailleurs, en dérivanl l'équation (i), on trouve un 




forme 


np' nu 


K{pu)p'u, 



SECONDE PARTIE. 



RE VII. 



étant une fonction rationnelle. Donc p f u 0 est rationnel en 
p u 0 et p nu Q ,et x m ^ s'exprimera rationnellement au moyen 


de 


^00 = pU 0 , 


2U) 



i 


n 


2 W 2 , 2(0.'> 

P—T> P nu ùi P " 


2(0 

n 


! 
\ 


o. Posons, pour abréger, 


La quantité 


( 



t 


ot — e 


2 71/ 
n 


2 


O, 1, 




O, I 


• t 


pourra, d'après ce qui pr 



en oo q o & 



i 


2 0) 


tons-la par (œ 0G ). 
Changeons dans l'égalité 


s 



2 CO 


1 


11 


- t 

rationnellement 



II 


> a. 



(2) 



(•^oo) 


y 


2 


aV* l'u- 



ni 


'i 


Uq en a 


o 




de 


viendra 


al 



/ 
i 




9 0) 9 


? et chang 



m 


/>2 


2 



temps les 
X 2 ; il 



P 


On en 




lllt 


2 2 


a lM fll i-\i+p.(«.-*.) ^ 


p PU* ( -^x, x s ) 


.* J 


I 


n 


Sx^Plï.m^xJ- 


Celte dernière 


aux racines de l'é 



étant symétrique par rapport 


en a;, s'exprime rationnellement 


par les coefficients de celte équation et les constantes a, 


P 



\ 


n 


2 CO A m 

P — > P nU *l P 


n 


2 0) 

n 


i 


p 


i 2 <«> i 


n 


que renferment ses 




■ 

gnons-la par A^. 


P'i 0 (^oo ) 


A 


10» 


d'où 


\ 4 


Pq 1 (^Oo) 


Pio(^oo) m 


n 



0 » 


P 


01 ( 



L'équation (3) donne, d'autre part, 


Pu, jt, ( *X, X, ) PTo^ 1 ( X, ) P ô h ( X, ) 


P 


(* od )PïF(* 


An 1 P - ^ 


(#00 ) 


I 

n 


) 


A 


011 


A 


n 


0 l " 


^x^p^^xj p rr(*XiO p^c^xj 


B 


B„ „ étant encore une fonction rationnelle des coefficients 

n ^ ai 


de l'équation 


en a; et des constantes a, p 


2 0) 


2 tO 


t-*t ». On en déduit 


71 


5*i N 


F 


m y- 


(^00 ) 


A n A 71 R 


• * 


Les quantités P^m (a?oo) étant ainsi déterminées, on en 
déduira immédiatement les racines #x,X s * ^ n a en effet 



) 


Or, si m K <X n on aura 


I 


o 


i 


et, si m { = \ i7 cette somme est égale à /i. De même, pour 
le second facteur 2^ aM™r-X 2 ) ? suivant qu'on a /n 2 ^À 2 ou 

X 2 . Le second membre se réduit donc à /i 2 #x.X.i et l'on 



aura 


(4) 


*x,x 


i 


71 


_ y y 

2 V't V*t 


a 


*.A 


10 
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H faudra donc, 



r 



: ï° cal- 


cul 



P 



auxiliaires a* p 


2 0) 


t 


i 


n 


2 0>' s 
P l > 

0 n 


p nu 


0) 


n 


L > p 


20) 

■ 


- J 2 


o 




w 



ration- 



■ 

quantités A 10 , A 01 , B^^; 3° extraire la racine 


de A 10 e 



e A 



s racines seront données par 
la formule (4) ; et l'on passera de l'une à l'autre en chan- 


géant la détermination des radicaux A* 


o 



(H * 



• Dans la 


connue des 




uation 


u 0 désigne Tune qUel- 



i 


2 0) 



so 




pnu 


x n 


iômes 





f 


n 




2 0) 

n 


! 


2 Vj CO 


1 



2 y 2 gj 2 


n 



a ce 


i 




er a n ; 






p /z^o se 




ition que {XiV 2 — [A 2 v 1 soit pre- 

s de la ques- 


une 



p nu 0 


or ^ 

h 3 



même 


5 


u on aura 



P ~ 



• , 2 0)' t 

etermine p — ^ 




3 2(J 2 

n 


S't P 


2 0) 


71 



1 


/2 


2C0 


02P - 


n 



or „ 
O 3? 


^3 


aura 


de 



s 



volonté, car o 


e ces trois radicaux peuvent être choisis à 



e cesse 


imposées a 


2t0 


1 



P 



2 0) 


2 


■ 


de satisfaire aux conditions 


en changeant leur signe, ce qui 



ELLIPTIQUES 



* ■ * 

n'altère pas 1 





antités pu 0y p 


2 10 


1 


n 


> P 


2(0 


e des dérivées p f u Q9 p 



f 


i 


^ ^ n 


n 


mais change le 



p 

lio 



ion 



P 


2 0)'., 


o 


revient donc à calcule 




deux constantes 


és sont (403) des racines de l'équa- 


n 


y 


2 m { goj -h 2m 2 &L> 2 



de degré /i 2 — i, et dont les coefficients sont des polynômes 
entiers en £ 2 , £V Mais ce couple de racines n'est pas arbi- 
traire, car il faut que 

1 


2 



2 //?. a CO n 

- 2 


I 


■ 

ne puisse se réduire à une période que si m t , m 2 sont multi- 


ples de n, ou, ce qui 



revient au même, que deux expres- 


2 m', u' -+- 2 m' co » 

? 


2 77l'J Gl) 


P 



2 7tt' 2 COg 


OÙ 


9 

e 


que si l'on a 


varient de o à n 


i , ne puissent être 



m 4 



// 

m: 


o 


m 




n 
2 



(mod/î). 


Il sera facile de déterminer s'il en est ainsi pour un coupl 




racines 


P 


2 0) 


f 


n 


p 


2 10 2 

n 


supposé connu. En 



P 


n 




n 


seront donnés 



carres 



ction de p ^ 


2t0j 2(0 9 , 

-* p par des 


pouvons prendre le signe à 


volonté. Les formules d'addition et de multiplication nous 



ermettront dès lors de déterminer, en fonction rationnelle 



P 


2(0 


n 


i 2(0 
> P — 


n 


2 W 
-> P 


9 P 

n a 


2 nii (o'j 



LU 


et aussi les 


n 


chacune des quantités 



, 2 /ni (o i -H 2 m 2 (o 


71 



et par suite de reconnaître si deux de c 
non égales. 





P 


n 




ou 



une des racines de l'équation 
diviseur cle m i 3 m 2? n ; posons 




le 



s gr 



commun 


/71 


i 




dv 9 


il 


sera un v 


veme 


de période, et nou 


appartient au 



seur v. 




ons que la racine y mm 



ignons par ¥| le produit des facteurs linéaires — y 


correspondant aux racines qui -appartiennent au diviseur v; 


ôn aura è 



ment 


« 2 n y v 2 , 


■ * T I f 

le produit s'étendant à tous les diviseurs v de 72, y compris 
ce nombre lui-même, mais l'unité exceptée. 

* « II - t » •. ' 

Les polynômes ont leurs coefficients rationnels et 




rs ; soit v 


a 



2 
V 


O 


aura évide 



pour rac 




y 


appartiennent à v ou à l'un de ses diviseurs. Ces d 


ppartien 



F 


un 



s nombres 


V 


a b 


ses diviseurs. Elles 


■ ou à l'un de 
au moins des 


équations 



2 

y 

a 


o 



2 
V 

b 


* * 


f - I 1 . 

Si donc on détermine 

* ~- * . . — . _ _ 


i 


d 



un 




ELLIPTIQUES. 


% 4 l« il 


55 9 


n 





<S^v? 2° Je plus 



a 


b 


1 » 


M de ces plus grands communs diviseurs 


l'on divise par M, on obtiendra un polynôme n'ayant plus 
□ r racines que celles qui appartiennent à v; il sera donc 



e 


X 


2 
V 


L UT] 



ayant pour coefficients des polynômes entiers en g 2j £* 3 , dont 



purement numériq 


M 


évidemment de 


P 



. Cherchons le degré du poly 



. Il a pour racines 



P 



2 ^2 


V 


M ^2 


étant >o mais<v, et jji i7 |jl 2? v n'ayant pas de facteur 


commun. 


Les entiers — • • • 


' w 


étant premiers entre eux, on pourra 


déterminer des entiers A, B, ... tels qu'on ait 


d'où 


|* 1 


V 


V 


a 


a 


A 



B_ 


v 



B 




■ • 


a 




« i 



k 


A| désignant un entier < a a et non négatif; un entier 



et non négatif, etc., k K un entier. On pourra mettre 



rme analogue 


* * 


P 4 


1*2 
V 


A 


2 



Bg 


*" 0 
< * 



4- A 1 ,. 


i 

- 

Pour que u, , u 2 , v n'aient pas de facteur commun, il faut 
et il suffît que a, et a 2 ne soient simultanément divisibles ni 


i 

■ I 



a, ni par 6, . . . ou, ce qui 



au même,; que A <? A 


2 


■ 

* * 

ne soient pas tous deux divisibles par a 7 ni B| , B 2 tous deux 

# 

divisibles par 6, etc. 

Or A n A 2 sont chacun susceptibles des a a valeurs o, i, 

a a — i« ce qui donne a 2a combinaisons. Celles où A.|, A 2 sont 
tous deux divisibles par m sont au nombre de a 2a ~ 2 . En les 




rit, il restera 



a 


sa 


i 





ssibles. 


Le nombre des combinaisons admissibles pour B 1? B 2 sera 


àe même 








urs 






u polynôme yl) sera 




c 



ur jjli , [jl 2 (ou le 


a 


20c 


l 




l 


6 


i 

* 


• m 


— * 1 2 





I 


* * 


Si n est pair, 


facteur 



suite des facteurs %y figurera le 



5C2 




3 


1 


1 

4 


O 3 


correspondant aux demi-périodes. Les autr 



nomes * 


OU V 




r 



2 ? sont des carrés parfaits; car à chaque racine y m \m t 2 
ant au diviseur v, on peut associer une autre 


racine y m ^m 


1 



r la relation 


m \ -f- m 


n 
1 



o 


m 



m 


O 


(mod/a), 


et ces deux racines, évidemment égales, appartiennent au 
même diviseur. 



510. La résolution de l'équation yj t = o entraîne celle de 
l'équation à* 


Soit 



1 


n 


> p—* un couple de racines de l'équa- 


pourrons, après ai 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


ignés 




îcaux p 


2C0 


1 


11 


t 


2 0) 


f 


II 


lions rationnelles les quantités 


P 


2 m x co'j 4- 2m 2 w' 2 


p = — -? 


56 1 


calculer par des opéra- 


o u ni 



2 


varient de o à n — i . Si les quantités 


P 


2 m x co t 



2 f)l,y gj 


t 

2 


ni toujours distinctes lorsque la somme de leurs argu- 
ments n'est pas une période, elles reproduiront toute la 


o. 


suite des racines y mv „ H de ^ 

SI la condition précédente n'était pas satisfaite, on essaie- 
rait un antre couple déracines; on est d'ailleurs certain qu'il 


en existe qui conduisent au résultat désiré. 


511. Si l'on décompose n d'une façon quelconque en 
facteurs q, r, ... premiers entre eux, on pourra remplacer 
la résolution de l'équation v* = o par celle des équations 


o 


2 


O 


■ 

Car cette résolution, entraînant celle des équations 


2 
9 


O 


2 

r 


O 


fait connaître les valeurs de pu et de p 1 u pour tous les 

des /' ièmcs de pé- 


arguments qui sont des g 
ri odes, etc. 


îemes 


de 




posé, soit 


2 m i (à t 



un 


ieme 




de période; nous 
... ; V| , v 2 , ... ; A: ( , A 2 tels qu'on ait 


déterminer des entiers 


J. 


II. 




h - 

n 


/• 



1 

n 


r 



4 m -\~ h 


2î 


36 


2 M% fx>i 2m 2 co 2 


a 


2 1^1 ^>i+ 2|UU 


<7 



r 


i • ■ • 


t co 




e on connaît les valeurs de pu, p ! u pour Jes argu- 


9 


LL l 03i H- 2U 2 6) 2 2 V t «i + 2 V 2 C0 2 

t ■ 

— .1 3 



qui sont des q ièmcs , des/ 


lemcs 


etc. de périodes, on en 



m ra 


parla formule d'addition les valeurs de 


im { (ù\^- 2 m* co 2 

P : — > 

n 



P 


n 




î 



de M 


ne n 


a a 6P..., a, 6,... étant premiers, la résolution 


o se ramènera à celle des 



X2 


O 


o 


1 



Considérons donc une de celles-ci 



X2 
a* 


O 


et supposons a ^> i. Ses racines sont les 



ités 


4 

P 


2 m, a> 


2 m 2 co 2 


a 


ou m 2 ne sont pas tous deux divisibles par a. Soient 
respectivement^,,^ lesresies de leur division par a a ~'; ils 
ne seront pas nuls à la fois, et nous 



urr 



écrire 


2 m t fj) 


i 


2 m 2 co 2 


a 


I 


2^,W,-4- 2^ 2 GJ 2 


a 


a— 1 


+ période 


Considérons celles des racines p 



pour 


lesquelles [A, , ont la même valeur. On pourra, en posant 


dans les formules (4), 


u 0 


2 0)j 


2 u 2 ^2 


a 


a-l 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


les exprimer en fonction de 


2JU 1 W 1 + 2 jUUC0 9 
P — -y 


a 


a— i 


P 


2 00 


a 


/ 2 tû, 

a 


, 2fX, Ci), -h 2p. 2 Cn) 2 
P — > 


a 


a-i 


2 Gl) 2 

P > 

a 


P 


2 W 

a 



563 


Mais toutes ces quantités auxiliaires seront connues (au 
signe près des dérivées, qui est arbitraire), si Ton suppose 




celle de 


équations 

Va 


o 


La résolution de cette 


Ta 


O 



La résolution de l'équation 


o 


ou 


se ramène donc finalement : 


i 


0 




uations 


V 


O 


1 


O. 



se ramènera 


rli 2 


O. 


n 


Ct^ fa P • • * 9 


o 


# i « 


2° À des extractions de racines. 


3 


de 


même a 



513. On peut obtenir une réduction ultérieure du pro 
le de la manière suivante : 


Soit 


w 


n 


2fAi&>i 


2fX 2 C0 2 


n 


ne de période propre, c'est-à-dire tel. que n 
n'aient pas de facteur commun ; toutes les quantités de la 




e 



n 




». 


où m est premier à n, seront également des n iemes de périodes 

es. Nous les réunirons dans un même groupe. 
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CONDE 




aE v 


Un antre n ieme de période propre, — * donn 


n 



sance a un nouveau gro 


ape 


r 


m 



n 


période 


Ces deux groupes n'auront aucun n ieme de période propre 


commun, s'ils ne sont pas identiques. Supposons, en effet, 
qu'on ait 


m 


m 




Soit jji un entier quelconque; on pourra déterminer un 


nombre X satisfaisant à la congruence 


On aura dès lors 



(modji) 


n 


w 


n 


1m 


t 


w 


f 


a 




donc tout n ieme de période du premie 
dans le second. La réciproque se démontre de même. 


e est contenu 


On 



onc répartir les 



es 



e périodes 
1 




res en 


groupes, chacun d'eux étant caractérisé par l'un quelconque 


des 


n 


ièmes 



3S de périodes qu'il contient. 


Le nombre total des n ièmes de périodes non équivalents 


entre eux est, comme nous l'avons vu, 



a 



i 


b 


• * 


Ceux 



t contenus dans un groupe 


w 


m t 


n 


w 

m —> 
n 



période 


s'obtiendront évidemment en donnant à m la suite 



s 


valeurs premières à n et < n. Leur nombre M sera égal à 


n 



i 

a 



« ■ 





Le nombre N des groupes sera donc 


I 

a 


i 



i 

b 



, si /i est premier, on aura n -f- i groupes ; 


et l'on pourra 
périodes ci-dessous 



? pour les caractériser 



sv 


n 


n 


> 




2 Ci) 


n 


n 


o, i, 



îémes 



« * 


n 


ou, plus généralement, 


• IV 


2 W 



1 


/i 


ai 


2lk 



2 C0.i 



X étant un entier fixe premier à n et arbitrairement choisi. 



ternes 


de périodes appartiennent, en effet, à des groupes 


ifférents; car on ne peut avoir 


2 m (à { 
n 


et la relation 



erait 


d'où 


m 


m 


T 


n 



2 AA cùj H- 2C0 2 

n 




k 


k 


2\k ! (ùi 



2 C*H 



2 A A 


71 

(modn), 



. soient — ? — 


7^ n 


? • • • des 


ai 


de 




a 


volonté dans chaque groupe pour le caractériser. Tout 

— _ _ ^ _ « 


u 



ai. 



ièinO 


de période propre sera équivalent àiVin de ceux-ci 


m — y 
n 


m — ? 


% m % 


où m prendra la suite des valeurs premières à n et moindres 
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SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE VII. 


V V.: M 


♦ 1 


Les quantités 


2^0)! 



n 


(où [x l5 jj. 2 sont >o, mais << n, et U|, p. 2 , /i n'ont pas de fac- 
teur commun) forment également un système complet de 
n 


îemes 


de périodes propres non équivalentes entre elles. Elles 
seront donc équivalentes, à l'ordre près, aux quantités pré- 


cédentes. 



s racines p 


2 \l% 0)i 



2 f*2 W 2 


seront donc les quantité 


n 


de l'équation yj t 



w 

P>n-> 




c 


Nous les répartirons en groupes en réunissant ense 

t les arguments sont multiples d'un 





11 



<■ -m • 


0 




515. Soit Fune fonction rationnelle de 


P ~> 

0 n 


P 


2 W 


n 


? • • • y p 


(n 


\)w 


n 


Toutes ces quantités peuvent s'exprimer rationnellement 


en V — > S'il gz \ on pourra do 


n 




F 


<P P 


<p désignant une fonction rationnelle en p 


n 



3 


Si l'on 


l change 



des 


quantités p — , 


i — ? m étant premier à le système 

se reproduira. Celles de 


P 


i) w 


ces racines qui 



rtiennent à un même diviseur v seront 


seulement permutées entre elles. Si donc nous admettons 
qu'elles figurent symétriquement dans F, cette fonction ne 
sera pas changée ; on aura donc * 


F 


I 


P 


W 

n 



n 



* * 


M 2 


\ 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


5Ô7 


Soient F 7 ,.. 



onctions analogues à F, formées avec les 


racines des autres groupes; on aura de même 


É » 



/ 


M 2a 


p ■ 


nuv 
? [P — 

ni \ Il 


■ • • 



F 



I 



sommation s'étendant à toutes les racines y de l'équation 


7-» 


o. 


Le second membre, étant une fonction symétrique de ces 
racines, pourra s'exprimer rationnellement au moyen de g 2 , 

de l'équation, qui sont eux-mêmes 


g z et des c 



rationnels en g 2 et |*%>1 

D'ailleurs F 2 , F 3 y.:.. sont comme F des fonctions symé- 


triques; on pourra donc exprimer aussi rationnel I 



euem 



J 


es 


F* + F' 2 -t- 


* ■ 


F 3 



F'3 


L 



r 



tous 1 


(6) 


s les 




l'éauation de 






h* 


F) 


O 



JÉ 

F, F', ... sont I 



racines 


516. S upposons que la fonction F ait été choisie de telle 
sorte que lesquantités F, F 7 , ... aient des valeurs numériques 
distinctes. Toute fonction symétrique <I> des racines d'un 

groupe pourra s'exprimer rationnellement au moyen 
r , F', ... et des coefficients de yj r 





n effet, les fonctions <É> ; <I>F, <I>F 2 , . sont encore symé- 
Iriques par rapport aux racines qui appartiennent à un 



lie diviseur; on aura donc 



4> 



R 


5 



& F' 



«. ■ 


Ri, 


■ • 


R, R„ 


étant rationnels. Ces équations linéaires, dont le 


déterminant n'est pas nul (car il est égal au produit des dif- 

4 

férences F — F'), détermineront ^j^'i — 

Donc, lorsqu'on aura résolu l'équation en z, on pourra, 
par des opérations rationnelles, calculer les coefficients de 



acune 




P 


a 


p 



I 1 • 1. 9 


M " 


ri 




P — 



t 


O 


a 


9 


dont dé 



es racines 




i 


aque groupe 

loi 



\ 



équations peuvent se résoudre par des 
xlractions de racines/Pour plus de simplicité, tious suppo- 

réduire, 

7 


serons n premier; cas auquel les autres peuvent se 


ainsi que no 



avons vu. 



en effet, g une racine primitive de n, c'est-à-dire 


un entier 



n 


7 



nom 



i 


i è ' h ? # •. " 5 




resles 



re 



s 



re 




a 


tous les nombres de la suite \ y 2, n 


i 


(g n * donnant d'ailleurs l'unité pour reste, d'après un théo- 
rème de Fermât). A chaque en tier m', positif et < rc, corres- 






m 


! 


S 




c 


a- 1 ) 



i , tel qu'on ait 
n). 



w m w 

racines p—> • • > p -— po 



nt donc, 



ran 


géant dans un ordre convenable, se mettre sous la forma 


n 


P 



? , " V * 9 P 




O, I, 


■ 7 


n 


w 

En donnant à r 
mêmes racines se reproduiraient périodiquement. 



Posons 


2 7U« 


2 i 


urs suivantes n — t,/?, les 



56g 


et considérons l'expression 


il 


r 


o, i 


n 


[mod(« 


•)•] 


_ 

Ce sera une fo ne lion rationnelle de 


gnons-la 


parPjj^Y 


p - et de 

n 


Dans l'équation 


P 


P 


w 


I 


r^Pig 


n 



; clési- 


changeons w en g^w el changeons en même temps l'indice 
de sommation r en r — À, il viendra 


H- 


p 


il 


Les fonctions 


Pi P 


n 



G P 



9 


Pi p 



a 


11 


P 


n 


resteront donc inaltérées, et L'on aura 


G P 


g^w 
n 


G p 



W 


n 



G p 


gH W 

n 


n 


\ 


Cette quantité, symétrique par rapport aux racines de 


'équation 


y 


p 


8 


II 


o, 


ourra 



rationnellement par ses coefficients. Il 


n sera de même pour les fonctions 


\h\P 


m 
n 


\ 



nons pa 


ar G 


5 Hji, les expressions ainsi trouvées, il 


m- 


Cela posé, on aura 





n 



Mais S„^t 


r - 



est égal à o si r^X, à /i 


i si r 


X. Le 


second membre se réduit donc à 


(n—i)p- , 


n 



< 


3t l'on aura 






+ q-s>g* _1 h 


2 



• • t * 


Cette formule donnera toules les racines, qui se déduisent 



eurs les unes des 




en c 



* 



ant la détermination 



du radical G 71 . 1 


4 i 



y 1 

eme de 



a division 



périodes serait donc 


résolu si Ton savait trouver les racines de Té 



on auxi- 


liaire (6) dont dépend la fonction symétrique F. Cette 



équation a reçu le nom à? équation modu 




variant 


le choix de la fonction F, on obtiendrait une infinité de 


semblables équations. 


IX. 


Transformation. 


■ 

518. Pour que deux fonctions elliptiques p(w, o> n o) 2 ) et 
p G)'^ o)^) soient liées par une équation algébrique, il faut 


et il suffit (366) que leurs périodes soient 


relations 


(0 


Posons 


(2) 


C CO , 



rf'co'. 


2 


a 1 co 


i 


a co 


c" Où" 


1 



2» 



co 2 . 



par 


deux 




d ff co 2 • 


ste 


dation 


que 


p(«, û|, Q 2 ), et line relalion analogue entre p(u, toj , <o^) 
et lîj , Û 2 ). L'élimination de cette dernière fonction 
donnera la relation entre p ( w, <o' n co^) et p(w, u/J, wj). 


Vous p 




dont les 



sont liées par la rela- 


n 


Comme la fonction pi/ ne change pas si l'on change le 


siane d'une de ses périodes, il est permis d'admettre que 


(0, 


1 


et j-^ ont leur partie imaginaire 


Dans ce cas, 


i 


o!d 


Ce 



formation 


ir de a' 


La 


r 


co 


i 



/ 


co 


2 ? 


s* 


c 


r 


co 


1 



d l 


r 


co 


2 


t 


m, 


o 



la première relie p(u, w' fl o>' 2 ) à p(w, Û' t , Qj) et la 


econde p(u, Q[, Q' 2 ) à p(u, Q M Û 2 ). Mais on a 


« - 


*orie de I 


a 


Itipl 




pl 



u, Q i7 Q 2 ). Nous 


, la relation entre cette 
n'avons donc plus qu à 



et 


chercher la 



entre 


L 



al de 


et p(«, 
. transfo 


au cas des trans 

c', cV n'o 




* 

*es, où les coefficients b\ 


519. Une 


11 f 

de degré 



1res 



et 


] 







y 



à 


00 


1 


i 


a coi 


n 


a première et la 




a 1 b 




P W 2 5 




C0 2 , 



o r 





resu 



a' 

y' o' 


de trois 


sont de déterminant i. 


2 



1 


li 2 — y w i 




aurons 






) 




et la relation entre les nouvelles périodes aura pris la forme 
simple 


OU 



G) 2 


0>r 


2 



désignerons 


par pu, tfw, 


ce -que 


deviennent^, Çm, 'tfu, g 2 * gs, . 



qu'on y remplace 


ainsi o> 1 par — sans altérer la seconde période. 


Les périodes de pu sont, comme on le voit, celles de pw, 



• 

et, en outre, des n 


lûmes 


de péri 



..formant un 

n n 


m 

t 

des N groupes définis au n° 514. 



IONS 


LÏPTIQUES. 



5 7 3 

ieu de ces n xtmes de périodes, on aurait pu adjoindre 
ceux d'un quelconque des autres groupes. On obtien- 
drait ainsi N réseaux différents, à chacun desquels corres- 
nd une fonction elliptique p liée à la primitive par une 

n. Les formules relatives à ces 
erses transformations se déduiront évidemment de 


transformation de degré 


v 


celles que nous allons établir pour la fonction pu, en y 

■ 

par les n {èmes de périodes propres qui carac- 



cant 


II 


térisent respectivement ces i 
La transformation 



roupes 


n o 


o i 


ant évidemment la résultante de transformations analogues 
ù n est remplacé par ses facteurs premiers, tous les cas 
pourraient être ramenés à celui-là. Nous nous bornerons 



nsidérer les deux cas suivants : i° n 


2 ; 2° n est 


impair. 


520. Transformation de degré 2. 


La fonction pu 


admet les périodes 2o) 4 et 2w 2 ; elle a, aux périodes près, 
es pôles o et 2w l = (o 1 . Aux environs de ces points, les 


i 

arties infinies de son développement sont - 


( u 


0>l) 


Enfin le développement relatif 


à l'origine est privé 



terme constant. On aura donc, par la formule de décompo- 
sition en éléments simples, 


(3) 



Pu 


G>l) 



PU 



P(u 


e 


pu 




(e 3 


pu 


e 


î 


le dé 


Intégrons et déterminons la constante de telle sorte que 



oppement des deux membres suivan 



s puissances 



u n'ait pas de terme constant; il vient 


(4) 






égration donnera 


Iogtfw 



ogtfM + log i{u 


€i II 


2 



i 

I 


(.5) 



e 


1Î" (3 1 M <3'( 



Ai) 



e, 7t 


e 



e 



Pour déduire de là les expressions de d K u^ cf 2 w, <3V/, con- 


sidérons les rapports — — * ■= — > = — 




elliptiques admettant les 
cipale pour u 
leurs zéros so 



3 


sont des fonctions 


4gj 2 ; leur valeurprin- 


o est—; leurs pôles sont les zéros de tfii; 




multiples près de H a) 




i 


3 


tel; et -Wi, 


et a). 


î 


3^ 


co 2 




2 


et co 3 



i- 


Les rapports des quatre fonctions 


d ( u 



2 





0 * 


■ 

s 




a* 2 « 


P Us 



2 


jouissent évidemment des mêmes propriétés ; ils seront donc 

4 

égaux aux précédents, et l'on aura, en conséquence, 


(6) 


q q il 


e 4 « 


2 


e 



e 


a 


e 


2 


d 2 u 


P 



e, r/ 2 



e 


1 


& u sjipu — e^ipu 



P 



G) 
2 




LLIPTIQUES. 


5 7 5 


et 


pu 


e 


i 


dût 


P u 



P 


2 


2 


P U 


(7) 


pu 



{Pu 


<?1 


e 2 ) (p« 


a 12 u 


pu 


pu 


6*1 


P W 2 



2 


6 J 


Développons les deux membres des équations (7) suivant 
les puissances de u; l'identification des termes constants 



(8) 


e i — 
_ 

m* 




- e x : 

e 3 ~ 


+ — 

2 


2 e 1? 


Pour calculer les constantes P( w 2 + 


rent dans le 


mères ; nous 



mu 



2 


q 


ui 


fi 


gu- 


ajoutons ces trois der- 



ndrons celte première relation 


2 


2 pi C0 2 4 


■ 


2 


4 ^i — 


o 


Posons, d'autre part, w 


2 


dans l'identité 


[p(u 4- «0 -- (P« 


i 


0* 


■et extrayons la racine carrée, il vieut 


P 


2 


L 


e 


î 



i 


Mais, dans le cas particulier où est réel et co 2 purement 
imaginaire, U, est réel; lorsque u varie de o à o) h pu est 


également réel et varie. 




oo à e K \ donc p 


0>1 

2 


e K est po- 


i 


o 


n aura 




e 


2 


1 



m 


e 




e 


2 



enfin % {} yi 2 . A cet effet, changeons u en 



2 0), s=É + 4 iù i dans la formu 

seramaltipliépar€ 4Y ii ( " +w i , ,les 
L'identification donne 




remier membre 



5). 


(10) 


e 




ensuite 


(u) 



fil 


] 

2 


— [ 

flî-tol 


Kl 
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. Réciproquement proposons-nous d'exprimer e s , e 2) £3 
en fonction de e 1 ,<? 2 ,e 3 , 


On 



€ 1 


(e 


Mais 


e,) {e 



c 



r 

2 


^2i 



1 


3 




^3 


l6 


I 

2 


2? 


-3 



16 



e 3/ 



e 


e % e 3 + 


-2 
2 



£2 


dé sorte que e 2 , e 3 seront les racines de l'équation du second 
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degré 


(12) 


X 


(<?! — 


e 



2 • 


i6 


-2 

2 


p 1 


O 


1 1 . i 


P i 


e 


t la 



alion entre pu et pu deviendra 


(i3) 


pu 


pu 



- 


I 

l6 


e 


1 


^3 



Pu 



1 


2 


» 



. L'emploi de cette formule peut être avantageux dans 
les applications. Les fonctions elliptiques que l'on a à cou- 
sidérer ont toujours leurs invariants g* et g$ réels. Le poly- 


nôme 


4 


-3 


& 2 


a donc ses trois racines réelles ou une seule racine réelle et 
deux racines imaginaires conjuguées. Le premier cas est le 
plus avantageux , car l'une des périodes principales étant 


réelle. 



e autre purement imaginaire, leur rapport est pure- 


ment imaginaire, ce qui donne pour q une valeur réelle. De 
plus le triangle des périodes sera rectangle, et si l'on choisit 
pour première période celle de module minimum, j q 


sera au 


plus égal à e w , limite moins élevée que celle e 


trouvée 


dans le cas général. 


Or les formules précédentes permettent de ramener le cas 



racines imaginaires a 


cel 


ui ou 



trois racines sont 



es. 


Soit en effet pu une fonction elliptique pour laquelle le 
polynôme ait une racine réelle e 2 et deux racines imaginai 




uguées e K 


* " ~ « w v ~ ~ " ~ — & O 

, e 3 . La somme des trois racines étant nulle, 


on aura 




«i 


1 


2 


+ tzt 


1 


2 


<2J 


9 


4 a 2 sera négatif. 


a étant réel, et ( e K 
Si donc on fait la substitution (1 3), pu sera exprimé ratio n- 


J. 


11. 


37 


■ 
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nellement par une nouvelle fonction pu pour laquelle les 

Selles; car l'équation (12) a 



son demi 



ei, e 2? e z seron 
terme négatif. 



523. Transformations de degré Impair 


n 


- Soit 




1 


La fonction pu admet les périodes 2 co 2 et les pôles 



2 0>! 


pies 

M) 


> • • » 



n 

donnera 


2 m o> 1 


• La 



1 en 



pu 



u +- 



P u 4 


7 H 





1 


P u 


n 




désignant la conslante 


(i5) 


a 




m 


2 pj) j 

n 



la formule d'addition donne 



u 4- 



1 





2 acOi 



Iru ire dans la somme, on aura 


a 



si m- 


( P'u- 

n 

[ pu - 

1 \ 

J 


en m doivent se dé- 


FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


Le 



terme est égal à 



m 


P 3 U 


P 


3 2[X(ù { 


n 


i 

3 



2 /ULOlI i 


n 


m 


P U 


P 


2 jU.0t)i 


2 


n 


p* u + P u P 



m 


2 IX(Ù { 


n 



P 


^2JMùi 

n 


i 

4 


III 


P W 


P 


2 JULO)! 




m 




2P 



3p 


I 


n 



i 

4 


P 


1 JJUi) | 

n 
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Substituant dans l'équation (i4)j nous obtiendrons l'ex- 
pression de pu par une somme de fractions simples 



p u 


pu 




i m 


3p 


2 2jULW, 


I 


n 



#2 


pu 


p 


n 




1 m 


1 2 f XC °l 
— P 

2 /ï 


7/1 


P u 


P 


2jUL0)i 


Intégrons l'équation (i4) ; il viendra 


.('7) 


Ku 


Ç«4 




au. 


m 


On n'a pas à ajouter de constante, la différence des deux 



res étant nulle pour u 


o 



% u est une fonc- 



tion impair 
Intégrons encore, nous aurons 


loges' u 


logtf u 




'm 


logtf I U 




-m 
m 


2 fXCO 

n 




logtf - 


n 


au 


(.8) 


du 



m 


4\u-\ 



n 


l 


n 


m / 




2 o^l^J ( pw 


P 


i \ 


2/XGJx 


au 

2 


2 jULGt)! 
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On en déduit, pour à { rf 2 % <*3 ^1 les formules analogues 


2 


(19) 0- a = e 2 rf a «Jj[ 



2 f-f.(jjj 

II 


au 


e % tf a ho"*- 1 



1 


/ 2 aco 

pu — P - J — - + 00 a 



Car, en divisant membre à membre par l'égalité (18), on 


obtient des deux côtés des fonctions elliptiques aux périodes 
4o)< et 4^2 > ayant mêmes zéros, mêmes pôles et même va- 


leur principale -- pour u = o. 

u 1 





On aura encore 


2 m 



) p u — e a — =^ = ( p u — e a )Tl 

mm AJ 



pu — pi + w a 


ZI 


* ■ f 


/i 


524. Changeons, dans la formule (18), u en 




U + 2 0)i = W 2 


Le premier membre sera multiplié pai 

- 

et le second par 



L'identification 



■A 

(21) nr— ri! 



De 1 équation , to 2 — V) 2 — = — on lire ensuite 


* ■ + * 


22) y] 2 =z h aco 2 ' " 




2 COi Gt) 


1 


Comme on a (ù ï = o>, + àmm it ÈGÊL obtiendra les valeurs 




e e,, <? 2 , e 3 e11 


vient 


("•3) 



a 



n— 1 


PI w a 4 


I 


S' 



/i — 1 


I 


■ i ■ 


1 


P 


2 jUO) t 




e 






04) suivant 


]es puissances de u. L'idenlification des termes en u- et 



K) 


I 

20 


T 

^8 


8 


20 


I 


I 


ï 

2 



71 — 1 


P » 


/i 


i 


OS 



24 



1 


P 


IV 



-/•Ci) i 

— 


r 



Comme j/m et j> IV « s'expriment rationnellement en 

ces formules montrent que g 2 j et l'invariant 


absolu J sont racines d'équations modulaires. 


525. Jl est évident, d'après l'homogénéité, que 1 équation 





à laquelle J satisfait ne 
dans la combinaison J. Elle sera donc de la forme 



#3 



F 






Cette équation sera symétrique en J et J. Soient, en effet, 





2w 2 w 2 le réseau de périodes au 






variant J ; K 


2 ni\ 


n 



2 



2 


tOo l'un des réseaux 


transformés, J l'invariant correspondant. En divisant à son 

période co 2 par #, on obtiendra un nouveau réseau 

_ .- (A. 




2771 



I 


n 



2 m ^ 


n 





l'un des transformés de 



sera 



c 




F„(J, J' 


o. 



ais j d'autre part, 1 



u ne dépendant que du 
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rappor 




J. Donc F 




F„(J, J) 



lion 


o 


F„(J, J) 


O. 



quati 



it de nouvelles équations mo- 


dulaires plus simples que les précédentes. Posons, en 



a 


d'où 



u 



pu 


et remplaçons p 


2 [L W 1 

n 




a J par sa 



e 


a 



P 




il viendra 


(a5) ep—e a 



e 


a 


) n 


1 



Or 



P 


Y 


2 LlWj 


2 JJLCO 


1 


on a 



<?|3 



<?oc 



7T 


■ 




2 COj 


<p 4 T T, 


// 7T 


2C0 


1 



(le signe 
Cette é 




de l'ordre circulaire 
ation peut donc s'écrire ainsi 



indices a, (3, y) 


(26) n 


2 


2/1—2 


71 


m 





n 


^ 


P 


, 2 JULCOi 



En la 






olôgues, et tenant compte 
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5 


83 



l'identité 


e 


7T l 
8 


ainsi que des relations 


71 « „> 

e 8 — > 


A 


24 


M 


( 443 et 501), on en déduit aisément 


8 


(27) 


8/' 


T 



m 


1 



2 jULO) ) 


n 


(28) 


■ _ 

foc t 




1 


p 


t 


(29) 



12 


1 


12u- -12 n r 


7T 


8 'it^i 

n 


n 


I 


1 /Q a /XÛL) I 

TV* 

/i 



u 




2/1 


T 


J 

oc 



/s 


A" 


7T 



sont donc rationnelles et symétriques par rapport aux quan 



. , 2 Mi 
tites p — 7 


n 



.p 


2/WtO! 


■ ■ M 


n 


lai 


De semblables expressions sont racines d'équations modu- 

car, d'une part, elles peuvent s'exprimer rationnelle- 




par p 


2Wi 

n 


; d'autre part, elles restent inaltérées par le 

changement de g), en Xu>j,X étant un entier quelconque pre- 
mier à /z. Soit, en effel, dz le reste positif ou négatif, mais 


< 


n 


qu'on obtient en divisant Xu par n ; on aura 


P 


2 TlJULCOj 


P 


2/> 6) t 

fi 


et 



nombres reproduisent, à l'ordre près, la suite 


1 


2 


■ * 



♦ 


* . * 
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On doit toutefois remarquer que, les expressions de 


2 


m 


- contenant les constantes e a , ep, celles-ci figureront con- 


jointement avec g 2 et g$ dans les coefficients des équations 


mo 



aires corres 



527. Nous allons montrer, d'après M. Kiepert, que, si n 


est premier à 3, le produit 



m 


p 


'2 



I 


ri 


n 



est le cube d'une 



ration 




P 


2 0>i 


• • ? P 


2mu>i 


? d'où cette conséquen 




e 



FIT 


r 




7T 


<p 2 nx 


2rt 


t 


sont elles-mêmes des racines d'équations modulaii 
Nous partirons de l'expression 




t 


0'(o) 


e 


•i • 




2 



2 


I 



à r^- ) . On a évi 



ni 


■ 


( 3'î) 1 


. ■ . 


i 

(32) 


[AH-/,» 


(- 1 ) X ' 


— • 


/i 


_ 

Considérons le produit 


(33) 


f IT 


m 


t 


i 


V-' 



de 


se re- 


Son carré n'est pas altéré par le changement de u en 1\l 


1 


i \ est premier à n. Soil, en 

ivision de \\k par n ; on 



de 



d'où 


n 


m 



/> le 



s pelit resle 



2 ^ 



n 


1 


car r v . 




, à l'ordre près, la suite des valeurs i, 2, 
l'équation (3â) donnera 


a • * 


(34) 


n 


m t 



f 


P {1 



ni 



2 2/JLft), 


n 



M 2:^1 est un 

* h n 


m 



polynôme entier en p à Donc 

2{X 2 -o est racine d ? une équation modulaire ( si X est pre- 
mier à n). 

Puisque nous supposons n impair et non divisible par 3, 
nous pourrons prendre successivement \ 
en conclurons que / 6 ,/ 16 , et par suite 


2, \ 


3, et nous 


(/ i6 ) 2 



6 \5 


) 


sont racines d'é 



pose, 



modulaires, 
équation 


pv 


pu 


<3 (u -t- v) 4(u 


tf 2 u tf 2 v 




2 (J.d) i 


V 


n 


v) 


+ 4 


A étant infiniment petit 
.. .. 



onnera 



P 


n 


'identification, des valeurs princi- 


er 


n 


t 




v 



i 


2 [A 
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(35) 


n 


m 


P 


12 



1 


1 


nm 



Il 


En comparant celte exp 



si on a 



(29), on voit 


qu on aura 


(36) 


/ 



I 


j 
I 



n — 1 

2 




1 


a désignant une racine 24 ième de l'unité. 

Nous supposerons qu'on ait choisi pour 20^ une période 
principale, et pour préciser davantage, la période de module 
minimum. On aura dans ce cas a = 1 ; car, dans le cas par- 
ticulier où tOi est réel et oj 2 purement imaginaire, <pv, onx 


sont r 



* m 



et positils; quanl 



1 


2 


facteurs du produit /, 


ils sont réels et ont le signe de g) 


1 • 




5 


. Supposons, pour plus ae 
et cherchons à former Féau 







sali 



% Une première racine 



ité, n 

on modulaire à laquelle 

par la formule 




1 


7T \ n ~ l 



r 


2 


<jp'/lT 


Les autres 


5 t 

s en 



en re 



2 toi 

n 



d'autres 


n 


îemcs 



groupes 



e propres choisis à volonté dans les 11 autres* 



n est premier à 24, on pourra prendre les 



48 k(*) { 



2 6), 


II 



O, I , . , . j 1\ 


0. 


pn devra, en 



uence 


riode 



r à 2(0i la nou 



2CO 


1 


48 h cOj H- 2 — 2 où| ( 24 £ 



et à2w 2 une nouvelle période 2w' formant avec celle-ci iid 



NCTIONS ELLIPTIQUES, 


On pourra prendre, par exemple. 


2 0)!, 


Par là t se trouvera changé en 


48 A w 1 



2C0 2 


ï 


24 A + T 



autres racines auront donc pour 



7T 



Mais on a (494) 


CD 

1 


et, par suite 


j 

r 


t) 



1 


2« 


- 


24 A 1 



il 


24 ^ + T 


7Ci 

4 



i 


i 


d'où 


Or on a 



r 

s 


r 


24 k 



T 


24A 



T 


CpT 



1 


7Z i 



Tïp(24A -H t), 


TU 




n 


n 


7T \ n - { <0 2n (2^k-hT) 


<2(\k 




T 


11 


<7 


1 2 


n; 


n 


00 


<p(24/f -h t) 



» 



en 


P 



2 7t / 


t pour abréger e 71 


1 



1 



00 


I 


1 


£ 2 Ufl^ 
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Les 


■ 

racines auront donc en fonction de to { et de q les 



(37) 



I 


7T 


n—1 


_ 


n 


00 ' i — r/ 2 ^) 2 " 

2 




7T 



00 


II 


I 


£ 


2U' 


2 a\2 
— - 1 

rq n J 


529. Il est maintena 


laire 




nner l'équation modu- 


(38) 



2 ) 


2/1+2 



In 


* • 


H-hl 


o 


I 

donty 2 , fl sont les racines. Nous savons que ses coefficients 



en £'0- q\ 




aïs ils sont entiers : car, en sup- 




posant qu'on ait choisi pour 2iù i la période de module mini- 
m ii m (un changement de pério 

s racines), q a un module au plus égal à 

r 

inies. Les coefficients 




e " , et les 1 



es seront to 



A| , . . . , A n resteront donc finis, quels que soient g 2 el g% ; 

donc des polv 






En outre, si nous supposons A infiniment petit du pre- 
mier ordre, la relation 


7T 


12 


? S IÏ" (I 

JL .M. j 



1k 


m 

montre que q sera infini 



it d'ordre f 2 sera fini et 


racines / 


n 2 — 1 

12 n 



infiniment petites d'ordre 

somme de produits de r racines; 

infiniment 


petites 


12 n 


12 n 



1) au 


moins. Il contiendra 
égal ou i 



A a en facteur, a étant l'entier 



en 


On 


par suite 



B r étant un polynôme enlier en g 2} satisfaisant à la con- 

Or, les racines f 2 , fl ont, par rap 




porl à o),, w 2 , le poids i — n ; A, g 2 , g d ont respectivement 


les poid 


s 


12 


4, 


6. Le polynôme B r aura donc pour 



n) 



12a, 


Si ce nombre est positif, la formation du polynôme B r sera 



: mpossible, puisque g 2 , g% ont des poids négatifs; A r sera 
onc identiquement nul. Dans le cas contraire, l'homogé- 
néité permettra d'écrire la partie littérale de B r . Il ne restera 
ainsi à déterminer qu'un nombre restreint de coefficients 
numériques. Pour les obtenir, on substituera dans l'équa- 


U.on 



développements de g 2 , g Zj A et des racines / 2 ,/| et 
l'on égalera à zéro les coefficients des puissances successives 

le q. 


530. Les quantités 


n — 1 


l 


I 


sl n f 


fk 


sont proportionnelles aux produits 

24 k - 


T 


(onr 


i 


n 


Il existe entre ces expressions des relations 
marquables, que nous allons établir. 


■ 



re- 


k 


On a 



00 


GO 


n 


i 


**) 


d'où 


1 


00 



00 



(6[JL-M)* 

12 


00 


00 



I 


n 




12 


00 


i(\ k 


00 



T 


i 


2<- 

— 00 


{6(X+l) a 


12 a 


■ 
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ons, dans cette dernière équation, A' = o, i ? • . . , n — i 
et ajoutons les résultats. La so 




sera 



i sera ou non 


divisible par n. D'ailleurs n étant, par hypothèse, premier 


pair et différent de 3, sera de la forme 6a -f- i ou 6a — *i. 



i 






par n 




6/jt. + i = /z (6fji r + i) 



î 

2 



0 —oo 


Si n = 6a — i , il faudra poser 



——a — n d'où 6^ + i = — n(6jut/ + i), 




arrivera à la même conclusion. 


Soit enfin 5 l'un quelconque des — — ' non résidus 


qua 


dratiques de n; on aura 


n — I Ti — l 




o) y çr ks 9 — — — - — ^|(— i)H.£*t(6p.-hi) 


f6^ + lp 

S\ q I "2 — -m Q 


0 0 


car, quel que soit |x, l'exposant 


ne sera jamais multiple de n. 
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■ 

Les cubes des fonctions onx, y a ** +T son t liés 
ipar des relations analogues. Elles se déduisent du dévelop- 



ement 

00 

I 


0'(o) = V (- afi + 0 ^ ^ 


27T 

o - 


( 



2 


9 


CD 


24 /c 



I 


/i 


i f 2 t JL ~ l ~ ^ 


2 


0 



la somme ? 


3 



Les 



mes ou 2 



1 


n'est pas divisible par n se détruisent. Les autres s'obtien- 


nent en posant 


I 


2 



/If* 


d'où 



2[X 



I 


71(2 fit/ 



0, 


( 


( 


0 


Leur somme sera donc 


n — i 



(-0 


n(2/JL A -h i)nq 



2~~ 


( 


n - t 

i) 2 Al 2 <p 3 /JT 


Donc 


(4i) 




T 


n — 1 


fi 


(-0 


72* 


2 3 


Cp" 7ÎT 


On trouvera de même, s désignant un non-résidu quadra- 
tique de 7i, 


(42) 


O 


car, quel que soit jjl, l'exposant 


2[X-hl) 



2 


s] 


ne sera jamais divisible par n. 



. On sait que les fonctions symétriques des quantités 

20) t 7.mtù\ i • t r • m * 11 

<p — ; . >. , p -doivent s exprimer rationnellement en 


g2, gs* Pour réaliser ce calcul, on 
sidérations suivantes: 



recourir aux con- 


Les deux fondions o^WjGJj, to 2 ) et t), liées por la 


relation 


<*(«, w n w 2 ) 


\ArA 


1 

8 



1 Y] t » a 




respectivement aux 

I 




(44) 



a"' 




i 


12 



l\7Zl 



aux dérivées par- 


lesquelles sont les conséquences l'une de l'autre 




tion 



. L'é 



on 




mettra donc la solution 


Or 


9 ( vsj il, ni) satisfait évidemment encore à l'équa- 


F(*/, co. n co 2 ) 


Mais on a 


u 


: d 



n 



n 



i 

8 



2 


7T A COj 


2 2 C0 4 

e 


U 0)j 

5 y tù 



Q(v\Jn, fit). 


1 


sJk A 


8 / COi 



r. 
■ 


î _ 

e* ( **e(v\Jn,n'c). 


On a d'ailleurs Y| t 





A 
A 


8 


( 52 4 ) 



ourra 



e 


an- 
Yn 


u 


se mettre sous la 



n 


F(u f toi, o 2 ) 


elte 



satis 



uation 


Si 




F" 4 


nous changeons 


12 


#2 




y//i, la fonction 


J n 


A 
A 


1 
8 


an 


* m 


c 


G II 


I « 
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satisfera à l'équation transformée 


i 


n 



i 



1 2 


5 9 3 


Cette équation est semblable à celle à laquelle satisfait 
çnu, sauf le remplacement de ?i* par n. 

Nous avons déduit de cette dernière (480 et 481) une 
équation aux dérivées partielles pour l'expression 


3 nu 


considérée comme fonction de pUj g 




2? ©3 


Par le même 


il (sauf le changement de n 2 en 


X 


satisfait à l'équation 


nous trouverons 


(45) n(\2gz 



( 


4p 3 


2 0 Ô^Z 

cr -* 

& 2 


3 


(6 


<y-z 

3 


6 


& 2 


d 




-+• n(n 


semblable à l'équation (17) du n° 481, sauf le changement 



n 1 en ^ 



Comme A est indépendant de et satisfait à la rela 
tion DA = o 7 la quantité 


y 


1 


n — 1 


A 


8 ^ 


A 


A" 


i 

8 


2 


e 


du 




a 



même éauation. 



Or on a [formule s (36 et 18)] 


A_ 
A" 


J. 


1 

8 



I 


e 


ou 


/*■■ 


d" u 


II. 


n 


m 


pu 


p 


2 JU0)i 


II 


38 


♦ 


y 


i 




m 


pu 


p 


2 UCOi 



A 0 p" l -t- A,p 


m— 1 




A 


sera un polynôme en pu. 

On connaît déjà le premier coefficient 


A 


i 


0 


/ 


L'équation ci-dessus fournit une formule récurrente pour 



et, ce polynôme 


déterminer les autres. Substituons, en 
dans l'équation et identifions les termes en pP. On aura 




n \ 12 gz 


2 dkp 

— Or * L 

3 


[4(f* — 0(f*~ 2) + (6 — 4n)(p — i) + n(/i— i)]A„_, 



l)fX 


3 




O 3 



2) (f* 



6 

i)A 



0 



[JL-h 


2- 


Supposons qu'on ait déterminé les expressions des coef- 
ficients jusqu'à inclusivement en fonction rationnelle 

de ^2, g*, /• Soit A.(|, 


f&Hh On aur 




^6 2 





àf dgt 


à 


à 



or 

O 3 


àf d~ 


àf df 

D ailleurs > -r^— s'obtiendront en dériva 



4 

odulaire. 


àg 


àg 



l'équation 


rmule (46) donnera donc A. 


moyen des coef- 


ficients précédents. 

Connaissant ainsi les coefficients de l'équation q 


raci 



, p — - — > on obtiendra par des formules 


nnues l'expression d'une fonction symétrique quelconq 


533. Multiplication complexe. — On a vu, que si m est 
entier, pmu s'exprime rationnellement en pu. Cherchons 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 




sub- 


* 

avec A bel sous quelles conditions cette propri 
sister pour d'autres valeurs de m. 

Puisque pmu est, par hypothèse rationnel en jdw, il 
admet les périodes 20), 2to 2 ; mais ses périodes fonda- 
mentales sont évidemment— 1 ? — ^ : on aura donc 


m 


m 


2 0) 



1 


2 co 


2CC0 A 



2 ^/0l)2 


m 


ou 


1 


1 



2î 


a. 6, c, étant des entiers. 

Ces équations sont satisfaites, quels que soient to 1? to 2 , si 


l'on po 



</, b 


c 


o, mais alors m est entier : 


c'est le cas de la multiplication ordinaire. 

Si m n'est pas entier, son élimination donnera entre les 
périodes la relation 


2 


CO) 


1 



1 


1 



ou 



(a 


1 


o 


ou enfin 


(47) 


bz*-h (a 


d)z 


c 


o. 


Cette équation doit avoir ses racines imaginaires, et t 
représentera celle dont la partie 
Quant au multiplicateur 


imaginaire est positive 


m 


a 



q 


S 



p 


ai 



JL 

qui admet les périodes 2w. et 2u 2 , sera bien 
u ; nous dirons, en conséquence, que pu admet 
xtion complexe. Nous venons de voir que cela 


q 


si t est racine d'une équation du 


second degré, à coefficients entiers et à racines imagi 


naires. 


■ 


» 


5q6 


SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE VII. 



. Supposons réciproquement que t satisfasse à une 
équation de ce genre. Comme on peut multiplier ou diviser 


tous les coefficients par un même entier positif ou négatif, 
cette équation pourra se mettre sous la forme 


(48) 


At 



2Bt 



G _ o. 


» t 

A, G étant positifs, et A, B, G premiers entre eux. Le discri 


minant 


D 


sera positif. 


AG 


B 2 


Nous distinguerons deux sortes d'équations (48) suivant 
que A, 2B, C ont pour plus grand commun diviseur 1 ou 2. 


Dans ce second cas, A, G seront pairs, B impair, et D de la 
forme £/2 — 1 . 

^terminer les multiplications complexes dont pu 

ut identifier l'éauation (48) avec 



. est s 




(47), ce qui donnera 




A a?, 


a 


d 


2B#, 


c 



Nous joindrons à ces relations la suiv 



a 



d 


2 fi 


et nous en tirerons 


a 


y 



B^r, 



PL OC y 


C 


d 


y 


et le déterminant ad — bc, que nous désignerons par n, sera 


donné par la formule 


Enfin 


n 


Y 


,2 



D oc • 


T 


B 


A 


m 




bz 


y H- ixdD. 


ii 

Si l'équation (48) est de la première sorte, il faudra, pour 
que a, 6, c, d soient entiers, que x, y Je soient. Si elle est 
de la seconde sorte, A, 2B, C admettant 2 comme diviseur 
commun, x, y pourront contenir 1 en dénominateur : posant 


2 


C 


Cx 


! 


2 


d 


y 


2 

f 


B x 


i 


2 


y 


t-2 



m 


y ! H- ix ! sj D 


2 


et tf, Cj Useront entiers, si x\ y 1 sont entiers et de même 



La fonction considérée admet donc une infinité de 


ltiplicateurs complexes 


m, qu'on 


obtiendra en faisant 


arier dans ces formules les entiers x, y (ou x 1 r y f ). Nous 
pouvons toutefois nous borner à donner à ces deux indéter- 
minées des valeurs premières entre elles; car, si l'on clian- 
eait#, y en rx, ry, m serait changé en m, et la relation 
enlre pu et prmu se déduirait de la combinaison de celle qui 
lie pUj pmu avec celle que donne la multiplication ordinaire 
et qui lie pmu avec prmu. 

Supposons donc x y y (ou x f , y ! ) premiers entre eux ; a 1 b^c 1 
auront évidemment l'unité pour plus grand commun divi- 

» 

seur. 


535. On voit, par cette analyse, que toute équation 


At 2 



2Br 



G 


o 


ou 


(4g) 


A. &) £ -\ 



■m 

C 9 


i 


o 


ou 


D 



0 


caract 



une fonction pu admettant des multiplicateurs 
Mais cette même fonction pu correspond à une 


i l'on remplace <o l7 . co 2 par 


11 


)n effet, pu ne change pa 
autre système de demi 


amentales o>' , toi. S 



i 



C0.i 


y 


03 


1 



2 


(ocd 


I 



les équations qui lient ces deux systèmes de 



ériodes 






sera transformée en 


(5o) 



2B 



o 


ou 


(5i) 


A 
B 


G' 


Aoc 2 

A«f3 

A(3 2 



2B 


«y 



C7 2 , 




B(ad 
aBSa 






2 


comme équivalentes et n 


me 






rangerons 


se déduire de l'une d'elles, et qui répond 


P 


euvent ainsi 


Uon pu 



D 


/ 


A'G 


B' 2 


it le m 

(AG 


B 2 ) (a^ — (3y) 2 =D. 


En outre, elles sont delà même sorte; car les formules (5i) 

un diviseur de A, B, G di- 



montrent que le plus 
vise celui de A', B', G', et que celui*de A, 2B, G divise celui 


de A 7 , 2B ; , G 7 ; et la réciproque est vraie, car on peu 


de l'équation (5o) à l'équation (49) parla substitution i 





se 


GO 


(3co 2 , 


/ 


aco 2 . 


On sait, car 




r 



des formes quadratiques, que les 


équations d un même discriminant D et de même sorte ne 


forment qu'un nombre fini de classes. Nous 
ce résultat en cherchant 



multiplication complexe, qui correspondent à ce discrimi- 




s retrouver 


onctions pu à 


nant D 


536. Toutes ces fonctions admettent les mêmes multipli- 


cateurs, donnés (534) parles formules 


r 



IX 



ou 


f 



2 


Soit m un de ces multiplicateurs, choisi à volonté (il con- 

* 1 

viendra dans le calcul effectif de choisir le plus simple, cor- 


a 




m co 2 


1 



nous ne 


4, 

6, c, tétant des entiers encore inconnus, car 
supposons pas donnés les coefficients A, B, G, mais seule- 



tle discriminant D. 


Posons 


m 


2 


£2 


2 ^ 


les équations précédentes deviennent 


î 



b 



/ 12 » * 


Remplaçons co i5 co 2? d'une part, et Q 1? Q 2 d'autre part, par 
d'aulres demi-périodes équivalentes co^ et Q' n Q' 0 . Nous 
pourrons par un choix convenable de ces nouvelles pé- 
odes, (519) réduire la relation entre les périodes à la forme 
plus simple 



G) 


n 


S2 2 . 


Cela posé, jd/?z admet pour périodes primitives 2Û< , 2Q 2 , 
ou leurs équivalentes 2Û' n aQ^. Elle admet donc les périodes 
' t , 2 0^ qui sont des périodes primitives pour pu. Ses pôles 


sont, à ces périodes près, les points o, 


* * 


La décomposition en éléments simple 


n n 

s donnera donc 


(52) 


pm 


l [p( u 


P 


2/JLCO 



Identifions les développements des deux membres, suivant 
les puissances de z/, en remarquant que pmu, ayant pour 

de l'homogénéité, les 


péri 



20)1 2 0)o 

s — , - — 9 aura, en vertu 


variants m h g^ ni ù g$] il viendra 


renons une de ces deux équations. Nous savons que la 



algébrique. 


econd membre est liée à g 2j g% par une équation 

s celle-ci la valeur obtenue ci- 



sti 




dessus pour cette somme, nous obtiendrons une équation 


algébrique entre g 2 et g%. 
mogénéité, déterminera J. 



e équation, en vertu de l ? ho- 


II n'existe donc qu'un nombre limité d'invariants absolus J 



ions com 





xes de discrimi- 


s d'une équation 


correspondant aux multipli 
nant D et d'une sorte donnée, 
algébrique, à coefficients entiers, dont le degré sera le 
nombre des classes d'équations quadratiques du discriminant 
et de la sorte donnés. 

La connaissance de ces invariants déterminera, à un fac- 
teur d'homogénéité près, les fonctions pu correspondantes. 


537. Les deux cas les plus simples de la multiplication 
complexe sont ceux l'équation en % se réduit à 


z 


2 



I 




0 


ou a 


2T* 



2T -h- 2 


O 


(D 


3, deuxième sorte). 


Nous axpns déjà signalé l'intérêt de 


on a dans le pre 

JL 




1 



cas particuliers; 


e se 



nd J 


■r 

I . 


■ ■ 

38. Soient pu, pu deux fonctions elliptiques dont les pé- 


riodes soient liées par les relations 


co 





{ad 


bc 


n). 


^^^^ 

Leurs invariants J et J sont liés par une équation modu- 


laire 



F»(J,J) 


O 


et les diverses valeurs 



J 



urnies par celte équation cor- 


respondent aux diverses manières de déterminer a, b 7 c, d. 


sous la condition ad — bc 


NOTIONS ELLIPTIQUES 


ourque Jsoit égal à J, il faut et il suffit qu'on ait 



60 1 



d'où 


1 


l 


G) 


1 


m 


(x) 


m 


m désignant une constante. On aura donc 


m go 


1 



m co 2 = C(ù\ H- é/co 2 , 


et la fonction pu devra être l'une de celles qui admettent une 
multiplication complexe. De plus, D désignant le discri- 
minant correspondant, on aura 



D/ 2 


ou 


x 



Dy'K 


L'équation 


F„(J,J) 


o 


veme 


osera donc en facteurs rationnels, donnant respec- 
invariants J qui correspondent : 




0 Aux multiplications complexes de la première sorlc, 


pour 


discriminants D qui satisfont à la relation 


n 



2 




x y y étant des entiers premiers entre eux; 

Aux multiplications complexes de la seconde sorte, 
ries discriminants D qui satisfont à la relation 



4# 


t A 


oc ,y étant impairs et premiers entre eux 


X. 



10ns. 


539. Considérons la différentielle abélienne 


R{x, y) dx, 


6o2 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VII. 


R désignant une fonction rationnelle et y étant lié à x par 


une équation algébrique 



/(^> y) = o. 



i l'on effectue une transformation birationnelle 



x 



l'équation f=o sera changée en une équation analogue 

f{(o,o,)—f x {œ\y ! ) 



R y) deviendra une fonction rationnelle de x\y ] \ enfin 


dx s'exprimera au moyen de a?', ^ dx f au moyen des rela- 


tions 






àf 


dx — -j^j dx ! -h 37^ dy f , o = dx ! -h dy\ 

(J Ou 



La différentielle proposée est donc transformée en une 


autre, 'K s {x\y f ) dx 1 \ où la relation entre les variables sera 

■ 

m 

B i 

Si f(x,y)=o représente une courbe de genre i , la trans- 


formation pourra être choisie (t. I, n°607) de telle sorte que 




courbe transformée soit du troisième ordre. 
On peut encore simplifier celte dernière équation par une 
suite de transformations homographiques. Par une première 




rmation, qui reielte à l'infini un des points d'in- 
flexion, on la réduira à la forme 


(ax-h byY -h P 2 = o, 


Po étant du second degré. Un autre changement d axe la 



réduira a 


ax % -t- Pf»r= o 


Le polynôme P 2 contient un lerme en^ 2 , car autrement 
la courbe serait unicursale. En changeant y en y + \x + ^ 
on fera disparaître les termes du premier degré en y\ 


l'équation prendra la forme 


y 





Q>x H- D. 


Enfin, changeant le n« l+ on ponrra réduire A à 4, B 
à o; appelant — g 2 et — g z les deux autres coefficients, nous 
aurons Péq nation définitive 


y 


4 x 


^oX 


© 2 


Si 


Soit pu la fonction elliptique construite avec les inva- 
riants g 2 , gz \ cette équation équivaudra aux deux suivantes 


30 


y 


p f u 


Donc, les coordonnées de toute courbe de genre i peuvent 
$' exprimer par des fonctions elliptiques d 1 un même para- 
mètre. 


540. Prenons ce paramètre u pour variable indépendante, 
la différentielle R (a;, y) dx se changera en 

R(pu, pu )p f u du. 


Pour intégrer celte expression, il faudrait : i° déter- 
miner les valeurs de pu qui rendent infinie la fonction à 

calculer les valeurs correspondantes de u ; 



b rer; 2 


3° développer la fonction aux environs de chacun de ces 

afin de la décomposer en éléments simples, dont 



chacun sera inlégrable (392). 


Cette dernière opération ne demande que des divisions; 
• 1 ■ * • 1 fi** 1? 9 . • 1 ? 



la première exige la résolution d'une équation algé- 
brique, et la seconde celle d'équations transcendantes de la 


orme 


1 pu 


C 


Il convient d'éviter ces résolutions, s'il est possible ou tout 


au moins de les retarder, en réduisant la différentielle algé 

_ — m- m, *■ 


briq 



les. 


41. Cette différentielle peut être mise sous la forme 



R 




(X 


4 oc 


03 


R, R, étant rationnelle! 


s en x. 


Or on peut, par des opérations purement rationnelle 


s 


mettre l'intégrale 




x sous la forme 




p{oc) 



M 


doc y 




rationnel en x, P an 



sans racine 


multiple, et M un polynôme de degré inférieur à celui de P. 

* m. * v 


L'intégrale 


R t dx 


' 4 - 

peut d'une manière analogue (28-31) se mettre sousla form 


R 


i 



V 7 * 



J **i 


M 4 dx 


* 

p, (a?) étant rationnel, P i un polynôme en a; sans racine 

X; 


mult 


n'ayant 



ne racine commune 



M < un autre polynôme dont le degré ne peut surp 
de P, déplus d'une unité. 


nuls, l'intégration est terminée. Dans 1 


M 



cas contraire, il faudra résoudre les équations P 
pour décomposer 


a 



grer 




M Mi 


ression de la (orme 



o,P, 


0 


O 


C 


X 



D +2 


A 


dx 


x 


a 





B dx 


x 


b 


mm 

Posons maintenant 



pu, 


y 


t 


P u 


Les 


termes tout intégrés 



9 {x) 




I 


m 


FONCTIONS ELLIPTIQUES 


deviendront la fonction elliptique 


On aura en second lieu 




4-D 



doc 




D)du 


A 


dx 


A du 


A du 


x 


a 



pu 


a 


pu 


3 

en désignant par p une racine de l'équation transcendante 


mué 


a. 


Si v est une demi-période lelle que to a , on aura a 


e a , et 


Adu 


A[p( u 


e a ] du 


pu — e 


express 



dont l'intégrale est 


Y 


«a) 




(«p — «a) («y 


«a) 



CO 11 S t 


Si p n'est pas une demi-période, on aura (397) 


A 


A 


pu 


P v 


i 


P v 


et en intégrant 

A <afo 


A 


/ 


P v 


[lo 


Or 


(a 



log3'(« 


2 



const. 


t 

On aura de même en désignant par w une racine de l'équa- 


tion 





b 


J p u 


Bd'k du 


= f B[C( 



B[Ioga'(« 





w) 


2 u 4- const. 



ces résultats, et appliquant aux termes 


où 


figure la fonction Ç la formule d'addition 


= Çh -h Çp + 


I P' « 


2 


on voit que l'intégrale cherchée sera de la forme 


(0 


2A/ C loges* 


«a) 




Cm 
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les A, a, B, G étant des constantes, et une fonction ellip- 


ticrue. 



542. Cherchons à quelles conditions cette intégrale sera 
ie fonction algébrique de x. 


Il est nécessaire qu'elle n'ait qu'un nombre limité de 




ue valeur de x = jjw, et a fortiori pour 
chaque valeur de u. Or, pour une même valeur de «, 


chacun des logarithmes logo- (a — a k ) a une infinité de valeurs. 


Il faut donc que tous les coefficients A* soient nuls. 

Cette première condition remplie, l'intégrale sera uni- 
forme en p. Mais il faut.de plus que, pour tous les systèmes 
de valeurs de la forme u-h to i +2m 2 w 2 , qui 




pas pu, le nombre de ces valeurs soit limité. 


Or, le changement de u en u -f- 2 m { o> 1 -4- 2 m^tù^ aug- 



ente la valeur de l'intégral 




fr>i) m i+ (2By] 2 H- 2Go) 2 )m 2 , 


expression qui prendrait une infinité de valeurs, si l'on 


n'a 




âBrii-h 2Cgo! = o, 2By] 2 




Comme le déterminant Y\ f o> 2 — y\ 2 ^\ est égal à — > on en 


1 


conclut ces nouvelles conditions 


B =r O, C = O. 


Réciproquement, si les conditions trouvées ci-dessus sont 
remplies, l'iniégrale sera doublement périodique; elle s'ex- 
primera donc rationnellement au moyen de pu = x et de 
p f u=.y 7 et sera algébrique en x. 



3. Cherchons encore à quelles conditions les termes non 


elliptiques 

(2) 2k A logtf (u — a k ) + BÇw -1- Cu 


peuve 
de x. 


■ 

nt rep 



Il sera nécessaire que cette exp 


mul- 


tiples près de 2ra, qu'un nombre limité de valeurs pour 
chaque valeur de x, et a fortiori pour chaque valeur de M. 
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607 


log a- ( a 



a une 


r, pour une même valeur de A* 
infinité de valeurs, différant de multiples de k k nzi. Il faut 
me tout d'abord que les coefficients A* soient rationnels. 
Supposons qu'il en soit ainsi. Soit pi le plus petit multiple 

î leurs dénominateurs. L'expression ( 2) sera égale à -logF r 


fonction uniforme 


qu'un nombre limité de valeurs 


quand on change u en u + 2 m { tO| -h 2m 2 to 2 . Or ce chan- 
gement la reproduit au signe près, multipliée par une expo- 
nentielle, dont l'exposant est 


|xB(2m 1 Y] 


1 



m 2 Y] 2 ) + jtf. C ( 2 m t a> t -+- 2w 2 co 2 ) 



(2m i n l H- 2 m 2 ïl2 ) ^ A^|ul( m — a* -h /n 1 a> 1 H- m 2 o> 2 ). 


Le coefficient de u doit être nul, d'où cette première condi 


tion 


2 A* 


o 


ce qui réduit 1 ; exposant ci-dessus à 


[2Y)i(B — lk /c a k ) H- 2o>iG]p.m 1 

-h [2Y) 2 (B 2 A/, 4- 20) 2 G] p 2 . 

■ 

Pour que l'exponentielle ait un nombre limité de valeurs, 
il faut et il suffit que les multiplicateurs de \km x , ^m 2 soient 
eontimensurables à aset. On aura donc les conditions sui- 


vantes : 


2Y] 2 (B 


2 Ayta* ) 
2X k a /c ) 




2 coi C 
2 co 2 C 


/ 2 2 7T /\ 


/i? f% étant ration îels, ou en résolvant, et remarquant que 


7C£ 


2 


(3) 


B 

C 


2 A# #/ £ 


/ 2 2C0 1 H-/ 1 2C0 2 , 


/ 2 2YJ! 


yi 2Y) 2 . 



roqu 



us petit mu 



ces conditions satisfaites; 
des dénominateurs de f\,f%\ on 



1 


logF 

5 


1 


logFv, 



SECONDE PARTI 


E. — 


CHAPITRE V 


II» 


F v étant doublement périodique et pouvant, par conséquent, 
s'exprimer rationnellement en pu et pu. 


544. Les différentielles elliptipues 

■m 

R(#, \/X) dx, 


où X est un polynôme du quatrième degré 


X 


rentrent dans la classe considérée ci-dessus, car la courbe 


est de genre i . 


y 


2 



X 


a re 





anée de x et de y 



par des 


fonctions elliptiques d'un même paramètre peut se réaliser 


comme il suiL 





# 0 x 



^a t x z z 



z étant égal à i et n'étant 
Ce polynôme homogène 


L 


2 — 


I 


a 



a 


2 a x ct%ci% 


a 


2 





e pour l'homogénéité 


3 et 9 ^ 


v 

Cl ^ Cl ^ • 



second ter 



ai 
a 0 


■ 

s ; X se changera en un polynôme sans 



6 a* t % z % 



(\OL % tZ 


h a k z k 


et les invariants restent inaltérés ; on aura donc 


al(ot % -h3<x\) 


\ 


2? 


3 
2 


I 


31 


ce qu'on peut d'ailleurs vérifier par 
tant l'unité à la place de on aura 


T 




«0 



Si m -4 





y 


2 


T 


o. 


Nous allons montrer qu'on peut identifier cette dernière 



équation avec celle qui lie les 



ions elliptiques 


/ 


I p' U 


P 


2 pli 


9 


[p lf 




en déterminant convenablement la constante v et les inva- 
riants g 2 et gs- 
En effet, on a identiquement 


(p M 


[p(u-h <•) 


P ( '] 


et la formule d'addition donne, d l autre part, 


r - 


" 4 


■ 


p(" 





p 


v 



I , |) u 

4 \ p " 


p ? x 2 


P" 


/ 2 


ou 


(p« 


p<0 



[p(« 



«0 


p 



/ 


2 


3p v 


On en conclut 


a 


(/ 2 


3p") 2 


4(p« 


0 


Gela posé, la fonction 


(pu 


P ( ') [p(« 



P<0 îp(" 



P^] 


P ( '] 



mêmes pôles o et — e que la fonction/; ces pôles 

m 4 a 


sont simples dans toutes deux, et pour u infiniment petit on a 


pour u 


o. 



n a 



d 




i 

2 


1 // 

p v 



est nul, car cette 
deux pôles o et — ^, est 


11 • 

ellipt 
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une constante ; de plus, elle s'annule 


a 


o 



2 


3po) 


2 



2 p <> 


ou, en remplaçant p" v par sa" valeur en pv, 


CD 




2 



4/p'o 



#2 


Pour identifier les coefficients de ce polynôme avec ceux 


de T 7 il faudra poser 


1 


p'^ 


3> 


#2 


3- 2 


«4 


d'oî 


ù 


8i 


Cf. 


4 



3 <xl 


I 


*5 


s 3 


,.3 



a 



a 


2 


1 


a 


o 


lintin, pt> se 



ar la relation 


P v 



J 


Celle-ci a, aux périodes près, deux solutions, auxquelles 
correspondent des valeurs égales et opposées de p f v* Il faut 


choisir celle pour laquelle p v 


--Vv ■■ 



3 


Les constantes g 2 , v 


ainsi calculées, on satisfera 


dentiquement à l'équation y 2 = X en posant 


a 


(4) 


i 


i 




p 


u 


P v 


o 


pu 


P v 


J y 



±\/a 0 [pu 


P( u 



*)], 



signe pouvant être 
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Enfin, d'après une formule précédemment trouvée (397), 


dx 



d 


P « 


/ 

P v 


2 


pu 


p(u + r)] du. 


On a obtenu ainsi tous les éléments nécessaires pour la trans- 
formation de la différentielle. 


5 


P u 


pu 


econd ord 


e, à cha 


que 


périod 


de u. Leur somme 


pôl 


pond 


car le changement de 


u en 


u 


P 


u 



v). A chaque point JK) de la courbe y 2 


égales et contraires, 
v change le signe de 

X 


répond donc une seule valeur du paramètre u. 


valeurs de u q 


à la relation 


u 



v 


u 



période 


ou 


u 


2 


f- m x oot m 2 (à.2 


Les valeurs correspondantes de x sont les racines de l'équa- 


A 


o: Il 


s 



, po 


ur les avoir, de donner à 


chac 


u n 


des entiers m 1? m 2 les valeurs o et i. 


Nous obtenons ainsi une 
quatrième degré par les fond 



ulion de l'équation du 



Equation différentielle d'Euler. — Appliquons 
les formules précédentes à la transformation de la diffé- 




a 



» * 


dx 


y 



v/a 0 


le 



+ 


restant à notre disposition 
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Soient donc x\ deux variables, liées par l'équation diffé- 


rentielle 

m 


dx 


dx 



v/X 


v/x; 


X 1 étant un polynôme formé avec x K coi 


En posant 



X l'est avec x. 


00 


x x 


<bu x , 



\ 



pu 



pourrons réduire celle équatio 



du 



a 


o 


du \ 


CLq 



■ » 


d' 


ou 


* m. 



1 



c 


c désig 



On aura donc 


x 


OC 


i 



c). 


Ces deux fonctions elliptiques, d'ordre 2 et aux mêmes 
périodes, sont liées par une équation algébrique du second 
degré par rapport à chacune d'elles. Soit 


F* ^ ^ oc j ^ c ^ 


o 


cette équation. .Elle sera évidemment symétrique par rapport 
à x et x Kl et sera équivalente à l'équation différentielle, sur 



on 







c entre F = o et sa 


547. Cette équation F peut être formée comme il suit : 
Soit / une variable auxiliaire, liée à x par une équation 
algébrique du second degré par rapport à chaque variable. 
En ordonnant successivement par rapport à chacune d'elles, 


on pourra l'écrire ainsi 


o 


<p(#, t) = At*-h zBt + C 


M^ 2 



%Nx 
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déduit 


* r fi 


i a® , i do , '. - f 




po 


X 


N±v/N 2 — MP _ B±v/B 2 — AG 

y t — 


M 


A 



el enfin 



2_ MP dx ± \/B 2 — AC ët = o, 


dx dt 



Soient la seconde racine de l'équation <p(#, £) = o, et 
soient A iy B n G< ce que deviennent les polynômes A, B, G 
quand on y change x en x K ; on aura de même 




dt 


y/N 2 — Ml 


on aura donc, en choisissant des déterminations convenables 
pour les deux radicaux y/B 2 — ÂG, y/B* — A, G| , 


(7) 


djc d.oc \ 



2 


■ 

D'autre part, en éliminant t entre les deux équations 

A£ 2 +2B* + C = o, A 1 ^ 2 -t-2Bif-hG 1 = o, 


on obtiendra entre x et .27 f l'équation 


(8) 


2BB,— AQ-CAA 2 (B 2_AC)(B?-A l C 1 ). 


2 


Or A, B, C sont des polynômes en x du second degré. Si 
nous les déterminons de telle sorte que B 2 — AG soit iden- 
tique à X, l'équation différenlielle (7) se confondra avec la 
proposée (6), et l'équation (8) représentera la relation algé- 
brique entre x et x { [après suppression du facteur {x — x^) 2 
que nous mettrons tout à l'heure en évidence]. 


On pourra prendre pour B un polynôme arbitraire du 
second degré, pour A un des des diviseurs quadratiques de 

(lequel ne sera déterminé qu'à un facteur constant 

\ J_ Il 



près); et pour G le quotient 


B 



A 


Cette solution com- 


porte en apparence 


aise 



voir que 



constantes arbitraires; mais il est 


(8) ne dépendra, en 



que 


d'une seule combinaison de ces constantes 




le polynôme 


2 



AC 



1 



en 


x, X\ sera de la forme 


OC 2 2 ^C " ^C { "l - 2. OC 2 1 (^00** OC j 




oc 2 o ( ^ ^ i ) 4 ^ 1 1 oc oc i 



2 oc 


10 


f JE 



•2-1 ) ■+■ 0£oo • 


Mais, de plus, pour x K = x, il se réduit identiquement à 


B 2 


AC 



Ct^OC* 


4* 
a t x 



d'où les 



oc 


21 


: a 


2 ^ 



ignons-y 



-ci 



6a 


2 





[ji étant une nouvelle inconnue. Tous 


pourront s'exprimer au moyen de cette s 


a 


3î 


7 

. . on aura 



00 



coelhcienls a 



inee 




1 


A^ 


2 



2(x(x — x x y, 


W désignant le polynôme 


(9) ^ 


a 


0 



x\ 2^(^^ 



-+■ a»(x 2 -+- x\ ) -h ^a 2 xxi 



2a 3 {x 



Xi) -+- « t . 


La relation entre x et x K sera donc 


(ro) 


2\l(x 


XX 1 





ou 



2 



1 


548- Il reste à y 
Posons, à cet effet, 


M 



I 



x^w 





C&q 00 

Ct | oc 



2 




4 




2 £7 J t5y 

2 £ï 2 *^ 



le 



•11 




«3, 
«4> 



4 


0 



et soient M <5 N 4 , P t 


d'où 



2 


polynômes analogues en x { . Nous 



X 



nn 


î 





î 


M \X^ 



2 J\ 

2N a? 

2 N t x, 





P 

P, 




p 

r 1T 


XXi 


(M^ + 2N.r t + P)(M,^ -h 2N t x 



(Ma? 2 

-■ 

( ^ 



2 N# 





Pi) 
Pt) 


&i) [ 


2(NM, 
(PM, 


N, M ) ara?j 

P,M)(^ + ^) 

PiN)]. 



Or les déterminants NM 1 — N, M, PM 1 — P 1 M, PN t 


P,N 


sont évidemment encore divisibles par # — x K ; les quotients 
peuvent se calculer sans difficulté, et la relation entre x,x K , 


arrassée du facteur étranger (x — prendra la forme 



înitive 


u) 



4^ 



^[X 2 (X 


x \ ) 


0 




ignant le polynôme 


MM n 


4(^0^2 

4- (a 0 a 


a: ) X" x j 



4 


(a 0 a 


a l a 2 )(x ■+- xAxx 


t 


a\) {x 



8(a { a 


4 ( a v a k — a 2 a 3 ) (x -+- x t ) 4- 4 ( «2 «4 


£7 ^ XX | 

^3 )• 


4 • 4 


549. L'équation (10), résolue par rapport à la constante jx, 


donnera celte relation sous la forme irrationnelle 


(i3) 


* . 




reste à fixer le double signe. Nous allons établir que le 


signe 



doit être rejeté. 


Supposons, en effet, que x, x ly partant dune même 
valeur initiale a, varient de manière à conserver une valeur 
constante à la fonction 


F 



i 



2 




, v/x 


\ 



d'ailleurs la même détermination 


initiale. 

On aura 



âx 




dx t 


dx 1 = o 



et ses 


trique en x et X\ ; oiï aura donc en ce point 
par suite, dx = 




à l'origine, car en ce point F 
ni finies. D'ailleurs F est symé- 

t^> et, 




OC 


'é 




1 


s/x 


donnerait, au contraire, ofo? 
L'équation difFérenlielle 



* * 


v/x 


v/x" 


entraîne donc la suivante 


* 4 


w 


v/xs/x, 


2 (.r 


^1 ) 


const.. 


où les radicaux 


dans l'équati 



y X, ont la même détermination que 


érentieJJe. 
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550. Poh 

^^^^k ^^^^ ^^^^ de Poncelet. Soit G une conique; les 


coordonnées 



ses points 



1 * 

s exprimer ration- 


nellement au moyen cl un paramètre x'. Soit O une seconde 

donnée en coordonnées tangentielles. Les coor- 
e ses tangentes pourront s'exprimer rationn 




par un autre paramètre £. 

La condition pour qu'un point x se trouve sur une lan- 



t 



exprimée par une équation algébrique 


F(x,t) 


o 


R 

du second degré par rapport à chacune des variables, car 
chaque tangente t coupe G en deux points et réciproquement, 
de chaque point x, on peut mener deux tangentes à C'« 


Soit 


F(x, t) 



2Bt 



G 


o 




; soient x 0 . x K les deux racines de 


celte équation ; on aura, comme nous l'avons vu, 



04) 


CIXq 



dx x 



\/X 1 



Posons, comme au n° 544, 


X 


ai 


a 


0 


1 P'U-?P'V 


1 


On pourra se servir, pour caractériser les points de la 

G, du nouvel argument 11, A chaque point corres- 



u 


ondent, aux périodes près, deux valeurs a et 

■ ■ 


t argument. A ces deux arguments 

doc f 


valeurs de -1- égales et contraires et qui représentent les deux 



— v de 
ndent deux 




nations du radical 



Soient u 0 Win des arguments correspondants au point x 0 , 
U{ l'un de ceux qui correspondent à x K ; on pourra choisir 


6i8 
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ce dernier de telle sorte que l'équation (i4) se réduise à 


du q 




d'où 


u 


1 


a 


o 



c 


c désignant une constante. 


Cela posé, p 
tangente t 0 à C ; 



point x Q 


G 


îlle coupera G en un second point x K . De 
ce point menons la seconde tangente t K à C'.; elle coupera C 
en u 

nouvelle tangente $% et ainsi de suite. Cherchons à quelles 
conditions ce polygone de tangentes se fermera au bout de a 


n nouveau point x 2} duquel nous mènerons une 


opérations. 


IL faut pour cela que le points se confonde avec x 0 . Or 


les points 


' • 9 J 



n 



mettent respectivement pour l'un 


de leurs arguments elliptiques a 0) u 0 



dernier doit 




co 



. • . j Hq — j— tic m Ce 
ndre avec l'un des deux arguments 


ques u 0 ou 


o 


^ du 



poi 



x 


0 


avoir 



s devrons clone 



U 


0 


per 


i 



ou 


u 


0 



ne 


o 


v 


période 


Ls 


a première 



sera 



ite si c est un n 


ie me 





que cette condili 


riode. Il est rem 
du choix du poi 

La seconde relation est satisfaite pour les 
de valeurs 


ne 



.de pé- 


e pas 



e systèmes 


v 


a 


ne 


o 


2 


m 





2=0, I). 



ne 



s il est aisé de voir que, si elle est remplie, les tangentes 

un véritable polygone, mais une ligne poly- 



gonale décrite d'abord dans un sens, puis dans l'autre. 
En effet, l'égalité 


o 



ne 


u 


0 



période, 


de laquelle résulte la coïncidence des points # 0> %n peut 



19 


u 0 -+- ( n 


période 



ontre que a?* coïncide avec La 


tangente 



u 


joint les points x^ y coïncidera de même avec 


i 


* q 


joint x n _k„\ a x n _k* 

Deux cas seront à distinguer suivant 


que n est pair ou 



Soit n 


2 m. Les tangentes t 


et t 


coïncideront. Or 


ce sont les deux tangentes menées à C7 par le point x m ; ce 

i 

point sera donc sur C, et sera l'un des quatre points d'inter- 


section de C et de C. 



it 



i \ les points x 


r«5 


X 


coïncident. Or ce 


sont les points d'intersection de t m avec C. Donc t m est l'une 
s quatre tangentes communes à G et à O '. 



551. Cubiques planes. — Nous avons vu que ces courbes 
sont les transformées homographiques de la courbe parti- 



OC 


y 


P 11 


sur laquelle il sera commode de faire l'étude de leurs pro- 

eclives. 



A chaque point de cette courbe correspond (aux périodes 
près) une seule valeur de u qui le caractérise. 
Une courbe de degré /i, 


m 

F(.r, Y) 


o 


1 


coupe la proposée aux points dont les arguments sont les 


zéros 




F(pu,p r u) 


o. 



e-ci n a q 



u 


o, d'ordre 3n; elle a donc 


dont la somme est une période. Cette remarque 

n p.nn^mipnr.Rs. 


ue est 


féconde en conséquences 
Ainsi, pour que 


soient 
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k 

droite, il faut que l'on ait 


u l •+■ « 2 4- M» = o. 


Cette .condition est d'ailleurs suffisante, car la droite qui 
joint les points u it u 2 coupe la cubique en un troisième point, 
qui ne pourra être que u z . De même, pour que six points 


u 2 i Uq soient sur une conique, il faut et il suffit qu'on 

m 



M\ ~T" ~> • ■ • ~i ^6 ;= 0« 




contact U d'une tangente menée à la courbe 


par un de ses points u sera fourni par l'équation 


d'où 


W + 2U = 0, 



II 


2 



m|Ck) r -H- m 2 co 2 (m t -— o, j, m % — o, i). 


Il y a donc quatre tangentes. 



u x , u 2l u$ et &é les points de rencontre de 


la 



avec cieux 







^3^3- Ces droites rencontreront Ja cubique en trois 



veaux points u\ ~ " ~ " 




j des équations 


, u z qui seront en ligne droit 



n 




3 = O, fj^ -h «2 H- «3 = O, 


«i M- < H- = o, u 2 -f- w' 2 + = o, ? w 2 + u\ 



ui = 0 





"f- ll\ "f" ttg = O 



La tangente en un point d'inflexion u coupe la courbe en 


trois points 


d'où 


3 u 


" = ~ 3 ^ 


/rc,, m 2 pouvant varier chacun de o à 2. Nous aurons donc 


9 points d'inflexion, que nous représenterons commodément 
par la notation 



tJÉjftir) (m x ='o, 1,2,^=0,1,2). 


La droite qui 



deux points d'inflexion (/??<m 2 ), 


[m\ ///^passera évidemmentpar le troisième point d'inflexion 
(m\ ^2)5 Wti m \ étant définis par les relations 



1 



m \ 4- m x m o 


m 




t 



m 


n 


O 




On obtient ainsi 1 2 

(OO) (Ol) (02), (îO) (II) (12), (20) (21) (22), 

(00) (IO) (20), (0l)(ll)(2I ), (02) (12) (22), 

(00) (11) (22), (oi)(ia)(2o), (02) (I0)(2I), 

(00) (f 2) (21), (10) (22) (01), (20) (02) (il), 



ormant quatre triangles, dont chacun contient tous les 
points d'inflexion. 


L'équation du neuvième degré dont dépendent les points 
d'inflexion se résout par radicaux; caries tria n g 
d'une équation du quatrième degré. L'un d'eux étant connu, 




ses côtés dépendront d'une équation du troisième 

eux-ci trouvés, leurs intersections avec la cubique dépen- 
dront de nouvelles équations du troisième degré. 

Les tangentes à la courbe menées par les points d'inflexion 
(aulres que les tangentes d'inflexion) la couperont aux points 
ont l'argument est un sixième de période sans être en 
même lemps un tiers de période. Ces points, au nombre 



27, seront ceux où il existe une conique (ne dégénérant 
as en une droite double) qui coupe la courbe en six points 
coïncidents; etc. 


552. On obtient des résultats analogues pour les courbes 
gauches, intersection de deux surfaces du second degré. On 
vérifie en effet facilement qu'elles sont les transformées hoino- 
graphiques de la courbe 


x 


pu 


y 


pu 


7 


z 



s 





une surface algébrique d'ordre n 7 



arguments soit une période. 


o en 4^ points, tels que la somme de leurs 
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I. 


Surfaces d< 


553. Soit u une fonction 



h 

ann. 


z 


7 





par une 



egre a 


f(*i u ) 


Nous admettrons que la courbe 


o 


o n ait que 



multiples à tangentes 


séparées. S'il en était autrement, il 


nous faudrait opérer sur les variables z 9 u une Irans 

s. f 




alio 


tr 




rmée jouisse de cette 


En o 




encore, s'il 



L 


nécessaire, une 


ue, nous 


cour 




des u ne soit parallèle ni aux as^ 
gentes qui passent par les points 
d'inflexion. 


faire en 
>le à l'i 




uni ; 2" q 



/: 



f où la 


sera égal 


be. Ces 


parallèle 



Aux points multiples, l'équation en u a aussi des racines 


égales; mais, en vertu 





hypothèses 



s 


5 


É 

aux environs de ces points. 


od 


branchement 


INTÉGRALES ABÉLIENNES. 


623 




jusqu'à l'infini, et ne passant pas par les 


points multiples. Dans le plan ainsi 




branches m 1v .., u n de la fonction u sera 1 




, unaame des 
nodrome ; mais, 




une co 




eux de ces branches, mi et Uk 

mm -» ■ 



par exemple, seront permutées entre elles. Poui 

dirons que la coupure en question a le 





caractère (ik). 

Soient L <? L v les diverses coupures, écrites dans l'ordre 
où se succèdent leurs points d'intersection avec un cercle 
de rayon infini, décrit dans le sens direct. La loi de permu- 



u 


1 ? • • • ? 


talion des 
lorsqu'on connaîtra le Tableau 


a n sera entièrement 



T 


( l i &i ) ( h ^2 ) • • »( l v^v) 


1 

des caractères de ces coupures 


554. En changeant le tracé des coupures (fi g* 5o), on 


pourra 




v ce 



r 


1 

1 


I 
J 
I 

f 

I 
I 
I 

I 
1 

1 
t 

y 


eau. 



Fi g 



oient, en effet, L, L ; deux 



* 


coupures consécutives; (ik), (i'k 1 ) leurs caractères. Nous 
dirons que nous faisons reculer la coupure L par rapport à U 
si nous lui donnons le nouveau tracé L 4 marqué en poin Lille 
sur la fignre 5o. La permutation entre les deux branches 1% 


lift, qui se 



long de L, se trouve 



le long 


de T. 


Dans la région du plan coupé comprise 

iii * • . * 1 / f 




ux 


lignes, les branches primitivement dénommées «/, Uh s'a 

Mk m il 


leront maintenant- Uk, ui, el les autres garderont létir 



minati 


Le caractère de V restera donc inaltéré si les 


ou 


si 

pies 



tement 


indices (7, k), {il ^ k f ) s 

1 



i 


dentiq 


ues ou com 


plè- 



s'ils ont un seu 


1 ind 


ice commun 


i'= L le caractère de L/, qui était primitivement se 


trouvera changé en (kk 1 ). 

Supposons, au contraire, que 


1! 
aissa 




mobile, nous fassions avancer U 
nouveau trace L' On verra de I 
:actère de L restera inaltéré après 



mem 


oupure L 
ière à lui donner 

ière que le 


#i k r so 



, où 

t 


* < 


M 


ce caractère, primitivement égal à .(**)» sera changé en (kk'). 
Nous voyons donc qu'en déplaçant les coupures, nous 


pouvons in 




l'ordre de de 
du Tableau T, à la condition, s'ils ont un i 

de 


caractères consécutifs 



ice commun, 



remplacer dans l'un des deux caractères (choisi à 


volonté) par celui 



i lui est associé dans I autre caractère 


* 


de ce genre, on peut amener le Tableau T à une forme cano- 

nique très simple. 

Partageons les caractères en deux classes, suivant qu'ils 
contiennent ou non l'indice i. Il existera nécessairement des 
caractères de la première classe; car l éaiiation / = o étant 
irréductible, on doit pouvoir passer de 


; 

4 * 


M 



autres branches i 



ranche u { aux 
. S'il existe aussi des caractères de la 


seconde classe, on pourra les faire passer en queue du Tableau 

s précédents ; ceux-ci pourront être 




en les permutan 
modifiés, mais en restant de première 
première opér 



asse. 



es 




n, on aura 


T 


Pi étant un produit de caractères de première classe, T { un 
produit de caractères de seconde classe 



Si tous les caractères du produit P 4 ne sont pas 



ues. 


il contiendra deux caractères consécutifs différents (i i) (i A*), 
dont le produit pourra être transformé en (i k) (ki). Nous 



vous 



ainsi apparaître un nouveau caractère 



seconde 


classe (A-i), que nous amènerons à la queue de P { pour le 
réunir à T, , Nous pourrons ainsi réduire successivement le 
ombre des facteurs de P, jusqu'à ce qu'ils soient tous égaux. 


Supposons qu'on ait à ce moment 



T 


(12)\T X 


que 




Si a, ;> 


po 


réduire de deux 
îr de l'une des 


unités. En effet, pour qu'on puisse 
branches u i , a o a une des autres b 
queTi contienne un caractère au moins, tel que (23), où 


anches 


il faut 


figure l'indice 2. Amenons-le en tête de T, ; T commencera 
par Je produit (i2) x < (23), qu'on peut transformer successi- 
vement dans les suivant 


s: 


(l2 



H23)(i3), 


(I2)*«-*(I3)(I2)(I3), 

(ia) x «-'(23)(i2)(i3)(a3), (12 )>«-»( a3)« (,.*) ( 2 3), 


(12)^(23) (.3)% 
(12)^.-2(13)2 ( 2 3), 


(I2) X »-3( 2 3)(|3)(23) S , 


( 12 )*«-*( 23 ) 3 . 


besoin cette opéralion, on amènera X 



er 2. 



it, opérons sur le produit T 4 comme nous V 


avons 


■ 


mettre 



(23)>*T 


2î 


T9 
2 e 


et \ t 


étant un produit de caractères où ne figure plus l'indice 2 


t au pl 


1 



Continuant 


nous aurons finalement 



(I2) A .(23) Â ». . ,(/l — I, //)*»-<, 

■ 

A», \ n _ K étant des entiers positifs, dont le dernier 


1 



1 


peut s 




sont 


impair, en 



un cer 


car s! X 2 , 




e w 3 > on 



exemple, était 
infini avec la déter- 


comme valeur finale u 2 . 


J. IL 


4° 


L'infini serait donc un branchement, contrairement à nos 





ot 


On aura do 


ne 


a * 



71—2 


2 


n — 1 


V 


2) 


2p 



2 


p désignant le genre de 1b courbe / (t. I, n° 597). 


556. Concevons, avec Riemann, un système de n feuillets 
plans P 4 , . . . , P n étendus sur le plan P des $ ; chacun de ces 

illeurs coupé suivant celles des 



feuillets, tel que P;, é 
lignes L l5 . L v dans le caractère desquelles figure l'in- 


dice L 


Une quelconque de ces lignes, L, ayant pour caractère 
(«A"), sera une coupure pour les deux feuillets P/, P*. Imagi- 
nons qu'on soude chacun des bords de la coupure pratiquée 
sur P; avec le bord opposé de la coupure faîte sur P*. Si 
nous opérons de même pour chacune des lignes L 1? . L v , 


toutes ces soudures auront pour résultat de réunir nos n feuil- 


lets en une surface unique S 


A chaque point (3, Ui) de la courbe f(z, u)=o } faisons 
correspondre sur S un point Ç ayant pour projection z et 


si 



sur 



illet P/. 



P 





ira s 


continu 



car u 



discontinuité ne pourrait se produire dans 
cette trajectoire que, si z traversant une coupure, ui se trou- 
vait changé en une autre branche Uh ; mais Ç passe alors du 


feuillet Pi sur le feuillet P# et, ces deux feuillets étant soudés 


lel 



oupure, la continuité est maintenue. 


La variation simultanée des deux quantités % , u (liées par 


l'équation f=o) est donc figurée sans ambiguïté par le dé- 



fer 


ement de Ç sur la surface S ; et si Ç décrit un contour 

et u reprendront au retour leur valeur primilive. 



La variable Ç étant constamment égale à z en valeur numé- 
rique, nous pourrons l'appeler dorénavant z ; comme elle ne 


parcourt plus le plan simple, mais la surface de Riemann, il 

m 

ne suffira plus, pour qu'elle décrive un contour fermé, qu'elle 


revienne a sa valeur primitive ; il faudra 
trouve au retour sur le même feuillet au's 

557. Les points 




au 




El. m 

la surface S correspondent uniformé- 


de la courbe f 


En effet, considérons d'abord un point (s 0 , w 0 /), qui soit 


simple sur 
ayant pour équations 


(') 


+3 


II 


a 


0i 



OL x t -f 



■ * % 


si la tangente n'est pas parallèle aux w, ou 


(2) 


Z 0 



t' 2 


II 


a 


oi 


* • 



dans le cas contraire. D'autre part, ce point correspond à un 
point unique de la surface S. 

îrons maintenant un point multiple, où se croisent 

que Ut, ... , itp. Il sera l'origine de [x cy- 
cles de la forme (i), représentant chacun l'une de ces bran-, 
ches aux environs du point multiple- D'autre part il corres- 
ond à p. points de S, respectivement situés sur les feuillets 




h .? P(i 5 qûi ne sont pas soudés entre eux en ce point- 
Enfin la courbe/ a n cycles dont l'origine 
dont les équations ont la forme 



t à ri 



ni, et 


i 

1 


u 


a 
7 


f- <x 0 -h a x t 4 



JNous les regarderons comme 


S 


S 


irs contours fermés, est dite connexe, s'il est possible 


réunir deux quelconques d( 
tinue entièrement située sur s. 


sim 



deux 



fr 



niere à ne pas se couper elle-même), parta 
régions distinctes, de telle sorte que, pour passer de 


deux 


l'autre, il faille nécessairement 



Elle sera double, si, en cou 



t S 


de s ou traverser ab. 

nsversale t s 




conven 



nivelle surface ainsi obtenue 
léralement, elle sera d'ordre N, 
si une coupure, faite suivant une transversale convenable t ir 


est simplement 


transforme s en une surface de connexité N — i . 


D7 * 
après c 


pourr 




, si s est connexe d'ordre N, on 


a transformer en une surface simplement connexe, 


en Ja coupant successivement par 



i 


transversales, dont 



émîtes 



sur 


une des transversales précédentes, mais n'ait aucun au Ire 



point 




un avec ces lignes, et ne 


■ 

me 




coupe pas elle- 



. Le 


MME. 


Les deux régions s A , s 2 , dans lesquelles 


une surface simplement connexe s es 



transversale ab, sont elles-mêmes srm 



ee par une 



nexes. 



Coupons, en effet, s K pa 
vent se présenter : 


r une transversale cd ; trois cas 


i° Si c et d 



ur la frontière de s, cd sera 



versale sur s, qu'elle partagera en deux régions sépar 



O 


ne p 


un côté à l'autre de cette ligne, en 




en restant sur 5 I? sans la tra- 





2 


o 





S 



-versale 




passer 


, la ligne cdb sera u 

I à l'autre de cd, 



d sur la première trans- 
transversale de s. Pour 




on 


ment, ou sortir de s, et 


s un 


te 



Mais 


■ 

en traversant db, qui fait partie de la frontière de s { , on sor- 
tirait de s K . Pour passer d'un côté à l'autre de cd, il faudra 
donc nécessairement traverser cette ligne, ou sortir de s,. 
3° Si c eld sont tous deux sur ab, la ligne acdb sera une 


i 


d 


P 



de 

Si, ou traverser a 


cdb 


Or, en traversant ac ou db, on sorti 
ou sortir de s h on traverser cd. 




s 



au 



onc 


560. Théorème 



ons une surface s 




con 


m 


nexité N, par ]x transversales successives; soient s, , s 


les régions distinctes en lesquelles elle se trouve parta- 
ge ; M H N m leurs connexités respectives. Nous aurons 


la relation 


m 


(4) 



2) 



N 


2. 


1 


■ 

On peut, en effet, en coupant la surface Si par N; — i trans- 
versales convenablement choisies, la changer en une surface 



<7/ simplement connexe. Opérant de même sur chacune des 

• . . , s m , on voit que, par un système de 


surfaces S\ 


m 


Y- 



2c< 



transversales successives 9 i 5 9 2 ? .-. . , on a 



s en régions simplement connexes o-<, cr 2 , 


» « 


On peut, d'autre part, tracer sur s un second système de 
N — i transversales t if t 2 , qui la transforme en une sur- 
face <j simplement connexe- 

Une surface simplement connexe restant évidemment 
telle, si l'on déplace infiniment peu une portion de sa fron- 
tière, nous pourrons, en modifiant légèrement, s'il y a lieu, 
le tracé des deux systèmes de transversales, faire en sorte 
qu'ils ne se coupent qu'en un nombre fini de points. Soit S le 
nombre de ces points. Ils partagent les transversales 8 H 9 2 , ... 


m 


du premier 



en 




î 


H- o 


tronçons et 


celle du second 


N 


i 



8 


Gela posé, cherchons en combien de régions distinctes s 


i partagé par l'ensemble des lignes t i} t 2 , . . . , Ai, 9 
cons d'abord les lignes »- i3 * 2 > • • • ; nous obtiendrons 



es 


Traçons maintenai 
6i . nuis ceux de 9 



chacun d'eux 
existantes, qu' 


régions se 



d 



une transversale pour une des régions pré- 
géra en deux. Le nombre final des 


onc 


m 


I 




Y ( % 



i) + ô. 


... 


Supposons, au contraire, qu'on ait commencé par tracer les 


ment connexes cr 0 <r m 


tronçons de £g , puis ceux de t 27 etc. Chacun d'eux partageant 



ons successivement les divers 






es une 


en deux 


nal des régions sera 



régions 




ml) 


m 



N 



En égalant cette expression à la précédente, on obtient la 
rmule (4). 



signalés : 


ux ca 



articuliers de cette formule méritent d'être 

■ 


i 


o 



i m 


= i , elle se réduit 



N 


i — 



F" 



ne, en coupant une sur 



e s par [x 



ml 


sversaies suc- 


cessives quelconques qui ne la partagent pas en régions 
séparées, on réduit de [x son ordre de connexité. 


Si, en outre, N 


Donc, le nombre des transvers 


i , il vient 




•es pour 


rendre s simplement connexe est indépendant du tracé 


de ces transversales. 


2° Si N 4 j . . . , N m sont tous égaux à 


ité, la formule se 


réduit à 


(5) 



N — 2 


et fournira N, si l'on connaît [x et m 


INTÉGRALES 



63 I 



HEOREME. 


Supposons : 


i° Que la sur/ace s soit bornée par X contours fermés 

distincts A< , . . . , Ax ; 

2° Qu'on puisse, sans détruire sa connexité, la couper 
suivant p contours fermés C { , . qui ne se traver- 

ent pas mutuellement ; 
3° Que V adjonction d'un nouveau contour quelconque 
ne traversant pas les précédents détruise la con- 

■ f 

nexite. 

» » > 

L'ordre de connexité de s sera \ + 2 /?• 



Soit, en effet, s ! la surface obtenue en coupant s suivant 

> * • * 

Ci, Op. Elle est encore connexe. Soient donc v< un 


point de G 4 ; y' { , y'[ deux points infiniment voisins de y iy 


situés de part et d'autre de G<. On pourra les réunir par une 
ligne A, tracée sur s f . Lorsque y r [ viendront se confondre 
avec Y(, A deviendra un contour fermé D ( , qui traverse G| 
en un seul point y 4 . 

Coupons s r suivant Dj. La nouvelle surface s\ ainsi ob- 


tenue sera encore connexe, car on peut passer d'un côté à 
l'autre de D t en suivant le contour C 4 . On pourra de même 
cer sur s' 4 un contour fermé D 2 , traversant G 2 en un seul 
oint y 2 ; et en coupant s\ suivant D 2 , on obtiendra une sur- 
ace connexe s'. Continuant ainsi, on arrivera à une surface 


-mi m 


connexe / obtenue en coupant s suivant les 2 p contours 
C 4 , D 1 ; C 2 , D 2 ; ... ; Cj pj D p . Cette nouvelle surface sera li- 


mi 



P 


ar 


1 



^ contours fermés, à savoir: 


Les \ contours A,, . . Ax ; 

Les p contours R| = C< D\ C7 1 D" 1 , R^ = C p D p G" D~* 
obtenus respectivement en suivant : i° l'un des bords de la 

I 

coupure C/ ; 2° l'un des bords de la coupure D, ; puis, dans 
le sens inverse , 3° le second bord de C* ; 4° le second bord 

' ----- 7 - ' ■ - * 

Nous donnons le nom de 



ons a 



Rj y • • • } R/?» 



/• 


* 


■ 


» 1 



SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE VIII. 



gnons-le : 


i° Aux contours À ( , 

1 7 


maintenant w un point quelconque de/; joi- 



'2° Aux 



T 



par des lignes J^j , ... 
ar des lignes 3ïl t , .... 011 

* ■ ' £t< 



1 


P 


Si nous 



ns s suivant 



gnes |j 5 ^£jy 


511;^, nous obtiendrons une surface s'", bornée par un seul con- 


fermé Qq 


Cette 



lacets (^A 4 £ 


connexe,, car on 


bord à l'antre d'une des sections f 


en suivant le contour A/ ou R/. 

D'aillé urs s w sera simplement connexe 
effet, qu'on p 




pposo 


en 


couper par une transversale ôe sans dé- 


truire sa connexité. Soient (3 un point de la transversale; 
p , (y deux points infiniment voisins de p situés de part et 
d'autre de Se ; on pourrait les joindre par une ligne T située 


sur s 


+ M 



9 


vrait donc, d'après Pli 



qui 




, T deviendra un 


Gn. Il de- 


./// 


ger r" en deux régions 



P 


a 




r d'un nord à 


l'autre de la lisrne C p+t en suivant la ligne p§, puis If 


Q comprise entre les points S et e, et enfin 


a 


por- 

e el. 


564. Gela posé 


, pour 

simplement connexe s m , il 



la sur 



transversales successives 


(6) 


P— 1 /j 


3> 


* t 



i i ? 


N 


ous 



ignerons sous le nom 


système parlicu 
d'arriver. 




s à 1 


a sur 


face 


suffîl d'y tracer les X + 


Donc l'ordre de connexi.é de, est bien X + 2/ , 



e 



i 



le 


s (6) auquel nous venons 


565 


Nous dirons que deux lignes A, A', tracées entre deux 


points O et z de la surface s, sont équivalentes si l'on peut 







sortir de s). 


É 

de l une à l'autre par une déformation continue (sans 


d 


contour fermé À' A -1 et de la li 

lente à A, si le contour A'A" 1 

point par une déformation cor 
que ce contour est équivalent à zéro. 



\. EU 


ut se réduire à un simple 



d 


566. Théorème, — Tout contour fermé T tracé sur une 
surface s à connexité simple est équivalent à zéro. 


En effet, coupons la surface par une transversale t \ elle 
la partage en deux régions distinctes, s { et s 2 . Nous allons 
montrer que ce théorème est vrai pour s, s'il l'est pour s, et 

pour s 2 » 

Nous pouvons admettre que T ne traverse t qu'en un 
nombre fini de points, car nous pourrions au besoin substi- 
tuer à T un contour polygonal infiniment voisin, et prendre 
aussi une transversale polygonale. 



Soient a, |3 {fîg- 5i) deux points d'intersection consécu- 

■ 

- • j, • T 1 

Fie. 5i. 



tifs de T avec t. Le contour T= manftm équivaut évidem- 
ment à ma^J3.{3a.aj3.[3m, et, comme la portion a/i(3. jâa, 
entièrement située sur s 2 , est équivalente à zéro, G équivaut 
à mafim. Dans ce nouveau contour, le nombre des points 
d'intersection avec t est réduit de deux unités. 

Par une suite de réductions de ce genre, on peut ramener 


634 


SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE VIII. 


e nombre des intersections à 


être 



2. Mais on ne peut 
passer de la région s { à la région s 2 , ou réciproquement (en 

M 

n 

intersections 
ur que le contour se ferme • Tl sera 


restant sur s) sans traverser t. Le nombre 




doit donc être 

donc nul, et le contour considéré, étant entièrement situé 



dans 



égion s i} sera équivalent à zéro. 


I 1 


Nous pouvons subdiviser de même chacune des régions 
5 M s 2 par une nouvelle transversale, et ainsi de suite, et ra- 


mener ainsi la démonstration du théorème au cas d'une ré- 

infiniment petite/ pour laquelle il devient évident. 


éorème. — Tout contour fermé tracé sur une 




567. 

surface s, de connexité N, à partir d'un de ses points 0, 


équivaut à une combinaison de N 


i 


contours dêtermi- 




îcrits successivement, une ou plusieurs 


fois chacun, dans un sens ou dans C autre* 




ns, en 



t, sur s une transversale t, qui la trans- 




Drme en une surface s M N — i fois connexe. 




eux points situés en regard l'un de l'autre 
sur les deux bords de la coupure t. On pourra les joindre 



au Doint O 




des lignes t 




. La réiini 




Fig. 52. 


ï 


i 

I 
i 

i 

\ 


0> 


_ 




deux figures 


constituera un contour T, —zObcO {fig* £>2) 


tracé sur s et traversant t en un seul point b r 


b. 


-r 




il G 


INTÉGRALES ABÉLIENNES. 

OdeO un autre contour fermé partant de O. 
Supposons qu'il traverse la ligne t en m points* Soit d le 
remier de ces points d'intersection. Le contour G équivaut 
évidemment au suivant 


Od.db.bO .Ob.bcO . Ocb.bd.de 0 



uel est la combinaison de trois contours successifs : le 



premier, QdbO, ne traverse pas t } le second, 06cO, n'est 
autre que T { ; et le troisième Ocbde O 


G' ne traverse 


plus t qu en m 
point d. 


i points, car il a 


cessé de la traverser au 


Nous avons supposé, dans la figure précédente, que la ligne 


C = OdeO franchissait la transversale de gauche à droite, 


comme la ligne O bc. Si elle la franchissait dans le sens con- 
traire, comme dans la figure 53, G, serait équivalent à 

OdbcOcbObdeO. 



Ce nouveau contour se compose de trois contours partiels : 
le premier, O db c O = C' , ne traverse plus le second, 

Fig. 53. ' . 



C 


OcbO, n'est autre que T; 1 ; le dernier, ObdeO, ne coupe 
lus la transversale qu'en m 


i poi 



On verra de même que G' équivaut à la succession de trois 
contours, le premier ne traversant plus t ; le second étant T 1 



1 î 

T~\ et le troisième ne traversant plus t qu en 


m 


mis. 



Donc, e 




ière analyse, G équivau 



une 



mai- 


son des contours r fl etT' 1 avec d'autres contours, lesquels, 


ne traversant plus t, seront situés sur s { . 

# 





Co u 



seco 


upons 8^ par t 
transforme en une surface So de co 



qui la 


pourra 


de même tracer sur s f , à partir du point O, un contour 



mé r 2 , qui ne trav 





t K qu'en 




e tout contour 




es contours F 



point ; et l'on 


a une com- 


contours tracés 


sur s 2 . 
On 




e suri a 




simplei 



u'à ce qu'on arrive à 
Les cont 




sur celle-ci étant équivalents à zéro, on voit 



tout 


contours 



que 

G Iracé sur s se réduit à une combinaison des 


r — i 


17 


1 N - 


Ti désignant un contour qui traverse 




point la 



t% sans traverser Jes 



569. Soient (fi g. 54) : 
A| , . . • , les c 




i limitent s 


5 


Fig. 54* 



Ri 


Ci D { C, 1 Dj 1 , . . Rjp 



que l'on peut tracer sur cette surface ; 


pDpGyDy les rétrosections 
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7 le point d intersection de C; et de D/ ; 
a) un point arbitraire de s ; 

une ligne joignant co à A; ; 
1^1 une Jigne le joignant à Y;. 


Nous avons vu 



qu on peut adopter comme système 



de transversales le suivant : 


41 


O aux corit 


trouve dans celui des 


lignes L fl , . . . , L\. De même joignons-le aux points y,, . . . , 
par des lignes M,, . . . , M^, tracées de telle sorte qu'aux 
dirons du point ji la ligne M; 
quatre angles formés par C/ et q 
contient Oit/. 

■ 

Considérons le système des lacets 


i 


1 

l t 


i 


• • » m 


L'un de ces lacets, le premier, 




m 



, équivaut à 



une combinaison des autres. Mais ces derniers sont indépen- 

et pourront être pris pour T { , r N _ t . 
En effet, le contour L 2 AoL~* coupe une seule des trans- 
versales, à savoir ^7 4 Cj* et cela en un seul point; 



2 


/A/L^ coupe la seule transversale J^i en un seul point, 
M/D/M^ coupe la seule transversale £ - C ; DITL" ' en un seul 
point y;; enfin MiG/Mj 1 ne coupe qu'une seule transversale D/ 
au seul point yp 


/ 


570. Cherchons à déterminer le nombre p des rétrosec 



lions que l'on peut tracer sur la surface S de Riemann, con- 
sidérée dans toute son étendue (ou plus généralement sur la 


surface S' obtenue en excluant de S les portions intérieures à 


es contours fermés infiniment petits A 2 , 


Ajx tracés au 


tour de quelqu 
li 




ses 



a K 


m 

. # , a^, en nombre 


La surface S' s'étendant jusqu'à l'infini, il conviendra, 


pour lui appliquer les théorèmes précédents, d'en exclure les 



points à l'infini, en considérant seulement la portion $ f de 
cette surface située dans l'intérieur d'un cylindre droit ayant 
pour base un cercle G de rayon infini Lracé sur le plan des z. 

L'infini étant un point ordinaire pour la courbe/*, chacune 
des n racines de l'équation f (z, u) = o revient à sa valeur 
initiale lorsque z 



le cercle C. L'intersection de S 
avec le cylindre se compose donc de n circuits fermés distincts 


/ 


A 


tière de s* 


? Aji+H, qui constituent avec A tJ . . . 



la fi 


X)n- 



Le nombre p sera donné (562) par la formule 





N, 


Ndé 



nant l'ordre de connexité de s'. 


ce 



rnier nombre, nous remarquerons 


que la surface é a été obtenue en soudant ensemble, suivant 
les coupures primitives, L { , . . . , L v les feuillets plans P 1 . . . 
P n . Le long de chacune de ces lignes, telle que L/, nous avons 


fait deux soudures 07 et , dont la réunion constitue une 


transversale & £ 


âf| ayant ses extrémités sur 



rohtière de s r \ 



coupant y suivant ces v transversales, de manière à 
détruire les liaisons établies, nous serons revenu au système 

Frimitif de n feuillets. Joignons encore par une transversale 

■ 



un des contours A { ,..., au circuit qui limite le 

il est situé. Chaque feuillet deviendra 


feuillet plan sur 
simplement connex 










mule ( 5 ), 



a surface s' étant 
en n régions simplement connexes, on aura, d'après la 



v 



et par suite 


n 


N 


2 


1 


n 




P 


v 

V 
2 


n 



2, 


m * 


n 



1. 


Le nombre p ainsi obtenu n'est autre chose que le genre 


de la courbe /(t. I, 597). 


II. 


Intégrales abéliennes. Périodicité. 


4| ■, ' . * 

571. Aux environs d'un pointa 


( 


de 1 


I M 

a surface 



e Riemann, z et u peuvent être développés (557) suivant 


es puissances entières et croissantes d'un paramétre t (égal 

z 0 dans le cas général, à \J z — z 0 aux points où la Lan- 


a z 


i 


gente est parallèle à l'axe des u, à - pour les points à l'infini). 

Soit F une fonction analytique de z ; nous dirons que le 
point a est ordinaire pour cette fonction, si aux environs de 
ce point, elle est développable en une série de puissances 
entières et positives de t. 

Ce sera un pôle, si le développement, procédant toujours 
suivant les puissances entières et croissantes, commence par 


puissances négatives. 
Ce sera un point critique logarithmique, si le dévelop- 
peinent contient en outre un terme de la forme G log t. 

Nous dirons encore que la fonction F est monodrome dans 
une portion s de la surface de Riemann, si, lorsque Ja 

z varie arbitrairement sans sortir de s, F reprend 
toujours la même valeur lorsque z revient au même point ; 
qu'elle est synectique, si elle est monodrome et sans point 
cri tï 

Enfin, si F est monodrome sur toute la surface S, nous 
dirons qu'elle est uniforme sur cette surface. 


variable 



572. Théorème. — Soient s une l égion de la surface de 


Riemann y finie et à connexion simple ; F 


P 



une 


fonction de z qui ri } acquière pas de point critique, lorsque 
z se meut arbitrairement sur s. 


* + 


■ 



es fonctions ¥ et 



dz seront synectiques dans la 


r 



n s. 


■ 


2° Vi 



a 


s sera nulle. 


le r F dz prise suivant le contour qui limite 


64o 
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3° Ui 



P dQ, prise suivant ce même contour 
{supposé décrit dans un sens tel qu'on ait la région s à 



ment ). 


, a une valeur positive {à moins que F ne se 
e constante, auquel cas elle s'annule évident- 




arbitraire; elle la décom- 



*eme sera vrai pour .y, 


fFdz,fPdQ 



de 


ns 5 par une transve 
posera en deux régions s 2 . Et 

s'il l'est pour et s 2 ? car les î n té 

m 

sur le contour de s, sont évidemm 
intégrales analogues prises si 

de s 2 , les intégrales suivant les transversales se détruisant. 

r • 

nouvelles transversales ; la 
i cas d'un élé 

un semblable élément, F est 

7 


et sur 



S ^ • S ■ 



infiniment petit <7. 
représenté par une série de puissances 


Or, dans 


F 


c 0 + c, * 4- c<>t 2 



« * 


On aura, d'autre part, sui 



que 



(z 0l u 0 ) qui correspon 




o est parallèle ou 


au point 
non à l'axe 



es u 


z 


0 


t 


2 


ou 


d'où 


0 




~itdt 


ou 


dz 


rit. 



élément. 



La 


F dz sont des fonctions s 



■ 1 

ues dans cet 


première 



e du théorème est 



seconde e 



t une conséquence immédiate. 


établie ; et la 



a troisième, nous remarq 
te z décrit a- de manière à laisser son intérie 


t décrit autour de l'origine des 



dans le sens 


U 


qui 


t 



INTÉGRALES ÀliÉLIENNES. 



I 


». 

considéré comme Ja limite d'un contour fermé de même 


nature, ayant en 





d'une 


point une tangente dont la direction 


manière continue, et ne coupant une parallèle 


aux axes qu'en un nombre fini de points. 

Tout revient donc à démontrer Ja proposition pour un 
contour x de celte dernière sorte. 

Prenons pour variable indépendante là quantité complexe 


t 



i y 


On aura 


dQ 



dx 


doc 



ÔQ 
dy 


d'où 



PdQ 


P^Q-dx 
dx 



I 


ày 


dy. 


Mais cette intégrale curviligne est égale (165) à l'intégrale 


double suivante, prise dans l'intérieur de t, 


' à 


P 



d 


dx dy 


P 


d_Q\ 


dy dx I 



dP à 



dx dy 


dP dQ 
dy dx 



Mai 



i étant une fonction de Ja variable complexe t 


on a - 


dQ 

ây 


dP 

ôx 


dQ 




L'intégrale double devient ainsi 



d\ 


2 



t 


dP 

dv 


■2 


et tous ses éléments sont positifs, à moins qu'on n'ait identi- 


q .li e m e n t 


dP 

dx 


dP 



o 


1 


d'où 


dQ 




dv 


o 


auquel cas P, Q et enfin F 


P 



Ql se réduiront à des cons 



J, 


IL 


4 1 


574. Soit F 


P 



Qi une fonction qui n'admette sur la 


surface de Riemann qu'un nombre fini de points critiques 



a 


a^. Prenons 


1 * 

arbi 


itrairement un point O sur cette 


surface et joignons-le par des lacets: i° aux p rétrosections ; 


2° aux 



a 


f 7 


m m 



3° aux n circuits à l'infini. Cou- 


pons S suivant ces lacets ; le contour ainsi formé délimitera 
une surface finie s', à connexion simple, sur laquelle F n'a 
pas de point critique 

Si donc nous désignons par K l'ensemble des lacets des 


rétrosections, par JUi, pA> 2 ,. 


l 



autres 



s, nous aurons 


(0 





K 



F dz 


o 


* 

et si F ne se réduit pas à une constante, 


(2) 



Pc 



K 



PdQ 



o 


575. Si la fonction F n'a 



point critique (même à 


l'infini) sur la surface de Riemann, l'inégalité (2) se réduira 


^ 

a 



PdQ 



o 


K 


En effet, on n'a, dans ce cas, d'autres lacets ,JL que ceux 


qui sont relatifs aux circuits. Or ceux-ci ne donnent que des 
intégrales infiniment petites. 


Soit, 


e 



L, = L^A^L^ 1 celui qui est relatif au 


circuit A*. Les intégrales suivant L# et L^ 1 se détruisent. 


Pour évaluer l'intég 





A, posons 


1 


p(coscp h- / sincp) 


et prenons co pour variable in 



nte; l'intégrale devien 


d 


ra 


INTÉGRALES ÀBÉLiENNES. 



Mais, sur le circuit A*, F admet par hypothèse un déve 



de la for m 


6 


F 


C 0 4- C t t 




* • 


On aura donc, en désignant par fi le module et par a; 


l'argument de c 


P 


r 0 cos a 0 -h î\ p cos (9 



Q 


a i) 


r 0 sincc 0 -h i\p si n ( cp -+- o^) 



• ■ 1 


* » * 


Si p tend vers zéro, P tendra vers une limite finie, et 



qui contient p en facteur, tendra vers zéro. L'intégrale 

à 

est donc infiniment petite. 


576. 



. — Une fonction F, synec tique sur 
toute la surface de Riemann, se réduit à une constante. 


La fonction F n' 



pas de point critique, il faudrait, 


pour qu'elle ne fui pas constante, que l'intégrale 



PdQ 


K 



P 



dz 


riz 


fût positive. Mais elle est évidemment nulle. 
Soit, en 



l'un des lacets dont K est composé. Les intégrales suivant 


/tet M^ 1 , ayant leurs éléments 


égaux et contraires, se 



. De même pour les intégrales 



et 


et I _• 


577. Discutons d'une manière analogue l'égalité (i). 
L'un quelconque des lacets X% est de la forme 


CAS 


k 


L/ c A^L^ 1 , 


A* désignant, soit un contour infiniment petit décrit dan 
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sens rétrograde autour de l'un des points a {1 a», soit un 
circuit, décrit dans le sens direct, et isolant l'un des n 


Fi g. 55. 


' D 

/ ^ 



M 


\ 


0 



a 


R 



1 I 1 



sur 


la 


sur 



de 


Nous avons vu que, aux environs du point a^=(z^ ) w*), 
z et u sont exprimables au moyen d'un paramètre £(égal, 



suivant 

à l'infini), 
grade, un 
= o, On 



à 




ue z 


t 


conto 
aura donc 



à \/z 



*7 





S 


in à- si ctk est 

z 


sens 




autour du point 



Fdz 


J 1 ' 


F^dt. 


dt 


Si, aux environs de t 


o, est développable suivant 



puissances entières non négatives et croissantes de £, 
cette intégrale sera nulle. 

Si F — - admet un développement suivant les puissances 



dt 
e t 


croissa 


ntes de t mais comm 



par des termes 


♦ 


INTÉGRALES ÀBÉLIENNES. 


à exposants négatifs 


m 



* • 



a /cl t 


1 


l'intégrale sera égale à — 2 7c/a#, . 



• 

s l'un et l'autre cas, F repren 



lorsque à 



contour A 





se 



Nous obtenons donc le résultât suivant : 
On a 




Fdz 



K 


2 f 


Fdz 


o 


la sommation 





ur mi 



les deux intégrales / F dz 


uant seulement; aux lacets JU* 


décrits autour des points 



distance finie ou à V infini) 


qui sont critiques pour V expression F 


dz 
dt 


Si V 


le 



dz 



points ak est un pôle pour F 



corr 



U in 



suivant le lacet 


relatif à ce point sera — r 2raa* 4 



ions 


F 


578. Cherchons l'expression générale, des 
uniformes sur la surface de Riemann et n'ayant pour points 
critiques que des pôles. 

Une semblable fonction F, étant développable aux envi- 
rons de chaque point (z 0j u Q ) suivant les puissances entières 


et croissantes d'une variable / égale à z — z ù9 ou à 


à sjz 


z 


0? 


ou à n'aura que 


des points critiques algébriques par 



la 


ort à la variable z. ■ 

- 

A chaque valeur de z correspondent n points a {1 a n de 

ce de Riemann, et à chacun d'eux a/ des valeurs déter- 


s 



minées F/, m des fonctions F et u. La somme 



u m F 


où m est un entier 



elconque, sera une fonction uniforme 


m ■ 


646 

de z. N'ayant 
rationnelle en z 


SECO 



PARTIE. 



ns m 


O, I 


de la forme 


F, 




VIII. 



* m 


oints critiques 


iques, elle sera 


n 


i, et des é 



Nous obtien 



ainsi 


n résultat 



i 




A 



D 


Le déterminant D est le produit des 
el ses mineurs À l? .. ? A n sont divisibles 
di 




renées ou u K 



renées ut 



celles de ces 


gure pas. On aura 



a 



suppression de ces fadeurs communs. 


P 
1 t 




B <I> 


(u 





mina Leur est égal, à un facteur constant près, à la 


valeur 





p & V t j I 




1 


étant des 


fonctions symétriques entières des racines 


d 


e 


l'équat 



f(z< u) 


u 


lil 



, sont des polynômes entiers en z et u { ; et s'ils 


i, on 

o. 


contenaient des puissances de u K supérieures à n — 
pourrait les éliminer au moyen de l'équation f(Zj U\) 
On aura donc, en remplaçant u x par u dans l'identité précé- 

g 1 * 0 

dente, une expression de la forme 



G, , C n étant des polynômes entiers en de degré n 
au plus par rapport à w, ou enfin, en désignant par A le déno- 


minateur commun 


« » - m 



notions <I> 


(5) 


F 


Ko 



K] u 




E 


n - 1 


U 


A 


àf_ 
du 


Eq, JEw-m A étant des polynômes en s. 



INTÉGRALES ABÉLIENNES. 

expression est une fraction rationnelle en 



7 


u. 


Réciproquement, toute fraction rationnelle en z, «, étant 
évidemment de l'espèce considérée, pourra se mettre sous la 




579. On donne le nom d' intégrales abéliennes aux inté- 


grales de la forme 

o 


I 


j Fdz, 


où F désigne une fonction rationnelle en m r u. On achèvera 
de préciser cette intégrale en fixant sa valeur initiale en un 
point O, choisi à volonté sur la surface de Riemann, pour 
servir d'origine à la variation dez. 

Cherchons le système des valeurs diverses que peut prendre 
celte fonction en un point a de la surface, lorsqu'on fait 
varier le trajet suivi par z pour passer de O à a. 


v 


Nous avons vu que tous les chemins possibles se ramènent 
à l'un d'entre eux, précédé d'une combinaison : 

■ 

i° De lacets MaCaM7», MaDaMj 1 joignant le point O 
aux deux contours C*, D* qui forment chaque rélrosection ; 

2° De lacets <JL>*= L^À^L^ 1 joignant ce même point aux 
pôles de F et aux n circuits à l'infini. 

■ 

Les diverses valeurs de l'intégrale au point a différeront 

* - * 

donc les unes des autres d'une somme «Je multiples entiers 
positifs ou négatifs des intégrales prises suivant ces lacets, 
ou plus simplement, suivant les contours C*, D#, A*, car les 

se détrui- 


légrales suivant les lignes M*, M* 1 et L*, L* 1 

■ f * 1 




emment. 


Ces 


le 


rons 


pl- 



ier es 



cycliques 



p inté 





les périodes cycliques les p in 

x t - ; » 

désignerons respectivement par c#, d*. 

Nousappellerons enfin périodes polaires les intégrales 


nous les 



6^8 
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avonsappris à déterminer ces dernières (577) 



vu que 



annule, si le 



ctk, autour duquel est 


dz 


décrit le contour A*, est un point ordinaire pour F Da 



re, ce s 



el 



gnanl 



u c 



ant. 



. On 


a 



Fdz 


i 



K 


2/ 


Fd 





qui 

deux fois en 


m m g 

Mais le premier terme s'annule, car ch 
constituent K. étant formé de lignes décrites 
sens contraire, les intégrales correspondantes se détruisent. 

Donc la somme des périodes polaires (et par suite la 
somme des résidus) est nulle. 


581. 11 peut d'ailleurs exis 

linéaires 




aire 




certains 



périodes. Considérons, par 


exemple, l'expression log F (F étant rationnel en s, u). C'est 


une intégrale a 



^, car 



erivee 


i 




F V à 



du dz 


devien t rationnelle en z 


lorsqu'on y remplace 


■ 

da 
dz 


par sa 


valeur déduite de l'équation/ 







msent à 



s mu 



es entier» 



ses péri 
a seule quantité vmL 


se 


e>82. L'intégrale I 



n ci 


évidemment de points critiques 


i aux points a* qui sont des pôle 


ai dz 

s pour r 


dt 


Si, 


environs d'un de ces 



a, la partie infinie du 



pement 


de F est 

dt 




<x x t~ x , 


celle du 



ement de I 


a 


m 


t 


m-hl 


I 


m 



F 


dz 
dt 


dt sera évidemment 



et a 'sera un point critique logarithmique (un pôle, dans Je 
cas particulier où le résidu ct i est nul). 


583. Soit ï = P -+- Qz\ Proposons-nous de déterminer la 


valeur de l'intégrale / P dQ, prise le long de l'un des lacets 
M^CaD^C^ 1 D7 1 M^ 1 qui aboutissent à une rétrosection. 


Soient ca= y^-h iflj d k 



i§k les périodes cycliques 


relatives aux deux contours C* et D*. 

Considérons deux éléments correspondants pris sur les 
deux lignes C* et C~^ i ; dz y a des valeurs égales et opposées ; 


d 


- y reprend la même valeur, car c'est le coefficient de la 

r. 


dl 


partie imaginaire de la fonction — , qui est rationnelle en z 7 


$, et, par suite, reste uniforme sur la surface de Riemann ; 
maisP a changé de valeur; car, enlre les lignes C* et C7 1 , 


contour D*, ce qui a accru I âed^ et sa partie 
réelle P de 8*. La somme des deux éléments d'intégrale consi- 



dérés 



ODC 




On 



donc 


3* ) dQ 




Ci 



c 


o k dQ 


et 


Co 



D 


h 



ns de même deux éléments correspondants sur 
Dj* ; comme P augmente de — y* lorsque z décrit le 


» * 


contour intermédiaire C^ 1 , la somme de ces é 



se 


Pdq-(P-y k )dQ- ïk dQ, 


et l'on aura 


* * 



Enfin les 
M et M~ f se détruisent; car 




ants 



5 



i 


augmente 


■ 

i éprend donc sa valeur primitive 




L'intégrale cherchée aura donc pou 


intégrales suivant 
décrit le contour 


Y* 


o 


m 

o; il 



Soit, 


comme 



K le contour formé par 


l'ensemble des lacets des rétrosections ; on aura 


(6) 



- P 


2 ( y ,( à " k 



livement les 



c 



-al 


iques è i? 



respec- 


Cp y dp et Cj 7 


lé q 


d\ , ... , c' , d l et les points critiques a< , a 2 , et a\ , a! 
Nous admettrons pour plus 
de point critique commun. 
Joignons un point O par des 


2? 


■ * » 




rétrosections et 


a ux 


ints critiques a n a 2l ... et a' n a[„ 

m 


so 


m 





# * • • 

■ 


ou s aurons 


le sorte 


que 


de l'origine O, on rencontre d'abord les lacels des rétro- 
sections, puis les lacels Jlo,, ... 5 des points a %y a 2 , 
et enfin les lacels X' n X f OJ ... des poiuls a' n a' 2 , .... 

L'ensemble de ces lacets délimite une surface s simplement 

1 f « . 

connexe et sur laquelle ni — > ni F, ni par suite l'intégrale 


■ 

îritiq 


w f 
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On aura donc 


f * 


( 7 ) / vdi+y f l'^i+y f v <n = o. 


Un calcul Identique à celui du numéro précédent nous 
donnera pour la première intégrale la valeur suivante ; 

p 

* » 

■ 

l' rfl = >► ( 4 d k — d! k c k ). 



1 



. Les points a,, a 2 ^ ... sont des pôles pour I' en 



dl 

effet, aux environs d'un de ces points — admet un déve- 
loppement de la forme 

dl _ 

— £ -h . . . -h OCa-1 



D'autre part, ce point étant ordinaire pour 1', la série de 
Tayl or donnera aux environs de ce point 





On 


aura 



j'y 


dl 



9 

r 


* 

« 


Ok désignant le résidu 


fdl'\ . a km fd m - l V 


(8) ■P* = «*«(l , ). fc +-*.^J +-'^^7)TU 


/// 


er, par suite, 





culons enfin le dernier lerme de l'équation (7) 
L'intégration par parties donne 



r di = i\'— \ \dv. 



Or, lorsqu'on parcourt la suite des lacets X 
s et F s'accroît de la somme de ses périodes 


H — 

celle-ci est nulle. Donc TF reprend sa valeur initiale, et Ton 
a simplement 


Vdl 



Ma 


dV_ 

dt 


t les points a\, a[, ... sont des 
pôles, dont les résidus se calculeront comme les précédents, 


et seront de la forme 


(9) 


■m 

?'k 


dV\ 
dt) 



a k 


Nous obtiendrons doncfinalement la relation fondamentale 


suivant 


e 


(10) 


i 


2T.I 


2 ( Ck d 'r< 




us p* ou p' A relatifs à chaque point critique élant 


les 


calculés comme ci-dessus. 


logF, 


587. Appliquons cette formule au cas où I 
F désignant une fraction rationnelle en #, u. 

Les périodes c^, d ! h de cette fonction étant des multiples 


de 27t/, le premier membre de la formule (io) se réduira à 
une fonction linéaire homogène, à coefficients entiers, des 
périodes cycliques de I. 

D'autre part les points critiques de log F sont les zéros et 
les pôles de F, et la partie infinie du développement de 

ja£ -1 , pour un pôle b de multiplicité jx; 


^logF 
~di 


sera 


pour un zéro b ! de multiplicité [i/. 


On aura, par suite, 



2>w 


b) 


ou, si Ton considère un zéro de multiplicité |*' (ou un pôle 


de multiplie i lé ja) comme résultant de la coïncidence de jji/ 
zéros simples (de jjl pôles simples), 



2<D 


b* 



les sommes du second membre s'étendant respectivement à 
tous les zéros simples et à tous les pôles simples de F. 

Si donc nous concevons de considérer comme équivalentes 
deux quantités qui ne diffèrent que par des fonctions linéaires 
homogènes, à coefficients entiers, des périodes de 1, l'équa- 
tion (10) nous donnera l'équivalence 


V 


(I) 


b 


Y 


p* 


ù]( désignant l'expression 


a *l( Io & F )a k H- a*i 


d\o%F 



a 


m * 


4 

588. Supposons que la fonction I se ré 


une 


C 


lat 


point critique, et toutes ses 


C(N' 


N) 


o 


d'où 


N 


N', 


N désignant le nombre des p 



b de F, N' le nombre de 


es zéros b 1 


Soit d'ailleurs A une constante arbitraire. La fonction 

■ 

F-X ayant les mêmes pôles que F, en nombre N, aura 

* 

N zéros. Nous obtenons donc ce résultat : 

M 

■ 

Le nombre des points pour lesquels une fonction ration- 



nelle F de z, u prend une valeur 
pendant de X et égal au nombre des pôles de F. 


minée X est in dé- 


589. On déduit aisément de ce qui précède la démons- 
tration d'une proposition célèbre, connue sous le 


nom 


de 


héorème d^Abel. 


SoiL an polynôme entier de degré m; les deux courbes 

4 

f et à se couperont en ma points. 

Supposons que les coefficients de varient simultanément, 


d'une manière continue et suivant une loi quelconque. Les 
points d'intersection se déplaceront et décriront sur la surface 
de Riemann des lignes continues L,, L 2 , 

^^^^^ ' 

Soient <L 0 et <L la forme initiale et la forme finale du poly- 

■ 

nome variable; les lignes L,, L 2 > ... auront pour origine les 
points d'intersection 6 M ... de/ et de ^ 0 et se termineront 
aux points d'intersection b\ 1 b! 2 , ... de f et de é. 

I une intégrale abélienne, dont les points critiques a K 7 



a* 


2i 


ne soient pas silués sur les lignes L l7 L 2 , ... Les mti 


intégrales 


i dl, I dl, 


auront des valeurs finies et déterminées. Le théorème d'Àbel 
a pour objet de déterminer la somme de ces intégrales.' 


On a évidemment 



(Ik. 


(I) 


D'autre part, la fonction rationnelle 


F 


a pour pôles les points b t , b iy ... et pour zéros les points b' n 
b' 2 , .... En lui appliquant la formule (i i), il viendra 


M 


dl 



4 



o / a 


k 


1 dt H 



• ■ 


o / a 



is il est aisé de voir que les deux membres de cette 


590. 

ormule sont non seulement équivalents, mais égaux. 


En effet, ils le sont à l'origine du mouvement où 


à 0 . Car 


rnier membre s annule. D'aut 


pie d 


i 


étant égal à 


i 


de ce logarithme par rapport à t s'annulent. Le second 


membre se réduit donc à un multiple de la somme des 


>st nulle (580). 

me à d'une manière 


périodes polaires 
Si d'ailleurs on 

continue, à partir de sa forme initiale <L 0 , les deux membres 
varieront d'une manière continue; caries points n'étant 
pas situés, par hjpotlvèse, sur les lignes L,, L 2 , ne seront 

i i 

tiques pour log • 

membres ne peut 


a aucun ms 



t 


Le module de la diilérence 



s 


deux 


S 



d'être nul et devenait, à un certain 


5 


o 


nécessairement 


comprises entre o e 


o 


Mais, les deux membres étant éq 


forme m { toi 




aq 
m 


par une expression de la 
gnanl par o>i, 


» • * CO q 1 G S 


eriodes de l. Il faudrait donc que tout nombre compris 
entre o et ô fît partie de la suite des nombres 


(12) 


o 


en effet, les nombres (12) de la manière suivanLe : 

us mettrons en tête, en les disposant dans un ordre 

nombre limité), pour 



arbitraire, ceux d'entre eux (en 


squel 


s 


ta 


\ 



m 


1 


1 ; puis, dans un ordre arbi- 


nombre limité, où cette somme est 


bres sont ainsi disposés en 



une série, où chacun d'eux figure à un rang < 

Soit o, Je premier terme de la série dont la valeur tombe 


Si 


des termes dont la v 


a leur 



8 et 8,, ils ne viendront qu'après celui- 
ier d'entre eux. Si la série contient des 


oit o 2 Je premie 
termes dont Ja valeur soit comprise entre ô. 



ils 
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viendront qu'après 8 2 . Continuant ainsi, nous formerons 
deux suites de termes, les uns croissants 


d l9 è H9 § 


5r • • • ? 


les autres 



3 Î5 <5 4 , d 


* * 



ais plus grands que les précédents. D'ailleurs, chacun de 


ces termès ù n étant plus éloigné dans la série que $ n _ i} le 
rang qu'il occupe et, a fortiori, le rang occupé par les au tres 
ternies compris comme lui entre S,/_ 2 et ne saurait être 



moindre nue n. 




posé, si les deux suites précédentes s'arrêtent à un 


dernier terme ô„, la série ne contiendra aucun des nombres 


compris entre $ n _ { et et notre proposition sera établie. 
Si, au contraire, les deux suites contiennent un nombre de 
termes illimité, les nombres S,, 83,... tendront vers une 
limite A, et les nombres 3o, ù /n ... vers une limite A' égale ou 


supérieure à A. Le nombre A ne peut figurer dans la série-, 
car il y devrait occuper un rang déterminé m; mais, A étant 
compris, quel que soit dans l'intervalle de S,,..^ à § n _ { , ce 


rang serait au moins égal à /?, quel que fût ce derniei 


nombre; ce qui est absurde. 




. Nous aurons donc, comme expression du théorème 


d'A.bel, la formule 



(.3) > r/l 





ati|log î)«r at! (s ln 4 



0 / a 


Les expressions ( ? f^-log r-\ > ... sont évidemment 

rationnelles par rapport aux coefficients de <J/ et de 'i<>. 

Le second membre de la formule précédente se compose 
donc d'une partie logarithmique et d'une partie rationnelle 



1 


pport à ces 



592. Deux cas particuliers doivent être signalés ici : 
n dit que l'intégrale I est de première espèce, si elle n'a 


aucun point 



ne. Dans ce cas, le second memb 


disparaît^ et l'on a simplement 


04) 


2f 


o. 


re 

# 


L'intégrale Isera de seconde espèce, si, tout en admettant 
des points critiques, elle n'a pas de périodes polaires. Dans 
ce cas, les résidus a#, seront lotis nuls, et le second membre 
se réduit à sa partie rationnelle. 

Enfin l'intégrale sera de troisième espèce, si elle a des 



ires. 



. Remarque. — Il peut arriver que ^ varie de telle 


sorte que qu 



irii 

s-uns de ses points d'intersection avec f 


restent fixes. Leurs trajectoires L* se réduisant à de simples 




es intégrales correspondantes disparaîtront du 


premier membre des équations (i 3) ou (i4)? qui ne contien- 
(Iront plus que les intégrales relatives aux points d'inter- 
section variables. 



4. Soient 



(m *, u i ), p 


_ 

des 




i 



es, décrivant simultanément sur la surfa 



de Ri 


icmann 


des lignes arbitraires L|, 


5 


L^ (ne passant pas par les 


points critiques de l'intégrale 1). Nous pourrons déterminer 
une courbe cp, adjointe à f et d'un degré assez élevé pour que 
son équation contienne plus de coefficient arbitraires. On 
pourra donc déterminer ses coefficients, en toutou en partie, 
parla condition que o passe par les points (3^, et, 

s'il reste encore des arbitraires, on achèvera de déterminer o 
eu la faisant passer par des points fixes y fl , y 2 > choisis à 
volonté sur Les coefficients de l'adjointe ainsi formée sont 


r 




en 


** 1 1 


u K , Zp, Un.. Elle coupera /: 


J° en certains points fixes simples ou multiples; 2° aux 


J. 


IL 


4 2 



SECOND 


ÀRT1E. 


CHAPITRE VIII. 


points variables (z { , ï/ f ), (z^ u^) ; 3° en p autres poinls 
variables (z[, u\ ), (z' p , u p ). 

Les coordonnées de ces derniers points sont des fonctions 


algébriques de z i} u K , z^ u^. Pour les obtenir, éliminons a 
nlre les deux équations 


o 


/(*» u ) 


o. 


Soit Z = o l'équation finale. On connaît d'avance celles de 
ses racines qui correspondent aux points fixes, et les racines 


z j y . . j 


z 



upprim 




solutions par I 


restera une équation TJ — o, de degré p y 



\, z ! . Soit z ! k Tune de ses racines; la valeur corres- 



u f s'obtiendra en cherchant la solution co 


aux deux équations 


mm 


une 



o, 


/( 


o. 


Elle sera unique (si TJ — o n'a pas de racine multiple) et 

e z { et de z iy u^ 


s exprimera 





les poinls ( 


décriront les 



! 



ectoires correspondantes L' n . \J p \ les 
res points d'intersection restant fixes, on aura, par le 



th 



M, 


M étant une fonction rationnelle et logarithmique des c 
ficients de cp et de o 0y et par suite des quantités 3 1? u Xl 




urs valeurs 



Nous obtenons donc celte nouvelle 


un nombi 



0, u,\ 09 • • • i 

* 

osition : 



semblables est toujours réductible à une somme 
de p intégrales analogues, prise négativement, plus un 
terme complémentaire, algébrique et logarithmique. 
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abéliennes 


'95. Une 





I 


f Fd * 


est 




e 



p premières périodes cycliques c { , . 
de ses points critiques a K 


, c p \ 2° 


y CL O } 




? ces points, tel que 




(ou, 



'ès, lorsque Von connaît : \° ses 




munie a^J 


rivee F-)- 


i 


d 


u 



et aux environs de 
% tie infinie 




ce qui revient au même, la partie 


ement de sa dé- 






soient 



ux intégrales pour lesquelles 
mêmes. La différence I — F sera 



e intégrale abélienne sans point critique et 
premières périodes cycliques sont toutes nulles. 



Or, nous avons vu 





i sans 



qu une 


critiques, et 





dont les 




ues sont 


Ck 





uit à une constante sî l'intégrale 


positive; d'autre part, celle intégrale est égale 






P 




■ 

Or, pour l'intégra 




et I 




n'est pas 


à 


à* fk ) 



quantités y#, so 



F est une constante 



Supposons les éléments ci-dessus donnés a priori ? 



ns-: 



rmi 








ir que 


corres- 


s 




I 


* 



o 
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us OLkx est nulle. Nous allons voir que celte condition 


est suffisante. 



u n e 





m 



d'intersection avec f 7 il y en 


e que, parmi ses points 

[jl | confondus en 





ces conditions en prenan 
Nous allons 


en a 2j etc. On pourra toujours satisfaire à 



uffisamme 




qu'elle est de la forme 


que l'intégrale cherchée existe, e! 


• 

i 



<ï> désignant une adjointe 
celles de degré m n — 3. 




oisie parmi 



o97. Cherchons, à cet effet, quels sont 
surface de Riemann aux environs desquels Fei 





devient infinie 


dz 
~dt 




fi 


i"» 




a 



ëU 

considéré. 

Si df - 


lu 


o, mais 


tion 



o on déduit 


dz 
dt 


A 


du 


Aux environs d'un point 




9 \ 

a 



finie* 



n'< 






au 


point 


o, il en sera de même, car de l'équa- 



dt 



dt 


du 



d 


et le second membre reste fini. 


Enfin, si — 

1 ou 


oz 


o, le point (Ç, u) sera multiple. Soi l \ 


son ordre de multiplicité. A une valeur 


t voisine 



correspondent n valeurs w, , u n ; celles de ces branches 
qui se croisent au point multiple auront des développements 
de la forme 


i 


u 


les coefficients a 
étant différents ; 
f o r m c 



ulai 



r e s t c .( 


3 • " ' > 


C 





i de leurs tangentes 
ements seront de la 





(A- 


ua différant de u. 


Si donc on prend sur l'une des branches qui passent au 


point multiple, sur la première par exemple, un point 
voisin de (Ç, u), l'expression qui esl égale à un 



M,) 


ur 


constant près ai 



(h 


11%) • • . ( M i 


sera d'ordre v 


Mais, d'autre parr, <ï> ayant au point (Ç, u) un point 


multiple de multiplicité v — i , son ordre sera au moi 


a v 


i. Le quotient restera fini. 


r 

ns e 


Considérons enfin un point situé à l'infini. A une valeur 


iu ii nie de 


t 


correspondent n développe 



t 


c 


u 


H 


II 


t 



m • 


el le produit 


11% ) • • . ( w 


11 a) 



sera d'ordre 


Enfin <I> polynôme 
moins égal à — [(n 


part 


dz 


est d'ordre 


12 * 


3, est d'un 



re au 



m 


3). Donc 




restera fini au point considéré 
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Quant à A, son ordre en un point (Ç, u) à dislance finie 


sera égal au nombre A des intersections de À et de /qui sont 
concentrées en ce point [X étant nul, si (Ç, u) n'est pas un 


point d'intersection]. 



un point à l'infini, cet ordre 



m 



sion 


4> 


dz 




du 


ne devient infinie 
de À; e£ si Vun 




£s d' intersection de f et 



ces points f/ compte pour \i inter- 


sections, 





înie d'ordre \i (au plus). 


La partie infinie de son 



(0 


_ 




s'obtiendra aisément par la divisi 




. Si nous prenons pour <I> l'adjointe la plus générale de 
son degré, elle aura pour coefficients des fonctions linéaires 
et homogènes de m/i-f- p 


paramètres indéterminés (l. I, 


n 


o 



nombre 


. (Nous supposerons ici m 

aramètres serait p.) 



o 


s'il 


ét 




nul, le 



e nombre total des coefficients B est égal au nombre mn 


des intersections de A et 






s 



détriment des 



lions linéaires et homogènes 




evi- 


in- 


m êtres. La somme des résidus étant nécessairement nulle, 
on aura la relation 



a 


o 


1 1 


qui permet Ira d'exprimer l'une de ces fonctions, telle que B 
au moyen des autres. 

Désignons ces dernières par B/ f /. 

Les p premières périodes cycJiquesIY, ...,1^ de l'intégrale 
considérée sont évidemment aussi des fondions linéaires el 


homogènes des paramètres. 


i 


INTÉGRALES ABÉLIENNES. 


663 


Le déterminant des ma 


i p fonctions B^, I\, F 


n'est pas nul ; car, s'il l'était, on pourrait déterminer les 


P 


rapports des paramètres de manière à les annuler simul- 
lanément. L'intégrale abélienne ainsi 




e n'aurait plus 
périodes cycliques seraient 
es; mais elle ne peut se réduire à une constante, car sa 



et ses 



différentielle n'est pas identiquement nulle; il y a donc 
contradiction. 

Le déterminant n'étant pas nul, on pourra choisir les para- 
mètres de manière adonner aux fonctions linéaires B^Ti,... , 
Yp un système de valeurs arbitraires. 

On pourra donc faire en sorte : 


i° Que r f , prennent les valeurs 


assignées c l? 

c„; 2° que le polynôme (i) s'annule pour tout point bi qui 

et se 


ne fait pas partie de la suite des points a,, 

■ 

réduise, si bi=a^ au polynôme donné 


* * * *! 


a *>V-k 


t- Khi t 


X 




_ 

Les coefficients B H et a M du terme en t~ K 


développements relatifs an point b { = a t échapperont seuls 
à l'identification directe; mais, comme on a, d'une part, 


O 


et ? d'autre part, par hypothèse, 



o 


ces deux coef 



599. 





ts seront encore égaux 



es de première espèce 


Si 



point critique, on pourra supposer m 


l 


o; A se 


réduit alors à une 


La forme générale des inlé- 


* w 
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CHAPITRE VIII 


grales.de première espèce sera donc 




i 


1 



ign 



■ 

t une adjointe d'ordre n 



* 

3 


N 




urrons détermin 



une intégrale de première 



E 


k 




1 < 


que toutes ses premières périodes cycliques c* t , c kp 


soient nulles, sauf l'une d'elles c^h 



iinue 


par 



gnerons ses 



égale à 


es 


Nous obtiendrons ainsi p intégrales parti 
Ejc, que nous app 







nor 



E| , # . . , 


s ae première 




nor 




mule(io) du n° 586, appliqué 
/, E# donnera évidemment 



SI ' 


deux intégrales 


(2) 


o 



600. Une inlégrale abélienn 



e 



sous la foi 



ues c K , 



, ayant 


r • 

evi 


.■■me 



I 


pour premières 


se me lire 



• 4- c /j Ep H- I', 


r étant une intégrale réduite, dont les premières périodes 



ues sont nulles. 


Dans l'étu 




0 * 


integ 



deuxième et de troisième 


spèce, nous pourrons donc nous borner à la considération 


des intégral 


es réduites 





ntégrales de 




Nous pouvons 




une intégrale réduite F£ n'ayant 
a, aux environs duquel Ja partie infinie de 


un 


seul 


loppement se 



son 



ve 


se re 



a a 





a 1 1 


I , 

i*> ? df ip ses secondes périodes cycliques. Leur 


en appliquant 


586 



ux II 


2 7T« 


P-(dv-E k 


i 


a 


(1* 



i 



i)!( dtv-i df_ dt 

Ou 


Cette 


est une fonction algébrique des coor 



Ç, u du point # . S 


et si 


du 

se réduira à 


n'y est pas nul, on aura t 


second membre 


i 



Le 



rème d'Abel, appliqué à P'Jf, donnera, d'autre part, 



2jf 


i 


log 



. Une intégrale réduite de seconde espèce I (et, en 
particulier, une fraction rationnelle en u\ admettant les 
pôles a î9 a 2 , et ayant pour partie infinie de son déve- 
ement, aux environs de a;, un polynôme 



* » 

pourra se mettre sous la forme 


f- cc n t 


(5) 


I 



(a- F'" f 



• * 



esignant une 




effet, la 



ité C définie par celte équation est une 


e eq 


* 


intégrale abélienne qui n'a ni 
cycliques. C'est donc une co 



5 



premières périodes 



Réciproquement, une expression de I la forme (5), où 


les quantités a et G sont des constantes indéterminées, est 


une intégrale réduite de seconde espèce, n'ayant de pôles 
qu'aux points a K % ci», ... avec des ordres de multiplicité au 
plus égaux à/?2, ? m 2j ... (ces ordres de multiplicité pouvant 



s'abaisser si quelques-uns des coefficients a sont nuls). 


603. Pour que cette expression I se réduise à une fraction 

M. 


r 



n 



e, il faut et il suffit 


cycliques 



ses secondes périodes 



2,< 



il 



ncti 




n ayant pour points critiques q 


Ces polynômes |^ au n 




a, en nr 



m, 


f 



peuven 



tre 


inéaires: soit a* 



nombre de ces 


des relations 1 

* f 

- 

Nous aurons à satisfaire h p — <x équations distinctes. 
Si p • 



indé- 


par 


ations. 



<x>^, on ne pourra y st 



qu en su 



les a tous nuls, et I se réduira à la constante arbitraire C. 


Si 



P 


t<<7, ces équations détermineront p 


des 



tés a en 


sous forme liné 


tiendra 






encore 


compris 





trouver la siffi 


qu'une relation Linéaire 





e c, nous 





o 


entre les polynômes 8*, éqnivaut au système des relations 


o 


* * 



les 



fl? par leurs 


o 


i • 


• - 


« * 



(3), et 




9 ~ Xi tpi 




ions deviennent 



* * 



X 



P TV * 
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o 


1 




Cl z 


dt m i 


àf dt 
du 


a; 


parmi 


les 


o 


• ■ 


2 points d'inter- 


3 


q 


•m 

Elles expriment que, 
section def avec l'adjoinle <p, de degré n 
ceux qui se Irouvent aux poinls multiples de /, d'après la 
définition même des adjointes, m, coïncident avec a \ , /??/ 
avec ai, etc. 

Si nous avons, entre les polynômes S, t relations linéai- 


rement 



nctes, nous aurons 


donc 


<7 



ointes <p linéai- 


rement distinctes jouissant de la propriété précédente, et 
réciproquement* . < 

Nous pouvons donc formuler la proposition suivante : 


Théorème de Riemajnn-Roch. 


Soient a 


\ ? • • • 5 


a 


q.points quelconques 



cts ou non) ; <rle nombre des 



ointes d'ordre n — 3 linéairement distinctes, qui 



ar ces voints 



onctions rationnelles de z, u 




uicun 


dehors de ces points, dépendent linéairement de 

a; elles 


p + (7 + i constantes arbitraires, si 



q 

se réduisent à une constante, si q <p 



0". 


* . ■ 

604. Cherchons l'expression explicite de ces fractions 


rationnelles. 
Soit d'abord 



o, et 


soit 


1 



- 


l'adjointe 
points a K , a q . On peut 



lus générale de degré n 


3, qui passe par les 



rminer les constantes X de 


manière à la faire passer parer — 1 nou 



point 


s 



ISIS 
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à volonté ; niais Je nombre total de ses intersections avec / 
est 2p — 2 ; on aura donc 1*1 



9 



2 1 


Soient b{ , 



autres que 



■ 

oints d'intersection de avec/, 



* • • 


a 


m 


et soit <t' le nombre des adjointes 


d'ordre n — 3 qui passent par b K , b q >. La fonction ration- 
nelle la plus générale, n'ayant de pôle qu'en ces points, 


contiendra q f — /? + c'-f-i constantes arbitraires. Mais la 

m ..M 



fonction 



1 


ui en c 


onlie 


aura donc 





t m f 


e cette propriété; on 


9 


i 



f 



I > 0\ 


S* 
1 



US 



î le rai 


raisonne 



oints a n 




ouvero 



Cl 


P 



Ix (7 



ces meg 



et remarquant que q + q f 


il vient 



f 


H- o* 


t 



Donc les deux membres des relations 

• 



peuvent être inégaux, et l'on a nécessairement 


ne 


<7 


P 




i 


Soit mai 







0" 


X/ f 


I 


l'adjointe la plus générale qui passe par les points 6 l5 


fc. La fonction rationnelle 


2 


ne pourra devenir infinie qu'aux points a i1 


• • ? 


et 



contiendra le nombre voulu de 
être la plus générale de celte espèce. 


ABÉLIENNES. 

conslanles arbi 




pou r 


60o. Soit 


G* 


o. lin prenant m assez grand, 


nous pourrons déterminer une adjointe <ï> d'ordre a 



par 


les 


mil 


2 P 


points a,, 
2 — q autres points b K , b*, .... 


3 + m 

a tr Elle coupera f en 


pi 



ointe 


P 



i 


les points 6; elle contiendra encore (au inoins) q 

paramètres arbitraires. D'ailleurs - ne devient infinie qu'aux 

points a q . Ce sera donc la fraction rationnelle 

cherchée, et le nombre des 



sera précisément 


606. Soit, en particulier, q 
pour <I> une adjointe de degré 


P 



n 


i. On pourra prendre 
2 ; W contenant deux 


paramètres sera de la forme A<ï> -h X, <ï>, , et Ton aura 


4> 


«1» 


La fonction ayant -f- i pôles a,, 


vale 


ur 



en /? i 



( 


Kl ), 


• - ? 


, prendra une 


( 



points seront 
section des courbes 



ceux des 



d' in ter 


/ 


o 


o 


qui varient avec u. Pour(A = o, ils se confondent rcspec 


tivement ave 
lignes L t , . 
d'Abel, 


... L 



+ , ; lorsque jjl varie, ils décriront des 


p+i ? 


et l'on 


aura, d'après le 


/ — 


p-\-i 




dE 


k 


o 


1% 2 * 



■ ■ 


Ce système d'équations 



, joint aux relations 




el ai 


onditiom 





z 


u 


19 


o 


* • 


V 


(Ç,-, Ui étant les coordonnées 
us le verrons d 


no 




7 



o, ... en 10 n 



comme 




Mais on peut établir entre ces variables un 
relations algébriques équivalent au précédent. En effet 
fonctions symétriques des coordonnées ùy , 



i 



sont évidemment rationnelles en u, qui, lui-même, en vertu 


de I 



ation 


ut. 


^(-l» "1) 


) 



0(s, 




/>+! 


) 



est une 



ction de 




e na 


tu r 


Ci 


quati 



triques de 



à 


s, entre les fonctions symé- 
h % ? •••5 ont leurs coefficients rationnels 
eux de <ï>, <[> M lesquels sont évidemment 


ls et symétriq 


en 


na li o 1 



dernières constantes, 


n 


les 


équations différentielles. 


607. Parmi les intégrales F£, au moyen 


avons 



nous 



rimé toutes les 



réduites de seconde 


espèce, la plus simple est celle où u- = i. ISous l'appellerons 
1 intégrale élémentaire de seconde espèce. On peut la 
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mettre (o96) sous la forme suivante : 



) 


F 


1 

« 


® a dz 


du 


A rt désignant la tangente à / au poinl a, et 4>^ une adjoinle 


convenable dé degré n — 2 (passant évidemment par les 
n — 2 points d'intersection de / el de A^ autres que a). 
Ses secondes périodes d' ak seront données par la formule 



1 


ï 


2UI 


: Lt ak 



d 


dt 


a 


Soient a n a p , p points quelconques non situés sur une 


même 



inte de degré n 


3. 



déterminant des p 


périodes d* ik ne sera pas nul. 



Toute intégrale réduite 1 de seconde espèce pourra 


se mettre sous la forme 


(9) 


1 


F 1 


V 



R 



na/U une fraction rationnelle. 


ient, en effet, o {} 0^ les secondes périodes de I. Si 


nous déterminons les constantes \ par les relations 


Ai d X ai 


k 




1 , 2^ • • • 1 p) 1 


l'intégrale R, définie par la relation précédente, aura toutes 
ses périodes cycliques nulles. Elle sera donc rationnelle. 


609. Intégrales de tro 

troisième espèce admet 


Une intégrale 


moi 



ques 



ns deux points 


d 


ous 



erons 



? g raie élémentaire de 


oisieme 



e 



t ne 



ar 


G 



ppemeni 



6 7 


2 
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de ces deux points ont respectivement pour partie infinie 



t. 
po 






la foi 



(10) 


G 


A 


ah 



du 



ùi a b désignant la droite qui joint 




ints 6, et $>ab une 


adjointe de degré n — 2 (laquelle devra 



1 


s 



2 points d'intersection de autres que b). 


par 


les 


nt af^, *.* y d a bp ses secondes périodes cycliques. En 


la formule (10) du n° 5 


on 



a 



ux intégra 





G«i appliquant 


27:1 


a h k 


(E*) 


h 


(E/,) a . 


La même formule, appliquée à F£ et à donne 


(12) 


o 


(FS.) 


6 


1 



a 6 


1)! 



1 A ^ 


du 



Appliquée à G„ 


et Gj^ elle donne 


o 


ou 



(Gî)« 


(G8) 



('3) 



P 



suivant des li 
contour K et 


qu 



restent m 



dans laquelle les intégrales G* et 


points 




Abel (591), appliqué à l'intégrale G 


<I7 



en désignant par Ç 

■ 

> a et 


ï 


< 


2/ 


log 


<HCt,"i) 

4*o (Çn u i) 


log 


610. Toute intégrale abélienne I est la 



e dHntéo-ra 


fi 

espèce et d'une intégrale de seconde espèce. 


somme 



7 


une 



émentaires de troisième 


So 

^ I m m « * % X 


en effet, a 


i , . . . , 


a q les points critiques de 1; 


I 


* 2 G? ^ 



R 


La fonction complémentaire R n'ayant plus de 
polaires (en vertu de l'équation X, 
intégrale de seconde espèce. 



• * • 


7 




sera une 


IV. 


Inversion. 


611. Soient a i = (z i ,Ui) J c 
mobiles, partant des positions iniliales a i0 


p 


p , u p ) } p points 

10? U\ o)? • • • ? 



a 


(zpo* u p0 ); et soient, comme précédemment, 


E 


k 



®k dz 
du 


1 ? m ' ' 1 P) 



Soient enfin 


les p intégrales normales de première 
é-( , ^ de nouvelles variables, liées aux premières par les 
relations 


(0 



9/(5/, itj) dzj 
à/{z h u t ) 
du,- 


de k 


I , • . . , p ) 


On 


en déduit par l'intégration 


(2) 




0*0 


Lf désignant la ligne 
initiale de 


(A: 



I , • . . , /> ) , 


par le point a/ et 1* valeur 


Si l'on fait varier les 


lignes L/ sans changer leurs extré- 


mités, on 

* 

j. 



pour chaque position des points a K \ 


II 


43 


6 7 4 
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es de valeurs pour e 1? e p . En 


désignant l'un d'eux par e 


t 



1 ? • ' " ? 


pour forme générale 


e , ils auront évidemment 


e 


t 

k 



8k 




t 


kli 


d 


d 


kp 


etan 



sec 



et gif, hi des entiers 



es périodes cycli 

■ 

ou négatifs. 



de E 



. Le problème d J inversion des intégrales 



îennes 


consiste à trouver réciproquement l'expression des quantités 
zt, iti en fonction de e l7 e p , considérées comme variables 



antes. 

■ 

Éludions la marche de ces fonctions aux environs du 



( £ i o ? • • • ? ^ 



f • » i 

ut étant voisines demi- 


es quantités ti, 


î// 0 pour 





ées suivant les puissances entières 


et croi 



un même paramètre tf ] et 


dE/c 
dti 




ni 




o, admettra un développement en 


entières et positives, tel que 


dti 


o 


<*ki + a ki 




mssances 


Les nouvelles variables ti seront 





»ei 



rminees 



les é 


(3) 


2/ 

1 v 0 



Le jacobien des premiers membres 


variables £/ sera le déterminant 



ions implicites 



o 




rapport aux 


nantîtes 



Pour t 



o, D se réduit au déterminant des 


o 


Si D 0 n'est pas nul, les équations 



effectivement 



I, n° 193) des fonctions l,, 


définiront 


INTÉGRA 



B 



NNES. 



variable 


$e { , . e p , lesquelles fonctions 



aux environs du point (e l0 , e p0 ). 


synectiques 


613. Le déterminant D 0 s'annule dans les de 


ux cas 


suivants : 


i°Les points a 10 ? ct p{s , tout en restant distincts, sont 
situés sur une même adjointe cp = \ K <p, \ P '$ P de 

degré n — 3. 

En effet, cette condition est exprimée par les p équations 



o 


k 


et, pour qu'on puisse j satisfaire autrement qu'en 



1 


P 


o, il faut et il suffît que D 0 soit nul. 


2° Si plusieurs points a {0l a pQl par exemple a (0 , 


a^o coïncident. En effet, dans ce cas, les développements 


0 i / -f 

QCki -f- GChi l( 



m m 


1 , 2, . . . , ^l), 


étant opérés aux environs du même point, auront les mêmes 
coeiiicients, et 0 aura u* colonnes identiques. 

Le déterminant D aura lui-même deux colonnes identiques 


lorsque deux des variables t i7 seront égales: il 



t 


donc divisible par Je produit P de leurs différences, et l'on 



aura 


D 


PD', 


D' étant un nouveau déterminant, qui, pour t { =... 


t 




o 


uit a 


i 


D' 


0 


0 ' 


• • * 


a 


ip 


■ * 


• * 


a?,, , a' 


0 


pi 


pi 


* m 


a pi y RptlM*. 


• m 


OC 


0 



our nouvelles variables, au lieu de 


les sommes de puissances semblables 
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I 4 


t 



ien de par rapport à t Xl . £ 


sera 


JUL I 


I 


• * 


i 


t 


i 


t 


t 


i 


i 


■ • 



i 


î Ï • 


Le jacobien des premiers membres des équations (3) par 


ra| 



aux nouv 



v 


• * 


• • • t p S 61* H 



». 


■'Ml 


i 


a! 


D' ? et si D r 0 n'est pas nul, S t1 

■ 


• * • 


■ 


seront aux 




du 


po 


synectiqu 

d'une équation algébrique, à c 



(do, 

G t L j y m m « j 




• ? £/>o) des fondions 


^ seront 



racines 



La condition D' 


adjointe cp 


o exprime 


svnectiques. 


eurs 


qu'il existe une 



passant 


i • 


a 


et satisfaisant, en outre, aux 



points 


I I 


o 




o 


lesquelles expriment que jjl de ses points d'intersection avec/ 





a 



* * * 


[X0 • 


614. Nous avons ainsi élucidé 



nature des fonctions 


*.., t p aux environs du point (e h 


0? • * • y 


e p0 ) sous la seule 



q 





a 


{ o ? 


. • , &pQ 


ne s 


même adjointe cp de degré n — 

it^ une fonction rationne 




as sur une 


3. 




de 


5 



1 



ie en aucun 




points a, 


• 4 


a 


/70- 


ui ne devienne 
Aux environs du 


a/o, on aura pour w / ) un développement en 


puissances tel que 




* * 


Les sommes S M S 


2î 



m 

des 


puissances semblables des 


cjuanlilés tl (z/, «/) seront donc des fonctions sjneclicjues de 

< o = ^20 =...= les dévelop- 


. D'ailleurs si « 


pemenls de f f*j| w< ), ^(^, m^) auront les mêmes coef- 


» 
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ficients. Les développements deS <} S 2 , ... ne contiendront 


donc t t , que par les sommes s { , s 2 , ... de leurs 

puissances semblables, qui sont synectiques en e f , ...,e p . 
Donc . S,, S 2 , ... seront elles-mêmes synectiques en 




Si, contrairement à ce que nous avons supposé en premier 
lieu, <L (2, m) devenait infini en quelqu'un des points a 


10) " * 7 



a pQ tel que a 10 , les développements de S t , S 2 , ... contien- 

puissances négatives de t { (ou, si a {0 = ...= a^y 
des sommes de puissances négatives semblables de t Ï7 tu) 
lesquelles sont des quolients de fonctions synectiques. 

Donc toute fonction rationnelle symétrique O des 


quantités ^ (^ô sera aux environs du point (e i0 , e p0 ) 
une fonction sjneclique de #|, e P) ou un quotient de 
fonctions synectiques. 

On donne à ces fonctions Q le nom de fonctions 



615. Faisons varier e n e p à partir de leurs valeurs 
initiales; on pourra suivre de proche en proche le mouvement 


des points a hl a p et la variation des fonctions Q. On ne 



se trouvera arrêté que lorsque les points a <? ...,a p 


atteindront des positions a' n a f p telles qu'ils soient situés 
sur une même adjointe de degré n — «H„ 

Il est aisé de déterminer les valeurs e' ,...,<?' des variables 



indépendantes pour lesquelles cette circonstance se produira* 
Considérons, en effel, une adjointe variable, déterminée à 

ue instant par la condition de passer par les points 
a i? a p _ { \ Dans sa première position <p 0 , elle coupera f 
aux points a i0l a p _^ 0 et en p — i autres points (3 0? 

^_ 2 - Dans sa position finale ©, elle la coupera aux 
points a' i7 a 1 et en p — 2 autres points b i} 6p_ 2 » 
On aura, d'après le théorème d'Abel, 


(4) 






dE /c — o. 


678 


On 



* * 
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part, d'après l'équation qui définit e kl 



(5) 




1 , 2 5 • . . , p ). 


On en déduit 


(6) 4 



<7 




I , . . . , p ) 


Ce 


s s 



val 



singuliers des quantités ne 


riables hi, 


on le voit, 

7 



ue 




va- 


616- Réciproquement tout système de valeurs e[, it 
défini par les relations (6) constitue, quels que soient les 
points un point d'indétermination commun à toutes les 
fonctions abéliennes. 

En effet, par les /> — 2 poinls nous pouvons faire passer 



ointes 



un faisceau 


quelconque d'entre elles, a t1 
section avec/. Faiso 


gre n 


• * 


des lignes quelconques L iy L^ partant des tf 10 , # 



3. Soient cp Tune 
' ses autres points d'inter- 

* T * 1 

aux points mobiles 


5 



et aboutissant à «2^, . a^. Les fonctions dé 





r 


po 

les 


équations (2) varieront suivant une 



déterminée et leurs 


valeurs finales e ! k seront données par les formules (5), ou, 
en vertu des équations (4), parles formules équivalentes (6), 
lesquelles sont indépendantes de l'adjointe particulière cp que 


l'on a choisie. Si donc, considérant les comme variables 



, nous les 



une loi convenable 



varier 


de 


e H à e k suivant 


a Kl a p viendront aux 


positions finales a! x , a! . Or celles-ci, variant avec le choix 
'e l'adjointe cp, sont indéterminées. 



617. Les fonctions abéliennes sont uniformes. Nous éta- 


blirons ce 


proposition en montrant leur 



avec 


d'autres fonctions, uniformes par leur définition même. Nous 


• 


résoudrons on même temps le problème de l'inversion, en 
donnanl leur expression explicite en fonction de e, , ... t è p > 


618. Soient 


i 


v 



1 1 


• 1 



p 


variables complexes indép 



5 


d 


kl 


d 


Ik 


kl 



id\ 


kl 


(A 


, . . . , p 5 / 


i 


1 


• -,P) 


de< 



entiers réels, variables de 


complexes en nombre p 2 ; m n . /?? 



oo a 



oo. Désignons par o la 


forme quadratique 



dkl m k m h 


par ^ la forme linéaire 


7, i™ k v k , 

k 



et considérons la série 


(7) 



m,, ...,/// 


Elle sera absolument convergente, si la forme 


i 


V d n k/ m k m / 


est toujours positive (sauf si tous les m sont nuls) 


Posons en effet 




k 


ft 

k 


Le terme général de la série S aura pour module e ^f?"*^ . 
Or si les indices m M m p , ou seulement quelques-uns 
d'entre eux, croissent 





série 



t* sera 


ment, ©"-h- ù" tendra vers oo, 

M- > 


île. 


si 


P 

2 



. 1, n° , 



. A plus forte raison la série V fi-*W+V) dont 


les termes décroissent plus rapidement. 


p 


68 


o 
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i l'on dérive terme à terme la série 6 par rapport à l'une 
des variables on obtiendra de nouvelles séries, dont la 


convergence s e 



ît 





ne © sera une fonction 


analytique de f^, uniforme et entière 


619. Elle est paire, car elle n'est pas altérée, si l'on y 
change le signe des variables, pourvu qu'on change en même 
temps le signe des indices de sommation. 



reste éga 



en t m 


une des variables v 


I 5 • • ' ? 



l'on accroît de l'unité 


son terme 



se 




it, multiplié par une 



i 



ce 


d 



27U 



Remplaçons enfin un des indicesde sommation, tel que m/, 



v 



771/ 

cl \ 


i, et changeons en même lem 

^ sera changé en cp 




d 



., v p en 


^7- 


Nous obtenons donc la re 



on 


(8) 0(<> t 


P 



Donc, si nous remplaçons plus 


gen 




d 


ement ^ n v p 


e nouve 



quantités v 


. . , v définies par 


relations 

(9) 


les 


t 


"h 



* ? • • • » )i 


et A/ étant 
facteur exnone 



s entiers, @ se r 

■ 




ira, multiplié par un 




Nous dirons que deux systèmes de quantités v et ç\ liés 
par des relations de la forme 
représenterons l'équivalence par le signe 


(9) sont équivalents; el nous 



620. On peut prendre pour constantes d^i les secondes 
périodes cycliques des p intégrales normales de première 
espèce E|, • • • , En, 



salis 




fo 


rme © 


en effet (599) à la relation 
da. Il faut, en outre, pour la convergence, que la 
soit positive. Mais cette condition sera également 


remplie. 

Considérons, enetïel, l'intégrale de première espèce 


E 



. . -f- rripEp 


P 



Qi. 


JC- I 


I 



GRALES 



Ses périodes cycliques sont, pour 1 


m 



m 


p 



81 




our 



m l d 


11 


L'intégr 


moitié 



ni p dp i , 




m 



trouve 
réduit a 


sera positive 




nz p dp p . 


. Or 


nous avons 



1 expression de cette jntégrale; ici 


elle se 


m x {m { d l [ v -\-. . .-hm p d" pi ) + 


nip{m x d r [ p + . . 


^n i pd"p P ) 



. Les coefficients ^/ étant ainsi choisis, posons 


E,(*) 


• • • , 


P 



, . • • , (3 p ê ta n t 



s 




tte substitution, ©se 


c 



ngera en 


une fonction de la seule variable 


pen 




e 


. E p (z) — e p ] m 9(z), 


dont nous allons étudier les propriétés. 
À une position donnée a du point 


sur la surface de 


Riemann corres 



cnt, suivant le chemin suivi par la 


variable pour parvenir en <z, une infinité de 



de 


valeurs des intégrales E H E^. Désignons par E|(<z), 
E p (a) Tun de ces syslèmes, choisi à volonté; les autres lui 



evidemm 



équivale 


Donc les diverses valeurs 

des 



que 9 peut acquérir au point a ne diffèrent que 
facteurs exponentiels. Ceux-ci n'étant ni nuls ni infinis, on 

A. 

voit que la fonction 9 s'annulera toujours aux mêmes points 



surface de Riemann, quel que soit le chemin suivi. 



s'annuler en un point 



des 





présentant sous la forme d'un 
nég 




s exponentielles e lme *, 



e 



a que 

a), se 


de puissances positives 

dont 1 
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» - 

coefficients ne sont pas nuls (car ce sont des exponenti 




oier 


annuler 


que 


e peut s an 

r 

A fortiori , 9 (-s) ni 
pour des systèmes particuliers de valeurs de e i? . .., e py que 
nous écarterons provisoirement. 





de §(z) sont des points isolés. 

- 


En effet, aux environs d'un point 
restant finies, sont 



tic et ^ •*«. E 


pi 


entières et positives 
un développement 



vant les puissances 

9 


on en 


déduit 



ur 


6 






entières et positives de t y e {1 e p * 



permet de suivre la variation de 9 aux 

I 




environs de a] et en 
à celui-là, on pourra suivre cette v 




nts contigus 



ion tout le long d'une 



igne quelconque (t. I, n° 
D'ailleurs, le développement 


et suivan 




ce cas 





en 


es développements contigus le 
seraient aussi; 9 serait donc nul sur toute la surface de 
Riemann, hypothèse que nous avons exclue. 

Ces zéros étant isolés, il n'en existera qu'un nombre fini 



dans toute portion finie de la surface de Riemann; mais ils 
sont également en nombre fini dans les environs de chacun 
des n points à l'infini; leur nombre total es 



borné. 

Enfin, ils varient d'une manière continue avec . e p . 
Soient, en effet, a l'un de ces zéros, jjl son ordre de multipli- 
cité. L'équation 



racines nulles, admettra, pour des valeurs de 
e p infiniment voisines de celles que Ton considère, 


[jl racines infiniment petiles (332). 
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. Pour déterminer le nom 
joignons un point arbitraire O 

acets M/ C/ D, Cr 1 Dr 1 Mr 1 



ZCFOS CL\y 


* . . , 



es 


de ma 


So 


ar 



1ère à éviter ces 
contour constitué 


. Il transforme la surface de Riemann en une 
surface s simplement connexe, dans l'intérieur de laquelle 
E,, Ejp, et par suite, 9, seront synectiques. L'intégrale 


2 7T^X 


dlogO 


sera donc égale à la somme des résidus de 


d logô 

dt 


pour 


les 


points â| 5 a q . Or, à un zéro a de multiplicité jjl, corres- 



un résidu jjl. La valeur de l'intégrale sera donc égale 



Pour la calculer directement, cherchons la 
l'intégrale prise le long des lacets M/C/D/C / " 1 D^" 1 M7 1 . 


de 



squ on 



rit la partie G/D/C^D^ 1 du lacet qui 


sépare M/ de M, 1 , E,, K p et, par suite, 9, 

au retour leurs valeurs primitives. Donc 





Mi 



o. 


M/ 


Lorsqu'on décrit le contour G/ 1 , les intégrales E,, E^ 
reprennent leurs valeurs primitives, sauf E/ qui diminue 


d'une unité 




d. 


ne changent pas; donc 



o 




tivem 


u'on 



E ( , E^ s'accroissent respec- 


d t i 7 dpi; 9 se reproduit, multiplié par 


e 


TZi[— 2(E/ — ei) — du] . 


5 


—7^- d 

az 



immue de 2izi don 


dz 


c 


I 


2711 



Jï 27: idE/ 


Cil 


r . 
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: 


4 * 


Ch 



lacet donnant un résultat analogue, l'intégrale 


totale est égale à p. Donc la fonction 9 



zéros. 



% ■ t , 1 " * j - i % * 

Calculons de même l'intégrale 


i 


2711 



E k d\o%B 



Elle sera égale 


à Ja 


somm 


hjk — ? soit a 

ctt 


e 


des 


résidus de la fondion 



^ 


i 



k) Ui désignant la valeur de E# ai 



z se 


ren 




ai lorsque la 



e sa position initial 
région s. 

Calculons directement celle intégrale. On a encore 


ai en 





même 





o 


(mi>M 




ne changent pas quand on décrit Cj l . Mais si 

■ 


dz 


A*, E* diminuant d'une unité, on aura 



d\o°J. 


Dit 


Or, le long de D*, log8 s'accroît de 


7TlT- 


2 (fi* 


d>kk\ 



2g/ c 7tl 


* 


gk désignant un entier et £/ f la va 


cernent du contour D#. Donc 



de E* au commen- 


2 7IZ 



Enfin, lorsqu'on décrit D/, 


d 



gk 


E* s'accroît 


de dki et 


rflogô 



1 


27tl 


[K/ £ d log Q 



k 



d 


ki 


Ci 


f d\og6 






E k d\ 


A 


l 


■Ci 




r, lorsqu'on décrit Ci, E/ s'accroîl d une unité, et 
'un nombre entier, qu'on peut représenter par - 


i 


27t l 


.log 6 


h 


i 




se réduit donc à 



E* dEi 



hid 


i^ki 


Ci 


i donc nous posons, pour abréger, 


i 


d 


S* H u k k 

2 


si? 


dE, 


quantité indépendante des 
urons finalement l'ég 



nous 



2 ( E *)-* 


tr, — j. 


O * 


I 


) • " • f 



et, par suite, l'équivalence 




E*(«f) 


I , . ... é . p } , 


E, (a/), (a/) désignant l'un quelconque des systèmes 

de valeurs que les intégrales E,, U P peuvent prendre au 


point ai. 



5. Supposons que les paramètres e i: 
progressivement à partir des valeurs ini 

, les zéros de la fonction 


, e p varient 



e 


e 


ient « 10 ) 


m m m 


a 


6 à l'instant 


initial. Ils varient en même temps que 


les 


paramètres en 
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décrivant des lignes continues L 4 , . .., L p . On aura àl'instant 


initial 



( a>ï 0 ) 


&k0 


(k 



ranchons ces relations des précédentes, il viendra 


^ [E*(«/) 


E* ( a /o ) ] 



et par suite 


dE, ( 


eu 


0 



Mais, dans ces 



relations, les deux membres ont 


des valeurs entièrement déterminées; ils varient d'une 


manière 


continue et s'annulent lous deux à l'instant initial 
Ils sont donc non seulement équivalents, mais égaux (590). 



retombons ainsi sur le système des équations (2). 
Nous avons vu que celles-ci permettent de suivre le dépla- 

j e p varient, tant 

valeurs 


\ , . . . , Clp 





ne <?,, 


que ces paramètres ne passent pas par un 
e\, ..r, e f p , de la forme (6). 

avons vu, en outre, que pour un 
de cette forme, les positions des 







a 


de valeurs 
a n cessent 


d'être déterminées. La fonction 



1 


e ! Ë 


au lieu d'avoir/? zéros, en aura une infinité; elle sera donc 
identiquement nulle. 



On peut construire une fonction 6 admettant p zéros 



nnes ar 




m en 



11 s 



a 



cela de 


. . . , 


e p par les équations (2). Les lignes L, 
pouvant être tracées à volonlé entre les points ai 0 et a/, on 


pourra satisfaire à la question par une infinité de systèmes 
de valeurs de e 1? e p , lous équivalents entre eux. 
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TS 



tel que Ja fonction 9 s'annule aux 


points donnés a K , a p . Mais 


11 Cfllc 


qui nous 


de ces 




, car elles contiennent les constantes a, ÏOl 



e terminer 


Ces 



o> étant 



D'après ce que nous venons de voir, il faut et il suffit que 
les ek aient cette forme pour que la fonction 


(11) 


0[E|(s) — e u . . E p {z) 


e p ] 


ait pour zéros les points a i} a p . 

osons e Xy , .., e p ainsi choisis. Par les points a 2 ,..., # 



p 


faisons passer une adjointe d'ordre 11 — 3; elle coupera f 


1 nouveaux points a 2 , . ol p et, d'après le 


enp 

'Abel, les expressions 



oreme 



p 


2 





7 E A (oc/) 
2 



L k 


(k 


1 , . • * > p ) 


resteront constantes si 



a 2 , varient (ou du 


moins 


seront équivalentes à un sjstème de constantes). Pour les 


calculer, on pourra assigner à a 2 


1 • • •? 



eurs 



par 


des 



un système de 
algébriques on 



on 


erminera les points a 2 , . .., a^; et par des qu 

ra les quantités ta. 



Lires 



a 


1 



Gela posé, considérons 3, tf 2 , . comme constants, et 
comme une variable. L'expression (1 1) s'annulera pour 
= 5; mais elle s'annule aussi, que ( ue soit z, lorsque 


a 

D 


1 ? • • 1 

onc eue 


a p sont sur une même adjointe d'ordre n — 3 (625). 




au s 



zéros eu 


j > ^ 9 % m j 



D'ailleurs, la 


fonction 0 étant paire, elle pourra se mettre sous la forme 


Kj ) , . . . , 6 p 


Ep(*)] 


I 
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OU 


en Dosant 



6* 


E*(*) 


* 



£ 


1» 




■ 


.4 



Pour qu'elle admette les zéros a 


qu'on ait 


2? 


d'où cr* 


, OLp 7 il faudra 


i 

2 




comme 



des 



zéros a 


mi 


| , . . . , Ct p 


1 * ^ 1 ) 5 ' • M ( 


^5 


u p ) 



y (s, «) 


la fonction 9 ; et 


une fraction rationnelle 



nque en 


il 



Xi 


X( z h u i) 


sont les racines d'une équation de degré p 



Xi) 



A 1 X^" 1 + . .. + À 


p 


quantités 


dont les coefficients sontdes fonctions uniformes de e { 


et le problème de l'inversion consiste à trouver l'expression 
de ces coefficients. 

INous pouvons évidemment 
nues 


tion, 




car 



pour traiter cette 
le degré de <ï> est au moins égal à celui de W) 
contraire il suffirait de former l'équation qui 


a pour racines les quantités 


rorm 





raction 


X 


X 


X4> 


X désignant une constante. Elle 


a evi 




zéros 



ceux des points d'intersection de / et de X<I> — W dont la 
position dépend du paramètre X 
Si X varie de manière à tendre 

des lianes Lu, 


T 

* * * ^ J— i 


9 


a 




sont 


W 



oi 



, . . . , b q seront les pôles de 



Soit une intégrale normale de première espèce ; 
désignons par E&(b m ) l une quelconque des valeurs qu'elle 
prend au point b m et par E* (b} n ) celle de ces valeurs au 
point b} n qui est déterminée par la relation 


i 


E*(#; t )4- f dE k 


( b, n ) 


On aura, d'après le théorème d'Àbel, 



o 



II 



) 


E /c (b 


m 



in 


630. Gela posé, considérons l'expression 


(12) 


11 



• 1 




e 


Remplaçons les quantités e {J e p parleurs 





a k — YL k (a x ) 



E* (a { ) 



p 


E/,(a/) 




p 


E*(«/) 



et changeons les signes de tous les arguments, ce qui n'altère 
pas les fonctions paires 6. Cette expression prendra la 
forme 


n 


^ 0[E, («, ) 


X 

m 1 » 


1 



1 


(a,) 


£//ii"î • • • ? Ep ^ #i ) 


^ /// p ] 

J 


J. 


IL 


f 



nt, pour abréger, 


tnk 




P 


£ 


mk ~ 


E*(*Î,)H- 



E*(«/) 

2 



Cons 
ute la 


e 


Riemann: car chacun 

7 




est n 


de 



ses facteurs 


reste inaltéré si l'on accroît d'un entier l'une des intégrales 


E, (a { ), E p (a { ); et si on les accroît simultanément des 
périodes du, d pt , ils sont respectivement multipliés par 


de 


s 



SOIÏl 


fi 


2 



7 


£ X r 




7 


u m I 



m 



O. 



met 


■ 

mis 0^27 ^ je? ^ 



nominateur a les mêmes 


1 


re 



acé par b m . 
Donc H, considéré 




pendant de 


une 


fonction rationnelle des coordonnées z { , u { , ayant les mêmes 


pôles 



tion 


A 


Donc elle est égale au produit de celte fonction par un 
facteur indépendant de , U\. 

mme on peut faire le même raisonnement pour chacun 
des points a 2? ct pi on aura finalement 



(i3) 


H 


cn?(À- Xt -) 


C[A 


p 



C étant une constante, qu'on pourra déterminer en assignant 
àa h a p un système de valeurs particulières. 

En donnant successivement à % p valeurs parliculières 
À 1? Xn, nous obtiendrons p relations de la forme 





A 


H* 


(A: 


ï j . . . , p ) , 


dont la résolution donnera les coefficienls A i , A 
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6ûl 


631. Soient (z iy w,), (3^, u p ) p points variables, 
décrivant des lignes L l? L p entre leurs positions initiales 


a 1 , • • • , ftp et 



.'s positions finales 6,, ô». Posons 


( ) 



E*(ô/) 


et considérons la fonction 


04) 


1 


lo 


E k (z)-ltE k {b,) 

& ICI T 17 . / Z \ V 17 / ^ \ 


/ E*(a/) 


0"* 


» • • •] 


Vie, . . .] 


C'est une intégrale abélienne. En effet, si Ton fait décrire 
à z un contour fermé quelconque, les valeurs initiales de 
E,(s), JLp(z) seront remplacées par des valeurs finales 
équivalentes; le quotient des deux fonctions© se reproduira 
multiplié par une exponentielle dont l'exposant est une 

constante, et sa dérivée logarithmique restera inaltérée. 



dl dz 


st donc une fonction uniforme. D'ailleurs —, r a pour 

dz dt 1 

points critiques les pôles simples ai et 6/, les résidus corres- 
pondants étant — i et + i . Donc I est bien une intégrale 
abélienne, ayant les points logarithmiques ai et 6/. 

D'ailleurs, lorsque z décrit un des contours C/, les 
fonctions % ne sont pas altérées, et I ne peut varier que de 

àmi. Ses premières périodes cycliques seront 
donc des multiples de 2 tc i. Elles varient d'ailleurs d'une 
manière continue lorsque les points ht se déplacent (tant que 
les lignes L* ne rencontrent pas les coupures C/). Mais, dans 
leur position initiale, I se réduit à la constante log 1 = 

remièrcs périodes cycliques, étant nulles à cet instant, 



o. 



resteront telles dans toute la suite du mouvement; on aura 
donc 


(i5) 


I 



C, 


G étant une constante, car elle n'a plus de pôle, et ses 

ières périodes cycliques sont nulles. On pourra, si 1 on 



692 SECOND K PARTIE. — CHAPITRE VIII. 

veut, faire disparaître cette constante en changeant l'origine 



es int 




(i5) étant ainsi < 



manière que 
sont des f 
et bi* 


-sent pas les coupures G/, subsistera de quelque 




car ses deux membres 
rdonnées 



upposons que les points a, se réunissent en un 

oint b. 


même point a, et les points 6/ en un même poi 
L'équation précédente deviendra 


hm -r* i,, *\-.;V*{*)-pVk{b)-* k , ...] 
(10) /,or B __io be E^l-^Eila)-^, ...] 


633. On peut également exprimer les intégrales de seconde 



F,? au moyen de la transcendante 6. 
Soit en effet z' un point situé dans le voisinage du point 



a \ considérons l'expression 


I = log0[..., E k {z)—pE k (z') — a /n ...]• 


On pourra développer Ea(s') suivant les puissan 



entières et positives d'un paramètre t', qui s'annule pour 


Z = CL. 


Si I décrit un lacet M7C/M7 1 aboutissant à un contour C/, 
6 ne sera pas changé; son logarithme ne pourra varjer que 

d'un multiple de 2tzî, et la dérivée ^7- restera 



Si z décrit un lacet aboutissant à un contour D/, E* 


s'accroîtra de dhi) log® s'accroîtra d'une quantité de la 
forme 


7l/[— 2 E/(£) -h 2p Ef(z F ) -+- 2(7 1— du] + 2 /tt7TJ 


(m étant entier); et -7-7- s accroîtra d une constante. 

Donc si cette fonction n'a pour points critiques que des 
pôles, ce sera une intégrale réduite de seconde espèce. 


• 
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r son seul point critique est le point M 



t 


69 3 

où 0 s'annule. 


Lorsque z se meut aux environs de ce point, il sera dans les 



•environs du point a\ on pourra donc développer Ea(s) de 


la même manière que E /t .(V); il n'y aura de changé que la 
valeur du paramètre, qui sera différente de £ ; ;; appellons-la t. 


Le point 


étant un zéro 


de 



cité p pour 


la 


fonction @, le développement de cette fonction suivant les 



îissances de t, t 1 s 



e la forme 


0 


t l )P{a 


00 



a 10 1 


<x Qi t 



1 

m • * J m 




a partie infinie de I sera /?log(£ — t ! ) et celle de 

(p. — i)\p 


dt'V- 


(t 

On a 


t')v- 



donc 


dv-l 


(F- 



C j 


*G désignant une constante (car c'est une intégrale réduite 
«qui n'a plus de pôle). 

Faisons enfin tendre z f vers a\ nous aurons pour déter- 


miner F£ la relation 




L'—ù 



I 


V-pK 




FIN DU TOME DEUXIÈME. 


- 


1 


- 


ERRATA 


Lignes. 


ii en descendant 



10 en remontant 


5 



7 


id. 

8 

en 

descendant 

9 


id. 

I 

en remontant 

5 


id. 

4 

en 

descendant 

8 

en 

remontant 

7 


id. 

7 

en 

descendant 

7 

■ 

id. 

5 


id. 

10 


id. 

6 


id. 

3 


id. 

3 

1 

id. 

3 


id. 

i3 


id. 

6 

en remontant 

i 

en 

■ 

descendant 

12 


id. 


5 en remontant 


4 

9 en 


id. 



Au lieu de. 


M 

x 


f\ 


ds ^ j d s 2 



aSa"X 
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J ■ ^ 


( 



e'«(o). 

quatités 

ml 




18 



( n -+- Wj) 
J soit 
J 

Cx -+- D 


vertu des vertu 



Lisez. 


M, 
\x\ 

l/l 



CL S OC" X /j 

/ 3 ' = 


a 



m 
o ^ 


^ ( f H- t) 

quantités 

i — g 2m 

présente 

fit 
cette 

( M + 0)j ) 

J soit 
J 


vertu 
(reporter ce 
à la ligne 


b 





SECONDE PARTIE. 


CALCUL INTÉGRAL. 


CHAPITRE I 


INTEGRALES INDEFINIES 



Intégration des fonctions rationnelles. 


Pages 


Numéros 

1-3. Procédés d'intégration.... 1 

4-7. Intégration par décomposition en fractions simples 4 

8-11. Autres méthodes 7 


II. — Intégration des différentielles algébriques. 

■ 

12-14. Principe de la méthode. — Premières applications 

15-16. Différentielle binôme. — Cas d'intégrabilité. — Formules de 

réduction 


17-18. Intégration de R (x, sjkx 1 ^- iBx + C) dx 


19-20. Intégration de 


dx 


* m ■ ■ • « 


\]kx 



2 Bx 



21. Intégration de 


dx 


c 


(X— }l) \/\X 2 + 2lïX 



99 


23. Cubiques unicursales 


24. Quartiques unicursales . . 



25. Lemniscate 


26-35. Réduction des intégrales hyperelliptiques 
36-43. Réduction des intégrales elliptiques 


• * 


■ • 


» ■ 



• ■ 


• « * 


Intégration de R(x, sjax -h b, sjcx H- d) dx 

PiiKImiPc ii nîp.nraalpc 


• * 


• # t ■ » • 


t i 


12 


i4 

17 


J 9 


20 
21 
22 
23 
3l 


44 • 


m. 


Intégration des fonctions transcendantes. 


Intégration de R(e 8 *) dx 


• 9 


* • * 


4° 


6g6 


ABLE DES MATIÈRES. 


Numéros 

45-48. Intégration de R(sin#, cosx) dx.. 


m * 


* • * « 



Intégration de P(#, ë m yè bit , . . ,,sina#, cosa#, . . .) dx 



éduction de 



enx /y» 


Intégration de V(x, loga?) dx, de P(#, arc sin#?) dx 


5>v t J n te lio n s repetées ««.««««««••«•■«^•t* #»* 


4° 
45 

46 
46 


CHAPITRE II. 


INTEGRALES DEFINIES 


I. 



ntégrales définies généralisées 


53-60. Extension de la notion d'intégrale définie 


Cas où Tinté- 


grale est déterminée 


• * 


61. 



Propriétés de l'intégrale définie. 

b 

A 


fxdx - F(6)- F(a) 


a 


63. Intégration par parties. 
64-66. 



Changement de variable 

Intégration des séries 



* • 


• • * • m * 


.... 


68-70. Exceptions au théorème sur l'interversion des intégrations. 


Exi 



ce des racines des équations algébriques.. 


71-75. Cas où l'interversion est permise 


• • * 


• * « * 


* ■ * 


48 

5 9 

6i 

62 
65 


66 
69 


II. 


Intégrales multiples. 




_ * 


Intégrales par excès et par défaut. — Conditions pour qu'elles 



déter 


* f 


Ml 



Propriété 


ees 

ces intégrales 




-86. Changements de variables.. 


■ • 



Intégrales proprement dites. — Condition d'existence 



-95. 


Cas où l'intégrale est déterminée 



85 



89 

89-92. Leur calcul par une suite d'intégrales simples 91 

9 6 


III. 


Calcul des intégrales définies. 


b 


96. Calcul de 


dx 


a 


X 

b 


a 


97. Calcul de 


r fi* 


) 



7Z 


98. Cale 


' si 

0 


s\n m x 



• * • 


* * * 


• » * * 


99. Le nombre e est transcendant.... 


... 


. • * 


99 


... 100 


Formule de Wallis ; ioï 


io3 


TABLE D 



Numéros 


6 97 

Pages 


100. Le nombre 7r est incommensurable 106 



00 sin 5; 


1 0 1 ~ 1 03 . C&Icul d g / ~ » « , , ««.t. 108 

0 37 

104-107. Limites supérieure et inférieure de la valeur d'une intégrale 



nie. — Exemples 


m 


108-114. Développement en série. — Application à l'intégrale ellip- 


tique de première espèce. — Transformation de Landen.. n4 


115-119.. Formule d'Euler 



*«*«»*«i** 4*»t s »**«»«* 


IX 9 


120-129. Interpolation. — Méthodes de Cotes, de Gauss, des trapèzes, 


de Simpson . 


■ ■«««««■■•••■■•«a* 


J25 


IV. — Applications géométriaues. 


130. Rectification des courbes. — Cycloïde, parabole, ellipse.... 1 33 

131. Cas des coordonnées polaires i 





■ . /Vrc d u ti 6 cou i bc ^ 3 u clic ••»••*». • « • « »*■*»•*•■•«•*» * i 

133-135. Aires planes. — Hyperbole, parabole, cycloïde i36 

136. Aire d'une surface courbe . i3g 

m 

137-138. Surfaces hélicoïdales. — Tore i3g 


139-140. Surfaces réglées. — Paraboloïde hyperbolique.... i^o 

141^143 • A. ne de l clIij3Soidc«* ***•»•«•*•■»»*■»*«* ««••»•** *•«•■«• * « • i j 2 

144-148. Volumes. — Voûte de Viviani. — Ellipsoïde i45 

149-151. Masses. — Centres de gravité. — Moments d'inertie. 



Application à la sphère 


... i^9 


V. — Vecteurs. 


152-153. Réduction de l'intégrale de volume fil zr'-dv à une 



OC 


ititc^râle de sut Jfucc **»*«*+***a«*****»*«*É# # ««**»«a»«**, i52 


154-157. Réduction analogue pour 



/"* f* COS TIV 

158. Valeur de J j — — — rfa sur une surface fermée i56 

9-163. Réduction semblable pour les intégrales doubles ÇÇ^^dv, 




I Ok 

- — dv étendues à une aire plane 157 

V ov 


164. Intégrales curvilignes 


160 


165-166. / ¥dx+Qdy= / / ( ^ - ^ ) ete 16 





dx dy 


167-168. L'intégrale curviligne j P dx prise sur le cô 

gauche est égale à l'intégrale de sur- 





cos 1% ^ ) cl 1 0 '3 

169. Dérivée suivant une direction 166 



J. — II. 



I 


170. 

171. Théorème d'Ostrogradsky . 


Champs de vecteurs. — Flux. — Tourbillon. — Divergence. 167 


* ■ 



Théorème de Stokes 


■ ■ • « • * 


* • 


168 
169 


173-174. Champs à potentiel. — Intégration des différentielles totales. 11; 


3 


175-176. Champs à facteur intég 
177-179. Formules de 




een . . 


180-181. Champs de tourbill 


. . . . 


■ . 




. . . 


1^5 
177 
178 


182-187. Fonctions harmoniques. — Formules fondamentales 179 


188-189. Problème de Dirichlet. 
190-1 


Fonction de Green 1 84 



Solution du problème pour la sphère. — Théorème de Liou- 


ville 


■ ■ 


i85 


CHAPITRE III. 


DES FONCTIONS REPRESENTEES PAR DES INTEGRALES DEFINIES 


I. 


Dérivation des intégrales 



nies 


192-194. Conditions suffisantes pour la continuité de l'intégrale. 


Exemple d'intégrale discontinue 


■ * 


195-197. Règles pour le calcul de la dérivée 


... 


198. 


200. 




Calcul de 



e— x * dx 


199. Calcul de 



Calcul de 



e— «y 3 co 



Calcul de 



a 


-204. Calcul de 


30 ^i.r 



0 


205-206. Calcul de 



30 


\jx 





■ * 


30 2 


188 


o 


X 


il 



X 


n 




J 94 


196 




'97 



Exemples... 202 


207-208 
209. 


II. — Intégrales eulériennes. 

w 

Expression par une intégrale définie de la fonction Yn 206 

■ 

T(n-hi) = nYti 208 

210-216. Expression de log Vn par une intégrale définie. — Sa valeur 

asymptotique. — Développement du reste en série. 209 

217-220. Évaluation des factorielles. — Théorème de Bernoulli 217 

221-222. Produit de deux fonctions r 222 

223-224. Intégrale de Dirichlet 223 


TABLE DES MATIÈRES. 699 


1 

1 


. 1 


CHAPITKE IV. 

■ 

* 1 

POTENTIELS NEWTONIENS 


■ 


« 


I. — Étude analytique des potentiels. 

Numéros Pages 

225-227. Définition des trois potentiels. — Ils sont réguliers à Tin- 
fini, harmoniques en dehors du champ d'intégration . et 


existent dans tout 1 espace 226 


228-230. Existence d'une fonction auxiliaire permettant l'étude de 

leurs propriétés en un point du champ. 228 

_ -233 • Potentiel de volume. — Formule de Poisson. — Disconti 

nuité des dérivées secondes à la frontière du champ 282 

234-235. Potentiel de simple couche. — Discontinuité des dérivées 




premières 


246-249. Equilibre électrique sur un conducteur 



255. L'action d'un feuillet magnétique homogène est la même 


que celle d'un courant 


■ « 


CHAPITRE V. 


SERIES DE FOURIER. 


I. — Intégrales de Fourier. 










II. — Séries tri gonométriques 


270-271. Détermination des coefficien 



23 


7 


236. Potentiel de double couche. — Discontinuité 


II. — Applications physiques. 

■ 

237-239. Attraction newtonienne. — Ses composantes sont les déri- 

* 

vées du potentiel 241 

240. Attraction sur un point éloigné, 243 

241. Attraction d'une sphère homogène..... 244 

242-245. Attraction d'un ellipsoïde homogène 2^6 



250-254. Potentiel magnétique. — Solénoïde. — Feuillet magnétique. 256 


262 


-261. Second théorème de la moyenne 264 

M. Dubois-Reymond 272 

5-267. Limite de f /( p ) S '" \^~~ X) d$ pour n = ao. 

J a r x 

268-269. Limite de / /(a) [X^ + X^ +1 ] du pour n = oo 279 


281 


700 


TABLE DES MATIÈRES 


Numéros 

272-273. Sommation de la série.. 
274-276. Autres développements.. 


• * * • * 



* + •■*« 


m. 



ions de Laplace. 


* • * 


■ « 


277-279. Définition et propriétés des polynômes Y„ 


286- 




Développement d'une fonction F(x) suivant les X n 


-292. Développements de Heine 


. . . . 


Page» 
284 

286 


289 


80-285. Développement d'une fonction de deux angles suivant les Y„. 292 


2 97 
3oo 


CHAPITRE VI. 


INTEGRALES COMP 







298-303 



304-30 



307. 




Intégrales des fonctions monodromes. 


I. 


Intégrales suivant une ligne, aboutissant à un poi 

, ou s'étendant à l'infini.. 
Intégrale suivant un arc de cercle entourant 







■ « « • ë * 

t cri- 


tirriip 
lljUUi » • ( < 1 1 1 • • ■ . . 

Points essentiels. 



Lignes critiques. 


■ 



omis 



Développement aux environs d'un point critique isolé 

Théorème des résidus 


3o5 


3 


1 1 


critiques algébriques ou logarithmiques 3i2 

éorème de Laurent 

érie de Fourier 



00 


Application au calcul de 


310. Exemp 


311-312. Calcul de 


00 




e ix dx 


x 


1 


314. 



Sommes de Gauss. , 
I 


ntégrales de Fresnel. 


• ■ 


316 


Calcul de 



317. Transformation de la série 



q — TZan 


00 


318-323. Expression de X„ par une intégrale définie 

(z,x) 


3i8 

32 


1 


3 2 3 
324 


4 

T Z 


ntégrales d'Euler 329 


33 1 


Développement de cotw en série 332 


334 
339 


É 

e cos 2 bx dx 34 1 


342 


344 


324-326. Discontinuités de l'intégrale 



ClZm m 



II. 


327-330. Valeur de l'intégra 


Intégrale de Cauchy. 


Application aux 


Numéros 



TABLE DES MATIÈRES. 7OI 

Pages 

équations algébriques 352 

Formule de Lagrange 356 



332-335, Théorème de Weierstrass sur les zéros des 

■ 

lyLiques de plusieurs variables 




étions ana- 


— Théorèmes généraux sur les fonctions monodromes. 


336-337. Une fonction sans point singulier essentiel, même à l'infini, 

est rationnelle 

338, Une fonction, dont le module reste borné, est une constante. 



Tout point essentiel est un point d'indétermination 

340-342. Construction d'une fonction entière dont les zéros sont 



3 43 . Une fonction méromorphe est le quotient de deux fonctions 


entière s «»*•«•»**■»»•• ■ » « * 


■ • ■ 


344-346. Théorème de Mittag-Leffler 

347-348. Théorèmes sur les fonctions dont les points critiques sont 





georiqu 



357 


363 



364 


36 7 


3 7 i 
371 


3 7 5 


CHAPITRE VII. 

FONCTIONS ELLIPTIQUES 


I. 


Des périodes. 



-352. Une fonction uniforme ne peut admettre plus de deux pé- 


riodes distinctes. Leur rapport ne peut être réel 378 

r 

353. Substitutions linéaires. — Equivalence 38i 

354-357. Substitutions élémentaires. — Réduction des substitutions. 

Nombre des réduites pour un déterminant donné 383 

358. Les six classes de substitutions de déterminant r. — Leur 

décomposition en produits de substitutions élémentaires 
359-362. Parallélogramme des périodes. — Périodes principales...... 3g2 




j — 




11. 


Théorèmes généraux sur les fonctions elliptiques. 



p • 

La somme des résidus est nulle. — Relations entre les pôles 


et les zéros 

Une fonction elliptique est déterminée à un facteur constant 
près par ses zéros et ses pôles. — A une constante addi- 
tive près par ses pôles et la partie infinie de ses dévelop- 



algéb 





Les fonctions pu, Çw, cru. 


3 9 8 


peinent s ^|00 
Condition pour que deux fonctions elliptiques soient liées 


a fonction et sa dérivée. 4 00 





nition. 



if 





TAB 



DES MATIÈRES 


Numéros 


372-374. Addition d'une période à l'argument. 


Relation entre w p 


Papes 


375-378. 


2? 'il? 

Relation entre pu et p'w. 
et p'w. — E 
dérivées. 


( * m 



x pression de p"u, . .. par pu 
ession de p"w, p n up'u par pu et ses 


• • t 


es constantes e l7 e 2 , e 3 , g v g%, A, J.. . . 
379-385. La fonction pu définie par ses invariants. — Détermination 




391-393 



-396. Expression de p'u et de pu — pv par les fonctions cr. 


uation à trois termes 



• • • • 


» ■ 


397. 


Formules ci «iddition . 




Formules pour la multiplication. — La fonction u 


406-408. Autres formules de multiplicatio 



m 


r « 
■ * ■ 


■ ■ 


« m 


4oS 


4oc> 


des périodes principales <■>,, to 2 , o) 3 , et de y^, r\ v t\ 3 4 J 3 

-390. Cas particuliers : J rée 


; J réel <i; J = i; J = o 4 2 3 


Expression d'une fonction elliptique : i° par un quotient de 

fonctions a", 2° par Ç et ses dérivées; 3° par pu et p'u... 4 2 9 


433 
434 



443 


409. 


IV. 


Les fonctions & a u, f a u. 


Expression de 




* * 


410-413. Les constantes U a . — Leur transformation par un change- 


414-415. Les fonctions & 


a 


Addition d'une demi-période ou d'une 


416-420. Les fonctions / a . — Formules pour l'addition. — Multipli 

cateurs et modules. 
421-422. Les fonctions sn, en, dn 


Equations différentielles 


447 


ment de périodes. — Leur expression en e v e 2 , e 3 .. 447 


période ; [^h^y 


45 7 

46i 



434-438. 


439. 
440. 


443. 


444. 


447-448 . 



V. — Les fonctions %v, 6 œ ç». 

■ 

4 

23-429. Leur définition. — Leur expression en série 4^5 

430-431. Addition d'une demi-période; addition d'une période 47 1 

432-433. Expression de <r a a, Çu, pu au moyen de Ôi;, 8 a t> 47^ 

Expression des constantes *n a , e a , U a , A, J.— Relations algé- 

■ 

briques entre 8'o, 8jO, 8 2 o, 8 3 o . ... 

Calcul de q et de 20^, g 2 et g z étant donnés 479 

Résolution de l'équation pu = c 

441-442. Expression de 8i>, 6 a p en produits infinis 483 

Les produits çt, cp a T. — Expression par ces produits des 

r 

constantes e a , g 2 , g z , etc 486 

Expression en série de Ça, pu, p(w-h w a ), r n tù^ e n e 2 , e 3 4 88 

445-446. Transformation des fonctions 8 par un changement de pé- 
riodes. . . . . , „' 489 

« m 

m 

1 » 

VI. — Fonctions périodiques de deuxième 

et de troisième espèce. 

Relations entre les multiplicateurs, les pôles et les zéros 49 2 
449-457. Construction des fonctions de troisième espèce 49^ 


Numéros 


Pages 




. Fonctions de deuxième espèce 5o4 


462-465. Développeraeat en série de 


0 58 ^ 


• * » 


* * * * 


466-469. Développement en série de ° ^ a ^ s ) 


> etc. 


470. 



oppement en série de D logGy, Dlog8 a t>, Çu, pu, 



VII 


Dérivées par rapport aux paramètres 


473-479. Dérivées par rapport aux périodes. 


L'opération D. 


Équations aux dérivées partielles auxquelles satisfont cr m, 


Ur * • 


* « 


• • • . 


480-481. Equation à laquelle satisfait u 


482. Dérivées par rapport à g 2 et g 3 ■ 




Dérivées par rapport à A, J, v 

Equations différentielles auxquelles satisfont w a , 7) a , t comme 


fonctions de J 



• • ■ 


486-490. Etude de la relation entre J et t. 
491-495. Transformations du produit cpx 


• •«*••* 


496-500. Transformations des produits cp a T. — Leur liaison avec J 


501-503. 



ions modulaires ...... 


607 


5l2 


Développement de t^u., e lf e 2 , e 3 , etc 5i6 


471. 

472. Décompositions des nombres en quatre carrés 517 


5i8 

525 



528 

Fonctions modulaires. 53o 

534 

544 
55o 


VIII, 


Division. 


• • • » • « 


504-506. Division de l'argument 

507-517. Division des périodes. — Équations mo 


■ « • 



aires 


* * 


55a 



IX. 



rans forma tion. 


518-519 


• 4 • r 



Réduction du problème... 

520-522. Transformation de degré 2 . 

523-524. Transformation de degré impair 



» ■ ■ 



* ■ * 


• ■ § * • 




530—531 • Relations de Jacobi 


* # ■ 


532. 


Calcul des fonctions symétriques des quantités p 


2mo) 


1 


n 


* » 




570 
573 
578 



Relation entre J et J , . 

9 

Autres équations modulaires. — Equation de M. Kiepert. .. 582 



591 
594 


i 

535. Multiplication complexe. — Relation entre les périodes.... 
536-537. Les modules singuliers dépendent d'une équation algé- 

538. Décomposition en facteurs de l'équation F(J, J) = o...'... 600 


X. ■ 


Applications 

■ * 


539-541. Intégration des différentielles abéliennes de genre 1 601 

542-543. Conditions pour que l'intégrale soit algébrique, ou algé- 


TABLE DES MATIÈRES. 


Numéros 


brique et logarithmique 


* * « 


544-545. 
546-549. 




tielles elliptiques . . . 



fférentielle 
Polygones de Poncelet 



« * ■ 



• * 


551-552. Cubiques planes. ., 


6i i 
617 
619 


CHAPITRE VIII. 


N 



RALES ABELIEN 



I. 


Surfaces de ftiemann. 




3-555. Théorème de Lùroth... 
-557. Surface de Ri 



Lit !>•*••■ a;,"* t • * * * • » • « • m • - ■ • 

-564. Théorèmes sur la connexité 

565-569. Réduction des contours tracés sur une surface.. 


• • • • 




« » • 


570. Nombre des rétrosections. 


* * • 


• • • ■ 


622 
626 
627 
632 
63 7 


ii. 


Intégrales abéliennes. 


Pério 


571. 


Fonctions définies sur la surface de Riemanh 


572-575. Les intégrales 


J FdZ ' J 



i • • 1 èvt « 1 63 Q 


PdQ 


* * 


576. 


Une fonction synectique sur toute la surface de Riemann 


2St ce 




-578. Fonctions uniformes. 
579-582, Intégrales abéliennes. 



■ ■ 




laires. 


s cycliques. 
Leur somme est nulle 


Périodes po- 


583-586. Calcul de f PdQ, calcul de f 


Y dl 




Le nombre des points où une fonction rationnelle de z, u 


589-594 




el 




643 



649 


donnée )i est indépendant de )v 652 


653 




599-600 
601-606 


III. — Réduction des intégrales abéliennes. 

Construction d'une intégrale abêlienne connaissant ses pre- 
mières périodes cycliques, la position et la nature de ses 

points critiques 65g 

Intégrales de première espèce 663 

Intégrales de seconde espèce. — Théorème de Riemann-Roch. 

Système d'équations différentielles intégrables algébri- 
quement 

607-608. Intégrales élémentaires. 670 

Intégrale élémentaire de troisième espèce 671 



609-610. 




TABLE DES MATIERES 


IV. 


Inversion 


Pages 


611-617. Énoncé du problème. 


Étude de la marche des fonctions 



lennes. 


Points d'indétermination 



6I8-1 


'620 * L& fonction @ ^ * * * • ^« )••••■■•■■•*»■•■•■••••■•*•■■•■■■■ 
621-625. La fonction 9(z). — Nombre et position de ses zéros. — Cas 


679 



6 (s) est identiquement nul 681 

626-627. Construction d'une fonction ft{z) ayant p zéros donnés..-. 686 

, 688» 


628-630. Solution du problème d'inversion 

631-633. Expression des intégrales élémentaires de deuxième et de 


troisième espèce par 



onclion 8 


691 


FIN DE LA TABLE DES MATIERES 


I 


I 1 


49015 


PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER-VILLARS, 



nds-Augustins, 55. 






^ 1 


♦ 


v 





1 1 N 3§HK* 



iW*V"*«W»icT'.r * ^JT"" jKy/* Ur ' *■» - TES 


— 





8 GRANDS 







A R S , 


i J 



• 





sèur à 


_ 






«ences 


^x>, 1 vas» ^ v 1s 


I 







I c I 









se 





se» 













> 7 









^ 9>î " L r* . ■» ■ ^*ti i. 

5 ^ -i/f 1 



.1» 







nos 

— L X . 




(25-16) 




' ■ i 

■ 





« - 




i rw 1 




'.fart 








à l'École Polyt 




pages ; 



*/• *. 






h r 












SUS 





t * 












4s 








1 1 



volumes m-: 





□3 r ' m 





a /a 









■ 




jt -■^ ** 



* i ->v 


c 












- -■ ■ - _ __. 




... : 








TANNERY ( Jule 







cienties 


twns a la theo- 

I 


4. * V - ^ 









ents 






.•rflr**: 












Jt 


i 



C» 

"4^ 


Tome 11. - Cnl„ul difftr, 



Ions «iliptiques. 4 vô- 

«ÎO» Partie); ,8 9 3. 


F 


V 1 



TOME IH 

Tome II 



JBJaVrfzjr-l -. V 






. _ je) 


* * * * * 


/ 5 t î# * 

9 fr* 

8 fr. 5a c. 



— — — 1 • 


13 ^«.s^ 



■ — ' ■ . ■ — — , 

■ 

uai des 



f- 





4L v 




Jordan, Camille, and Burndy Library. Cours d'analyse de l'école Polytechnique: par C. 

Jordan. 3rd ed. Vol. 2. Paris: Gauthier- Villars, 1913. Nineteenth Century 
Collections Online. Web. 5 July 2014. 

Document URL 

http://tinyurl.galegroup.com/tinyurl/H42A3 


COURS 



DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 





4 IN 



V L Y s i: 


L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, 


Par C. JORDAN, 


MEMBRE DE L'INSTITUT, PROFESSEUR A L ? ÉCOLK POLY 


CHNIQUE. 


TROISIÈME ÉDITION. 


TOME TROISIÈME. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES . 



G A UT H l E K- VI L L AU S ET C ie , ÉDITEURS 

LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, 

Quai des Graads-Augustins, 55. 


y 


Tous droits de traduction, de reproduction et d'adaptation réservés 

pour tous pays. 



DE U TROISIÈME ÉDITION. 


La présente édition se distingue de la précédente par 


l'adjonction de Notes relatives : 

i° Aux nouvelles méthodes introduites par M. Weierstrass 
dans le calcul des variations (Notes I et TI); 
2° A l'équation de Fredholm (Note III). 


Signalons encore quelques additions de détail : détermi- 

* 

nation du mouvement d'un projectile dans un milieu résis- 
tant; intégration de l'équation des télégraphistes par la 
méthode de Riemann; etc. 


COURS 
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DE 


L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 


TROISIÈME PARTIE. 


ÉQUATIONS 



CHAPITRE I. 



\TIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES. 


I. 


Notions préliminaires. 


1. Nous avons vu clans le Calcul différentiel (Chap. I, 
XIII) que, lorsqu'on a un certain nombre cle relations enlre 
une ou plusieurs variables indépendantes oc 2) ... et des 
fonctions y K , y 2 <> ... de ces variables, on pouvail,en combi- 
nant ces équations avec celles qui s'en déduisent par dériva- 
tion, en déduire une infinité d'équations différentielles 
auxquelles satisfont ces fonctions. 

Il nous reste à traiter le problème inverse, en cherchant 
à remonter des équations différentielles aux relations qui 
existent entre les variables elles-mêmes. 


J. 


Cours, III. 


2 TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE I- 

Nous nous occuperons d'abord des équations différentielles 
ordinaires, où ne figure qu'une variable indépendante x. 

2. Soit proposé un système de m équations différentielles 
entre m et m fonctions y,, de cette variable. On 

pourra, par l'introduction de variables auxiliaires, ramener 
le système proposé à un autre système équivalent, où ne 
figurent que des dérivées du premier ordre. 

En effet, supposons, pour fixer les idées, que nous ayons 

■ 

deux équations différentielles simultanées : 


/ dy cl 1 y d 3 y dz d 2 z 



o, 


„ / dy d~y d z y dz d l z . 

7î & 5 W d^' Zj J^'7^ ] =D - 


Posons 




On aura évidemment 






n / / » ^7" r dz' 


o. 


> 

Ces cinq équations différentielles forment un système ma- 
nifestement équivalent aux deux équations primitives, mais 
où ne figurent plus que des dérivées du premier ordre. 


3. Considérons donc 
tanées du premier ordre 



dy 

dz 

du 

dx 

* 

dx 


dy 

dz 


cioc 

M y ■ — y 

dx 

^ OC' 


1 


o, 


* • ■ a • 
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3 


entre la variable indépendante x et m fonctions inconnues 


Y 


5 - ? ^ 


Si parmi ces équations il en figure une, 



o, qui ne 


contienne pas de dérivée, soit y une des variables qu'elle 


contient; l'équation résolue par rapport à y donnera un 


résultat de la forme 


(0 



(D {^0C ^ Z ) Il ) ...). 


On en déduit 



dx 


dz du 


dz dx 


du dx 


• » a 


Substituant ces valeurs dans les équations 


Fi 


o 


F 


o 


" • * 5 


on aura un système de m 


i 


équations différentielles pour 


déterminer les m 


î 


variables 


on calculera 


ensuite y par l'équation (i). 


Supposons, au contraire, que l'équation F = o contienne 


au moins une dérivée, telle que 
à cette dérivée, il viendra 


dy 

dx 


Résolvant par rapport 


dy_ 


? • • • j 


dz du 

- 

dx* 



> ■ 


Substituons celte valeur dans les équations suivantes; on 


obtiendra un système 


dy 


dx 


A 


fi 


oc, y, z, 


dz 



> H, 


du 
d oc 


o 


} 


9 • 


équivalent au proposé. 

Si Tune des équations cp 1 = o, ... ne contenait aucune 
dérivée, on pourrait s'en servir, comme il a été expliqué, 
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pour éliminer une variable et ramener 
proposé à celle d'un système de m — i 
tielles seulement. 

Si, au contraire, l'équation ®\ 


l'élude du système 
équations 



ren- 


o contient une dérivée 


d 



on en déduira 


dz 



A y 


du 


% ^ IL j 


* 1 



et Ton substituera cette valeur dans les équations suivantes. 

Continuant ainsi, on arrivera à mettre le système sous la 
forme 


dy 

doc 


/, • 


dz 


fu 



Ai 


» 4 


/ 


dy 
dx 


f< 


. dy . dz 


m 


dx 


maintenant 


dérivées fournies par les équations suivantes, on obtiendra 
un nouveau système d'équations, de la forme suivante : 


dy 
dx 

dz 
dx 


«ta 


x i y î z i u i 


■), 


* ■ 


Un système d'équations simultanées du premier ordre, 


ainsi r 



u 



r 



aux 




est dit ramené à sa 
forme normale. 

On voit, par ce qui précède, que l'étude d'un 
quelconque d'équations différentielles simultanées peut être 
ramenée à celle d'un système normal. Le nombre des équa- 
tions de ce système normal équivalent au proposé servira de 
' fi "ition à V ordre de ce 1 

particulier, si l'on n'a qu'une équation différentielle 





En 


d m 


y 


dx 


I • 


d m ~i y 

dœ m ~ 1 
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elle sera équivalente au système normal 


dy_ 

doc 


dv m 


i 



dy 


m-ï 


• 9 


dx 


/n 


•2 ' < ' 


5 


Son ordre sera donc égal à m. 


4. D'un système de m équations différentielles entre x 
et les m fonctions y, s, u y . on peut déduire, ainsi que 
nous allons le voir, une équation différentielle où ne figurent 
que x et y. 

des équations données n'est pas 
u } ... et leurs dérivées. Mais, si 


En général, le nombre 
suffisant pour éliminer £, 
nous prenons la dérivée de chacune des équations données, 
nous obtiendrons m équations nouvelles, en introduisant au 


plus m 


i inconnues de plus, à savoir une dérivée nouvelle 


de chacune des fonctions z ) u, .... En répétant cette opéra- 
tion, on arrivera évidemment à se procurer assez d'équations 
pour effectuer l'élimination. 

Considérons, par exemple, un système de trois équations 


F 


o 


F, 


o 


F, 


o 


entre y, £, u. Supposons que l'ordre de la plus haute 
dérivée de chaque variable, dans chacune de ces équations, 
soit donné par le Tableau suivant : 


Â3 


U 


(2) 


F 

F, 

F, 


m 


n 


m 


i 


n 


m» n 


P 
Pi 


r 

Différentions les trois équations respectivement A, A<, 


A 2 fois. Nous obtiendrons ainsi un total de A + A< + À 


2 


3 


équations, entre lesquelles on aura à éliminer z et ses B pre- 
mières dérivées, u et ses G premières dérivées, B désignant 
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le plus grand des nombres A 



11 , A i 



n 


\ 1 


A ô 



G le 


plus grand des nombres A-f-p, Ai + p l5 A 2 -f-p2Î S01t en 


lou t B 



G 


2 inconnues. 


En thèse générale, l'élimination ne pourra se faire que si 
le nombre des équations surpasse celui des inconnues. On 
devra donc avoir 





et ? comme on a 


IfA, 



n 


1 5 


B = A 2 


> 


25 


on en déduit 


> H\ H" /?2j 



2> 


B 



G 


G A | 




i ? 



> A 2 + /? 2 , 



^2 + 


On voit de même que A, est au moins égal au plus gran 


d 


omb 


i a 



■4-p 



P 


q 


cisément égaux aux limites inférieures trouvées ci-dessus, on 


nation. 





pour 



5 


po 



B 



A 




n i > ^2 



n 


o 


n en 



uira 


d'or 



O 


n 


A 



et, d'autre part 


B 


A p 



de 



H- n 1 + p 2 ^A 1 + 






A, 




i ^ 


2< A 2 




2 


Aj 



1< ^2 + P% 


OU 


< 


* 

A *■+- /> ? 


suivant que A 1 sera égal kn-\-p 2 ou à n 2 -\-p. 
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On aura donc, dans tous les cas, 


G 


A 


et, par suite, 


B 


/? 2 = A, -h py= A -h/?, 



G 


A, -h «1 + A 2 h- p 2 


A 



Ai H- A 2 . 


Eu donnant à À, A ( , A 2 les valeurs ci-dessus, on aura donc 
une équation de plus qu'il n'est nécessaire pour déterminer z, 
u et leurs dérivées au moyen de y et de ses dérivées. Ces 
valeurs, substituées dans la dernière équation, donneront 
une équation finale ne contenant que y et ses dérivées jus- 
qu'à l'ordre D, D désignant le plus grand des nombres A 



m 


A, 



m,, A 2 + m 2 . 


Ce nombre D, qui représente l'ordre du système, sera 
évidemment égal au plus grand des nombres m + n i + /?2? 


m 



n + p 2 , . . qu'on obtient en associant ensemble trois 
nombres du Tableau (2) appartenant à Ja fois à des horizon- 
tales et à des verticales différentes. 


■ 

5. Ce résultat, qu'on étendrait sans difficulté au cas d'un 
nombre quelconque d'équations, peut se trouver en défaut 
si # 3 u et leurs dérivées figurent dans les équations propo- 
sées de telle sorte que l'élimination puisse se faire avant 
qu'on ait formé toutes les équations auxiliaires qui paraissent 
au premier abord nécessaires, d'après le nombre des quan- 
tités à éliminer. 

On obtiendra, même dans ce cas, une équation finale en^ 
de la forme 


d*y 

dx* 



x 


y 


dy_ 

' dx 


y 


dx a 


1 


mais au lieu d'être immédiatement donnés en fonction 

1 

de y et de ses dérivées, pourront être déterminés par de nou- 
velles équations différentielles, de la forme 


dx^ 
dV-u 


(0 


dy 


1 z d\>-~ 1 u 


* • 


5 


ri 



doc 


dx l ~ x dxV' 1 
d l ~*z d^u 


i * 


dx K ~ l dx^' 1 


1 


8 
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Éliminant u entre ces équations par la répétition du même 
procédé, on arrivera à faire dépendre l'étude du système pri- 
mitif de celle d'un système de la forme suivante : 

i 

d a y / . d*" 1 y 

TTr* — * ("^y? ' " • ' r / r <x— 1 

dïz ( z 



• ■) ) ■ • • j 


dxfi 



ZI 


6. Considérons; en particulier, les fonctions déterminées 


par une équalion différentielle 


u / dv d a y v 


- - 

algébrique par rapport à m, y, . • «, -t-^- 

Toute solution d'une semblable équation satisfait évidem- 
ment à une infinité d'équations analogues résultant de la 
combinaison de F et de ses dérivées. 



roquement, soit y 


q 


une série d'équations différentielles algébriques. 


F = o, F 1= o, 


■ ■ 


Toutes ces équations résulteront de la combinaison de l'une 
d'entre elles avec ses dérivées. 

Considérons, en effet, parmi toutes les équations de ce 
genre auxquelles y satisfait, celles dont Tordre est minimum, 
et parmi celles-ci choisissons celle où la plus haute dérivée 
est élevée à la puissance minimum. Soient a et a cet ordre et 
ce degré, F = o l'équation correspondante ; Y K — o une autre 

équation quelconque du système. 

De l'équation F = o et de ses dérivées on pourra déduire les 
valeurs de g-ï, ... e t des puissances de Sf de degré ^u 
en fonction rationnelle àex, v, . , f d a y\V^ 1 
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Substituant ces valeurs dans F,, on obtiendra une no 
équation <ï> = o, qui ne contiendra plus que #yy, ^> • • •> 

d a v / d a v \ î^ - 1 

C UL, ( —JL ) . Mais, d'après noire hypothèse, y ne 

d x x \ dx* } 

satisfait à aucune équation de ce genre. Donc l'équation 

<I> = o est une identité. 

Nous dirons que la fonction y est une solution propre de 
l'équation F = o et une solution impropre des autres équa- 
lions F, = o, et nous appellerons ordre de la fonction 
l'ordre de l'équation F = o. 

D'après cette définition, les fonctions algébriques seront 


d'ordre zéro; les fonctions d'ordre >o seront transcen- 
dantes. 

v^xxv, g ^ J te irré- 

ductible, si elle n'admet que des solutions propres. 


7. Soient y, z, ... des solutions des équations différen 
tielles algébriques 



d a y 



(3) 


_ . dz d$z 


1 


\ 


t * * ■ 


, d a y d$z 



de degrés |x, v, . . ., par rapport a — 

Soient, d'autre part, Y, Z, . . . d'autres fonctions satisfai- 
sant à des équations analogues 

* 

(4) <1> == o, $1 = 0, — 

Supposons qu'il existe entre ces diverses fonctions et leurs 
dérivées une relation algébrique 


iminons 


Z, . . . entre cette équation et les 


quations (4), nous obtiendrons 


10 


G 


TROISIÈME PARTIE. 


CHAPITRE I. 


d* * f 
_ ; / - 7 v ~ - îtion néces- 



saire et suffisante pour que ces fonctions, associées à 
solutions convenablement choisies des équations (4)> satis- 
fassent à l'équation W = o. 

m 

Si donc l'équation G = o n'est qu'une conséquence des 
équations (3) et de leurs dérivées, tout système de solutions 
de (3), associé à un système convenable de solutions de (4), 
satisfera encore à l'équalion W = o. 

Ce cas se présentera nécessairement s'il n'existe enlre les 
solutions y, I 5 . . primitivement données, aucune relation 
algébrique de la forme 


(5) 


H 


x 


y 


d*y 
doc ^ 


m » 


dx'P 


m m 


O 


7 


, d*Y d?z 
ou — — * 

dx* dx$ 


■ 

figurent avec des degrés 




rieurs à tx, v, 


En effet, au moyen des équations (3) et de leurs dérivées 
on peut éliminer de G les dérivées 


i • / d a v \ V- 

et les puissances ( 

v \dx* 


dsc a 



dP+ l 
dx$ +l 


O 


une équation de la forme (5), laquelle devra, par hypothèse, 


se réduire à une identité. 


C 


cherchons Ja forme la plus générale des relations algébriques 
qui peuvent exister entre des intégrales abéliennes y,, ...,y m 
définies par les équations différentielles algébriques 


OC 


9 dœ 


o 


• ■ 



X 


dy 


m 



O. 


Soit 


(6) 


y m ) 


o 


une semblable relation. Nou 


s pouvons évidemment admettre 
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■ • 

qu'il n existe aucune relation de même nature entre les fonc- 

f) • • •? ym~\ et 1* variable indépendante. 
L'équation (6), résolue par rapport à y m , pourra s'écrire 



X m— J'i? • • •? $m*~i% 



D'après le théorème précédent, celte équation subsistera 
si L'on y remplace y K , . . .j^^ par des solutions quelconques 

équations F|, . .., F m _ iy pourvu qu'on remplace en 
même temps y m par une solution convenable de l'équation F w . 
Mais il est clair que les solutions de chacune de ces équations 
s'obtiennent toutes en ajoutant à l'une d'elles une constante 
d'aille urs arbitraire. On aura donc 


y m + c m — cp y x H- c { , y m — i H- c m _ x ), 


c 4 , . . c, n _\ étant des constantes arbitraires, et c m une autre 
constante, dépendant de celles-là. 

Prenant la dérivée de cette équation par rapport à la 
constante Ci, il viendra 


âc m _ d f ( oo, y, + c u . . .)._ d®(x, y t -h c u . . .) 


et, en posant c t = . . . = c m _ { = o, 


/r, désignant la valeur constante que prend dans cette hypo- 


thèse la dérivée 


de m 

dc i 


Cette dernière équation doit se réduire à une identité, 
puisque nous supposons que y^ . y m -\ ne sont liées 
par aucune relation algébrique. On aura de même identi- 


quement 


* « 
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A\ 2l . Am_i étant des constantes. On en déduit 


X 


forme 


y m = + • • • + km-lfm-l + X. 


9. Ces préliminaires posés, il nous reste à indiquer les 
procédés par lesquels on peut intégrer une équation diffé- 
rentielle (ou un système de semblables équations), c'est- 




1 






Il est aisé de voir, par des exemples, que ce problème est 
indéterminé. 

Considérons, en effet, une équation 


(7) y,c) = o 


entre la variable indépendante la fonction y et la constante 
arbitraire c. On en déduit par différentiation 

(8) ~xz;d x ~+~ ~ï^dy = o. 

uy 



Tirons la valeur de c de l'équation (7) pour la substituer 
dans (8); il viendra, en représentant par des parenthèses le 
résultat de cette substitution. 


(9) [£)dx + (£)dy = o 


admet 


9 

tiony définie par l'équation (7), quelle que soit la constante c. 

A chaque valeur de cette constante répond une solution 

particulière. L'ensemble de ces solutions se nomme la solu- 
tion générale. 

Pour reconnaître s'il existe d'autres solutions, en dehors 
de celles que nous venons de déterminer, introduisons une 

ta 
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variable auxiliaire c définie par l'équation (7). Cette équation 
différentiée donne 

dx H- ^ dy H- de — o } 




dx dy de 



ou, en substituant pour c sa valeur tirée de (7), 

1 

■ 

ou enfin, en tenant compte de l'équation (9), 

do t , 
. . de = o. 
de 


On peut satisfaire à cette équation de deux manières : 
i° En posant 

= 0, d'où c — const M 




ur corres 



iar 



on retombe ainsi sur la solution générale; 


2 0 En posant 


'à® 

— i = o. 

ae 


Cette équation détermine Ja valeur de y en fonction de x. 
L'inconnue auxiliaire c sera ensuite déterminée par l'équa- 
tion (7). 

La nouvelle solution ainsi obtenue se nomme la solution 
sin gulière de l'équation différentielle. 

En considérant x, y comme Jes coordonnées d'un point, 
chaque solution particulière 

ïm 

<p(#, c) = 0, 

où c est supposé constant, représente une courbe. 

La solution générale représente l'ensemble de ces courbes. 
Enfin la solution singulière, définie par l'équation 

- 
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résultat de l'élimination de c entre les équations 

do 


représentera l'enveloppe de ce système de courbes. 

Il arrivera parfois que les deux équations (10) soient 
incompatibles, auquel cas il n'y aura pas de solution singu- 
lière ; ou que. la valeur de c en fonction de déduite de ces 
équations, se réduise à une constante; dans ce cas, la solu- 
tion singulière se confondra avec l'une des solutions particu- 
lières contenues dans la solution générale. 


10. Les considérations précédentes peuvent aisément 
s'étendre à des systèmes d'équations différentielles simul- 
tanées. 



, par exemple, 

■ 

(il) <Pi=o, <P 2 — o 



ux équations entre la variable indépendante a?, les deux 

É 

fonctions y K , y % et deux constantes c n c 2 ; on en déduira, en 
différentiant et éliminant c n c 2 , les deux équations différen- 
tielles 


^ 2 ^ dx -+- f|§M d J\ + (a ) dy«=°> 


àx J \ày\J \dy-2 



* > ** 

dont les équations (1 1) représentent la solution 

Pour obtenir les autres solutions s'il en existe, prenons 

pour inconnues auxiliaires les quantités c n c 2 définies par 

les équations (11 

La différentiation de ces équations donnera 


dx 

dx -+- 

oyi 


2 dc t 

dc t -\ 


ào>*> 

1 4 

dx 

dx -h 



8 dey 

dc l 4 

ôc 2 


de 2 = o, 


de? = o 
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ou, en éliminant c,, c 2 et tenant compte des équations (12), 


(i3) 


^f)^ 1+ (ë )rt,C2 = 0 ' 


On peut satisfaire à ces équations : 

■ 

i° En posant 


d'où 


c x — const., c 2 — const. ; 


on retombe ainsi sur la solution générale; 


2 0 En posant 


A 


o 


auquel cas les équations ( 1 3) se réduisent à une seule d'entre 
elles, par exemple à 

m 

Cela posé, des trois équations 

fl ==• O , Cp 2 =0, A=rO 

on pourra déduire les valeurs de ç, , c 2 , y% en fonction de x 
et de y { . Substituant ces valeurs et leurs différentielles dans 
l'équation (i4) 7 e ^ e prendra la forme 

Yd/^o, 

où X, Y sont des fonctions de x et de y { . 

Toute solution y { de cette équation, combinée avec la 



valeur correspondante de y% tirée de A = o, donnera une 


solution singulière des équations différentielles (12). 
3° Enfin, si les équations 

■ 

*»Wo, ($l)=o, f#Y=0, f^| = o 


dci J \àc 2 J \àc l ) \dc: 

étaient satisfaites par un même système de valeurs de y u y 2 , 


j6 
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elles fourniraient une nouvelle solution; mais le système de 


ces e 



s est généralement surabondant. 


11. Le problème de l'intégration des équations différen- 
tielles (ou des systèmes d'équations différentielles) peut être 
envisagé sous deux points de vue différents. 

On peut se proposer d'obtenir une solution générale. 



Celle-ci trouvée, les solutions singulières s'en 
immédiatement si Ton a affaire à une seule équation, ou 
s'il s'agit d'un système d'équations différentielles, par l'inté- 
gration d'un nouveau système d'ordre moindre que le pro- 
posé. On pourra ainsi former le tableau de toutes le^ solu- 

- 

lions possibles. 

Mais, dans les applications du Calcul intégral, la question 
de l'intégration se présente autrement. Les fonctions incon- 
nues sont assujetties, non seulement à satisfaire aux équa- 
tions différentielles données, mais à d'autres conditions 
accessoires qui achèvent de les préciser, de telle sorte que le 

ne présente plus rien d'indéterminé. 
Considérons, par exemple, le mouvement d'un point dans 
l'espace. D'après les principes de la Mécanique, ce mouve- 
ment sera défini par les six équations suivantes : 



(i5) 


dx 


m 


dx 
~dt 


x 


x, 


dy 

— - — %' 

dt ~" y ' 


m 


dt 


Y 


m 


dz 

lit 

* 

~dï 


i 


Z, 


où m désigne la masse du point; w 7 y, z ses coordonnées à 

l) X, Y, Z les composantes de la force qui le 



sollicite. 


Il est clair que la question 'ainsi posée est encore indéter- 
minée. Mais on pourra achever de la préciser en se donnant, 
par exemple, la position du point, et les composantes de sa 
vitesse à l'instant initial t Q . Le problème deviendra, en géné- 
ral, déterminé, et pourra se formuler ainsi : 


T rouversix fonctions x, y, g, x', y', z' de la 


var 
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qui satisfassent aux équations différentielles (i5), et qui 
prennent des valeurs données a?„, y 0 , z m *d» z' 0 



t = t 


0 


La question ainsi posée sera facile à résoudre si l'on peut 
déterminer la solution générale du système (i5). Celte solu- 
tion sera, en effet, donnée par un système de six équations 


, . . . , 


Mais 


91 = 0, • 96=0 

m- 

entre m % y, z, x' , y\ s', t et six constantes arbitraires a ( 
a G . En exprimant que ces six équations sont satisfaites lors- 
qu'on y pose t = f 0 , x = ar 0 , . . ., z' = z' 01 on obtiendra six 
équations de condition pour déterminer les valeurs de a, , 
a G correspondantes à la solution particulière qu'on cherche. 

ce n'est que dans des cas très spéciaux qu'on sait 
obtenir la solution générale d'un système d'équations diffé- 
rentielles. On se trouvera donc réduit le plus souvent à étu- 
dier la solution particulière qui satisfait au problème déter- 
miné qu'on a en vue. Il existe pour traiter celte nouvelle 
question des procédés d'approximation numérique que nous 
exposerons plus tard, et qui seraient inapplicables au pro- 
blème plus étendu, mais plus vague, de Ja recherche de la 
solution générale. 


r 

IL — Equations du premier ordre. 


12. Considérons une équation différentielle du premier 
ordre ramenée à la forme normale 


■ / 



OU 


( 1 ) cl y — X clx — o . 


Au lieu de cette équation, on peut considérer, avec Euler. 


J. — Cours, III. 


2 
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« * » 

la suivante 

■ 

( 2 ) p. — p X = o, 

+ ■ 

■ 

où pt est une fonction de x, y choisie à volonté. 

L'équation (2) est, en effet, équivalente à (1), tant que jjl 

n'est ni nul ni infini. La seule différence est qu'elle pourra 

admettre la solution nouvelle u, = o, ou perdre la solution 
1 

— = o. 

F- ; . 

Supposons le facleur jji choisi de manière que le premier 

membre de l'équation (2) soit une différentielle exacte. On 

pourra déterminer, par de simples quadralures (t. II, n° 174), 

une fonction <p, telle qu'on ait 




Lors même que ces quadratures ne pourraient s'effectuer 
exactement, il sera toujours possible de déterminer, avec telle 




'on voudra, la valeur de © pour chaque 


sjstème de valeurs de y. 

Cela posé, l'équation (2) se réduit à 



o 


et donne immédiatement 


cp — const. 


1 

Le problème de l'intégration sera donc résolu dès qu'on 
aura déterminé, soit la fonction ®, soit le multiplicateur u, 
d'où o peut se déduire par quadrature. 


13. L'équation 


dcp — yi dy 



se décompose dans les deux suivantes : 

- 

b 

UV 1 ox r 


Éliminant p., on 


par 
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(3) 4î+X^ = 0 . 

■ 

L'intégration de celte équation aux dérivées partielles et 
celle de l'équation (i) sont deux problèmes entièrement équi- 
valents. 

En effet, soit© une solution (ou intégrale) quelconque de 
l'équation (3). On aura 

</ Ç = ^rf»+|2 < / r = |2(rf r _X«te). 


L'équation 



dv — X dx — o 


sera donc équivalente à dv = o et admettra la solution sé- 


norale 


cp = const. 


Réciproquement, supposons que, par un procédé quel- 
conque, on ait obtenu une solution générale de l'équation (i), 


telle 


que 


/O, 7, c) = o, 


i 

c étant une constante arbitraire. Cette équation, résolue par 
rapport à c, prendra la forme 


y) — c 


Différenliant, il viendra 




dx -+- -—dv = o. 

ày J 

w 

Gelt e équation devant être équivalente à J'éq nation primi- 
tive (i), les coefficients de dx et dy doivent êlre propor- 
tionnels; d'où la relation 


(4) ^i + X^ 1 



dx ày 


o. 


Donc y, est une intégrale de l'équation (3). 
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Celle intégrale une fois connue, on pourra 


en 


déd 



toutes les autres. Soit, en effet, cp une autre intégrale que]- 


(4) 


dx 

w 

dx 


d® 
d v 


o 


équation qui exprime que cp est une fonction, d'ailleurs arbi- 


traire, de o 

1 i 


1 


14. Quant au multiplicateur [x, il doit satisfaire à la condi- 


tion d'intégrabilité 


(5) 


dx 



djxX 


o 


et réciproquement, toute solution de cette équation donnera 






i 


Connaissant un multiplicateur jjl et l'intégrale cp corres- 
pondante, on en déduira aisément tous les autres. Soit, en 
effet, u/=ij.v un autre multiplicateur; on aura 


o 


dx 


à y 


v 


F- 




\dx 

ày 

/ dv 

-_ v âv 

ày 

\àx 



dv 




X 


dv 



v 


Donc v sera une intégrale de l'équation (3), el Ton aura 

, F désignant une fonction arbitraire. 



15. Si, dans le premier membre de l'équation différen- 


tielle 


dy 


X dx 


o, 


nous remplaçons m } y par x 


s 


ti y 


1, £ 



paramètre infiniment petit et |, yj des fonctions de 


gnant un 


OC G t 
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nous obtiendrons l'équation 



dy 



dn 

s ^ ■ ctoo 
ox 



dn , 

£ -r— dy 

dy 


X + £ £ 


dx 



£0 



ày 


-\- 


i » • 


dx + 6 


il 

dx 



ày 


ou, en développant et négligeant le carré de s, 


I -H £ 


dn 

ày 


X 


X + £ X 


àyjj 

dx 


dy 





dr\ 


dy 



dx 


o 
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Si celte équation transformée reproduit à un facteur près 
réquation primitive, nous dirons que cette dernière admet la 
transformation infînilésimale %* 


Cette condition est exprimée par la relation 


dx 




n 


dX 



dn 

() OC 


X 


dl 



o 


Posons 


n 


X£ + 


cette équation se réduira à 


o 


z 


~ày 



dx 


X 


à 


dy 


- M 



l 


dx 


è 


ày 


Cette relation montre que, lorsque z n'est pas nul, son in- 



j 


z 


\ 



r. est un multiplicateur. 


On voit donc que Ja recherche des multiplicateurs et celle 



ren- 


des transformations infinitésimales de l'équation 
tielle en elle-même ne constituent au fond qu'un seul et 


même 



16. Les équations différenti 


que les principes précé- 
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dents permettent d'intégrer se ramènent pour la plupart aux 
trois types fondamentaux suivants : 
i° Les équations de la forme 

■ 

dy — XY dx = o, 


l est une fonction de x et Y une fonction de y. Ces 




■ 

équations admettent le multiplicaleur caries deux termes 


de l'expression 


ne contenant chacun qu'une seule variable, sont des difle- 


ren 




t » — 


17. 2° Les équations homogènes 





dy — ? ( — J dx — o. 


Leur premier membre se reproduisant à un facteur près 
quand on y remplace x,y par (i -+- t)x, (i + t)y i elles ad- 

i 

mettronL comme multiplicateur la quantité 


r- l m 


On peut le vérifier aisément par un changement de va- 


riable. Posons, en effet, 


y = ux, d'où dy — u dx œ du\ 


l'équation deviendra 


u dx -h - x du — <p ( a) dx — o, 


et, si nous la divisons parle facteur 


il viendra 



du 


oc u — m | w ) 


o, 
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■ 

dont le premier membre est une difFé 
exacte, les variables étant séparées. 

Soient u {) une valeur particulière de la variable auxiliaire u ; 
a?o la valeur correspondante de x, laquelle pourra être choisie 
arbitrairement. L'équation précédente, intégrée de u 0 à u A 
donnera 


log 


x 


du 


x 


0 


d'où 


a 


cp(«) 


o : 


x 


Xq € 


J u U 


du 


9(«) 


On aura donc exprimé x et y = ux en fonction de la va- 
riable auxiliaire u et de la constante arbitraire m*. 


18. 3° Les équations linéaires, de la forme 


dy 

t 

doc 



Q, 


Q 


7j étant une fonction de x définie par l'équation 


y + 


(6) 



dx 


Pyi. 


i 


Elle admet donc le multiplicateur-. On a effectivement 

1 Y) 




n 


f] 


Y) 


2 


Q 

fi 


dx 


d- 


v 


■n 


Q 


dx 


o 


Intégrant, il viendra 


d'où 


y 

fi . . 


y 


Q 


dx 



JTq 



Cy) 




9 

ri 


dx. 


La fonction auxiliaire v\ qui figure dans cette formule est 


24 
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une solution choisie à volonté de l'équation (b), qui ne 
1ère de la proposée que par la suppression du dernier terme, 


Cetle équation s'intègre immédiatement en séparant les va- 
riables. Il viendra 

dn 


0 



d'où 



logyj = / P dx + logCj, 


Yj = G 1 .e ,/ *« , 


C { désignant une constante arbitraire. 


On voit que, dans l'expression de y, la constante arbi 
traire C figure linéairement. 

uement 7 .soit 



■ 


y = CX + X, 


une fonction de x linéaire par rapport à la constante C. 
L'élimination de G entre cette équation el sa dérivée donnera 
une équation linéaire 

X (^- X ^- X ' ( ^- Xl) = °' 


19. Un grand nombre d'équations différentielles peuvent 
se ramener aux types précédents par des changements de 




érons d'abord l'équation 


i - - 





ax -+- by -+- c 


a 1 x -\~ b ! y H- c 
Si ab 1 — bal n'est pas nul, posons ; 


CL OU 


d'où 


by-hc = £, a' x 4- b' y + c'=-f]\ 


adx-h bdy = d%, a' dx -h 6' «fj — dr\ 


1 


dx = Adi+Bdn, l dy ■= A' d£ + B' dn . 
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L'équation transformée 


A' 4 + B'dn 


f 


B dn \yj 


sera manifestement homogène 


Soit, au contraire, 


ab f — bal = o, 


d'où 


dm -h 6' y -H c' = m (ax -+■ &y 4- c) 



Le second membre de l'équation proposée sera de la forme 


oiax-^-bv-hc). 
Prenons ax -h by + c = Ç pour variable nouvelle, à Ja 


■ 

place de x par exemple. On aura 


a dx ^ bdy — d£, 
dx — -(dS, — b dy), 

et 


et l'équation transformée deviendra 

ady Y 


ou 


d\ — b dy 


Les variables sont séparées. On obtiendra donc yen fonc- 
tion de | par une quadrature, et l'équation 



ax + or + c 


donnera la valeur correspondante de x. 



20. L'équation de BernoulU 



TROISIÈME PARTIE, 
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où P et Q sont des fonctions de x, peut s écrire 


i 


dy 


1 — m 


I 


m 


cLoc 


ni 



Q 


et se changera immédiatement en uae équation linéaire, si 
l'on prend y 1 ~™ pour variable à la place dey. 


21. L'équation 


X dx 



Ydy 



m 

Z ( x dy 


y dx ) 


où X, Y, Z sont des fonctions homogènes dont les deux pre- 
mières sont du même degré, se ramène à l'équation de Brr- 
noulli, en posant 


y 


ux 


dy 


u dx 



OC du. 


On a, en effet, 


X 


m 


Y 


x 


Z 


Substituant, et divisant par x m , il viendra 


o(u) dx -h ty(u) (x du -h u dx ) -h x n ~ m ^ 2 x( u ) ^ u — 0 


ou 


doc 

_ 


+(«) 


<p.(w) 



u Mm) 


/V» 


x(") 



M 4* ( " ) 


X 


n—m <-2 


22. L'équation de Riccati 


dy_ 

dx 


P 


Q/ 



où P, Q, R sont des fonctions de a?, peut s'intégrer par qua- 
dratures dès qu'on en connaît une solution particulière y K . 
Posons, en effet, 


y 


y 


I 


] 
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L'équation transformée sera 


dx 


\ dz 


z " 



p + Q r. 


1 



t-RI y\ ' 2fx 




I 


et comme on a, par hypothèse, 


P 4- Q.r, 



on obtiendra après réduction et multiplication par 


-2 

4J? 


£3 


(Q 



2Rv 1 )i 


R, 


équation linéaire. 

Intégrant celle-ci, on voit que l'intégrale générale^ de 
l'équation de Riccati se présente sous la forme d'une fraction 
dont le numérateur et le dénominateur sont linéaires par 


c 


Réciproquement, soit y une fonction déterminée par la 

I m 


relation 


y 


G F 



G 


CH 



K 


G, H, K sont des fonctions de G 



ar- 


bitraire. On en déduit 


C 


G 


Ky 


et en dérivant 


F' 


(H/ 


F) (G 


Ky)' 


F)' (G 



= o. 


Effectuons les dérivations indiquées; les termes en y y' 
se détruisant, on aura une équation de Riccati. 


23. Considérons comme cas particulier l'équation 


(7) 


dy 




y 


Cl OC 


m 


où a et m sont des constantes. 
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Changeons de variable en posant 


t 


m ■ 


2 ~ 


— > V t — t • 

t * 


on aura l'équation transformée 


,(ï — ltz)dt — riz 

V 1 —, \- (t — Pzy 

dt x ' 


at 


ou, en réduisant et divisant par 


dz 

(8 ^ 


dt 


r2 r* t — ttt — 4 



équation semblable à Ja proposée, sauf le remplacement 
de m par — m — 4* 

Faisons cet autre changement de variable 


i 


b 


_ } 

z 


il viendra 


b(m + i)ds , b 1 



m ^ 2 


at 


z 2 t m - hl 



ou 


dz a 9 b 




b ( m H- i ) m + i 



a 

Si nous prenons la constante b égale à — — — - > 


Ky) dt ~~ (m Hri) 2 


II résulte de là qu'on saura intégrer Féqualion (7) dès 
qu'on aura intégré l'une des deux équalions analogues (8) 
ou (9). 

On en conclut que l'équation peut être intégrée si m a 
l'une des deux formes suivantes : 

4* Ai 

m i — ; j ni. = : , 

2£ -H I 1 21 — 1 



1 désignant un entier. 
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Le cas m = mt se ramène, en effet, au cas où 


m f 

m — = 


et celui-ci au cas où 


m = — m! è — 4 = nii_ x 


Poursuivant ces réductions on finira par arriver au cas où 
m = ni 0 = o, pour lequel l'intégration peut s'effectuer immé- 
diatement en séparant les variables. 


24. Considérons encore l'équalion 




1- (3/ dx x m y 11 (ax dy by dx ) — o . 


O 


n a 


(axdy -h By dx)x^' 1 y 0L - ï = d(x$y*). 


L «expression générale des multiplicateurs qui rendent in- 


tégrable mm dy -f- py dx sera donc 

xP-iy*- 1 c?(xP y a ). 


On voit de même que l'expression générale des multipli- 
cateurs de x m y n (ax dy -+- by dx) sera 


11 résulte de là que xV-y 1 rendra séparément intégrable 
chacune des deux moitiés du premier membre de l'équalion 
proposée et, par suite, sera un facteur intégrant, si l'on a 


à — a — i + = ci — \ — n a*0j 
juc = (3 — f + (3^= b — r — m br). 


Ces équations simultanées détermineront aisément ç, r j7 
X, (a, si le déterminant ab — fia n'est pas nul. 
Si ce déterminant était nul, on aurait 


a — ka, b — £3, 


3o 
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et l'équation se réduisant à 


( , kx m y n ) (ax dy -4- (3/ dx ) 


o 


serait intégrable sans difficulté. 


25. Considérons enfin, avec M. Darboux, les équations 
différentielles de la forme 


A dX -h B dY -i 




où A, B, C désignent des fonctions rationnelles de X et 
de Y. 

Ces équations prendront une forme plus symétrique si Ton 
remplace, comme dans la théorie des courbes algébriques, 
les variables X, Y par des coordonnées homogènes, en posant 


X 


OC I oc 



(3..r 



OLX 




y 


Y 


<x, x 3, y + y.?* 


a x 


y 


On en déduira sans peine pour dX, d Y, Yo?X — XdY des 
expressions de la forme 


a {y dz 


z dy) 


6 ( z dx — .r dz) h- c ( x dy 


y a. 



(<xx 



yz) 


2 


Ces valeurs, substituées dans l'équation proposée, donne- 



une 





e 


(io) L(yd. 


z 


dy) 


M(zdx 


x dz) 



y dx) 


o 


1 


L, M, N étant des fonctions homogènes en x^y^ $ et d'un 
même degré, que nous désignerons par m. 

équation peut encore s'écrire ainsi 



(ii) 


P dx 



Qdy 



R dz — o, 


en posant 


P 

Q 

R 


Mz 

Nx 


L z 9 

• , * 

Mx; 
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d'oi 



(l2) P^? + Q/+R^=:0. 


26. Pour chaque point y, z du plan, la direction de la 
tangente à la courbe qui représente géométriquement l'inté- 
grale sera donnée sans ambiguïté par l'équation (11). H J a 
toutefois exception pour les points où l'on a simultanément 


s 


• 

P = o, Q = o, R = o, 


pour lesquels l'équation (il), étant identiquement satisfaite, 
n'établit plus aucune relation entre dx, dy y dz. 

Ces points singuliers sont évidemment les seuls par les- 


uels puissent passer plusieurs branches de courbes dis- 



tinctes satisfaisant à l'équation, différentielle. On peut donc 
affirmer que tout point multiple d'une courbe intégrale ou 
tout point d'intersection de deux courbes intégrales est né- 


rement un point singn 



lier. 


Gh 


ma 



m 



de ces points singuliers. Nous re- 
que les points communs àP = o, 
i) 2 , satisfont en vertu de (12) à la 


relation Kz = o. O 


(m + i) 2 =^ + Y), 


f\ élant le nombre des points communs à P=o, Q 


o, 


z = o. 


D'autre part, les m -+- i points communs à P == o, z = o 
satisfont à la relation Qr = o. D'ailleurs, un seul d'entre 


eux, savoir 3 = 0, j=o, satisfait ky=o. Les m autres 


donneront 


Q = o; 



c 


■fi — m et £= #» s -h mH- 1. 


27. Cherchons maintenantla condition pour qu'une courbe 



I î 


Kl 
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algébrique 



o 


soit une intégrale de l'é 
difïérentiant l'équation ci- 



On trouvera, en 



us 




dx 




dv 


d 


V 4-' 

IF 



dz 



z 


o. 


■ ■ 

On a 'd'autre part, pour tout point de la courbe, 



àf 

dx 


y 


àf 

ày 




d 


pf 


fc ■ 

M 


p désignant le degré de la cour 
D( j s deux é 



o. 




dx 


à y 


àf 



y 





OC 


X 




dont la combinaison avec l'éc 



ion di 



e (10) d on - 




o 




entier. 


jK? &i tel qu'on ait 

■ 

donc identiquement 


est un' polynôme 
sjstème de valeurs de x 1 

par f) on aura 



Lj- 4- 

ox 




àv 


-h 




dz 


1 

Kéta nt un polynôme entier, de degré évidemment égal 


a 


m 


1 . 


Telle est donc l'équation de condition cherchée, laquelle 



7 1 


ncore s écrire am 


Kx \ àf 


si 




Kk\ àf 


K 


àf 



on aura 


d'où 


int singulier de l'équation différentielle 


P 



Q 



O 


î 


R 


o 


L 


x 


M 

y 



z 


Soit À la valeur commune de ces rapports. On aura 


L 


mmm 


À oc j 


M 


N 



b 


O 


K 


4/ 




y 



ày 



* dz 



Les points singuliers seront donc de deux sortes : 



i° Ceux qui sont sur la courbe f 
2° Ceux qui ne sont pas sur cette courbe, et pour lesquels 


on aura nécessairement 


pl - 


P 


K 


o. 


/'n'a pas de point multiple, il est 


aisé de déterminer le nombre des points singuliers 




pre- 
mière sorte. Urn enet, > ^ ne pouvant s'annuler simul- 
ai ov oz 1 


donnera, d'à 


pre 


"ès 


tanémenL l'équation (i3) 
Algèbre connu ( Darboux, Bulletin des Se 


n théorème 


m 


séri 

e, t. II). 


L - 

Kx 

P ■ '. 


M- 

Ky . 
P 


■ N - 

Kz 

dx 


J. 


Cours, III. 


V 


w 


àf 
àf 


•m 

0 



u 


àf 


3 


U, V, W étant des 


a 



P 




nomes de degré évi 


mon 



g u lier 
la courbe de degré m 


P 


2 



Le 


ur 


nombre sera donc 


P tm 






2). 


égal 



s sin- 


0 avec 



nous alk 


integ 





aire 


P 



ée 





» * 


T J \ ' ? 

. leurs degrés res 





vn 





La fonction co 
logue ; on a, en 



K/, 


gênera 


ner; 



on connaît an 

■ 

algébriques, on 
de l'équation pro- 


cès înLesraJies 


1 



iculières; p, 



posant, pour abréger, 





ra à une é 



on ana- 


01 



oc 




constantes a. a 


1 ? 


* * 



...)?• 



uvent être déterminées de 
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sorte qu'on 



04) 


«K 



cti Kj -+- 


m * t 


m 


àh 

ôx 




dN 

dy àz 



( 1 5 ) 




2, 



l'expression cp sera un multiplicateur qui ren 
exacte le premier membre de l'équation différentielle. 

En effet, il faut et il suffît pour cela qu'on ait les trois 
équations de condition 


d cp ( M z 


ô 9 (Na? 


Lz) 



ôx 


Dévelo 



une 



et remarquant qu'en vertu de l'équation ( 


i 



homogène de degré 



2, d'où 


x 




f- Y 


do 



dz 


( 


m 


2 ) ©, 


enfin tenant compte 




dN 

ôx 


dN 



dy 


dN 


d 




1 


ces trois équations se r 



nt à l'équation unique 



ôx 



OU 


dN 



v * 



que nous supposons satisfaite. 


Les deux membres de l'équation (i4) étant des polynômes 


Jiomogènes 
m ( m 




i 


leur 




ra 



i 


2 



m (m 


* * * 



î) 


2 


équations de condition 

i 

total des 
i , et il suffira, en g 





en a 




a 




ir 



■ fi 




■ ■ 




1, d'avoir 


m (/n 



i) 


2 




-es pour 



un multiplicateur et en 


déduire par quadrature l'intégrale générale. 


30. Ce résultat serait en défaut si le détei 
tions de condition était nul; mais, dans ce c 




equa- 
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s quantités a de telle sorte qu'on eût 


(16) 



et p 




1 


"1 * . • • 


o 


7 



«1 p\ 



o. 


Or il est aisé de voir que, si ces .conditions sont satisfaites, 


const. sera l'intégrale générale de 1 équation proposée. 




, a étant homogène 



OC 



D'autre part, 


dx 


do 



n aura 



_ 1 

z 


dz 


o. 


o 


A 



L 


^9 
dx 



M 




ou 




1 — 




do 


dx 


M* 




do 
dz 


Nx 


Lz 


M x 




on 



ui t 


d'où 



c l'équation différentielle 


dz 




Les 



eq 


/ 

. , m (m 
uivalant a — ■ — 

2 



o 



i équations 



es et 


tes si le n 



gènes en a, a,, 



_ 

t toujours être 


m(m + 1) 


2 





ces quantités est au moins égal à 

des cas, 






condition ne seront pas distinctes, ce qui réduira le 

es solutions algé 
tion de la mét 




s nécessaires pour l'appliea- 




En effet, pour que le polynôme aK + a 4 K< + . . . soit 



uement nul, il suffit 



l 


s 



points x, y 


1 




po 


ur 


m [m +• 1) 


2 


car on obtiendra ainsi 


m (m 



2 



inéaires et homogènes entre ses coeffi- 




Ceux-ci seront donc 


nuls, à 



ins que le détermi- 


nant de ces équations ne soit nul (ce qui aurait lieu dan 


îd 




m 


i 


passe par quelques-uns d'entre eux p 


nécessairement par les autres). 


a 



3, soit y, z un point singulier qui n'appartienne 
courbes f\ f u , ... On aura, pour ce point, 


K 


d'où 


Ip, 




{ap 


'équation de condition aK + a, K 4 




o, relative à ce 


point, fera donc double emploi avec l'équation 


ap 




i 


o. 


■ 

Si donc il existe q points singuliers qui n'appartiennent à 


bes/, /, 


• 9 % 


(et qui ne soient 



s que 


toute courbe d'ordre m — i, qui passe par quelques-uns 
d'entre eux, passe nécessairement par les autres), on pourra 


) • • • > 

s'an- 


nule, et le nombre des équations de condition distinctes se 




m {m -4- i) 


i 


2 


q. 11 suffira, pour y 





m (m 4- i) 


2 



2 


q intégrales par 



ri 


ques 


31. Su 



osons, par 



, que l'on connaisse 


m 


e se touchant mutuellement nulle part, et telles que la 


somme p 




...de leurs degrés soit éga 



m 



2. 



l'intégrale générale. Il suffit en 


, qu'on ait 





o 


> 



2 


2 


9 



veri 



que cette é 



est 




■ 
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querons que chacune des courbes données, telle que/, passe 

points singuliers, qui sont précisément 



ses points d'intersection avec les autres courbes du système. 


Chacun de ces points se trouvant sur 
leur nombre total r sera 



x de 1 ees courbes, 




;/i4-2 — p ) ( m 


2) 2 


2 


2 


I 

2 



Le nombre q des points singuliers qui ne sont sur au 


de ces courbes sera 



ne 




m -+- 1 


(ni 



m — H — 2 p 2 , 

2 2 1 



Substituant dans l'équalion de condition 


devient 


i 

2 



2 


> 




3. 


précé 



te, elle 


Le cas le 


dessus est 





n eiiet, 


au 





■i ■ 



us défavorable pour l'existence de l'inégalité ci- 





■ 





5 





ui ou tous les nombres p sont égaux à l'unité. 




quantité au moins égale à i . 
Or. si tous les n sont 


tie l'on ait p 
2 sera diminué de \ (p 2 + 

' 1 t 


e ces nombres p par deux 


(jl sera accru 



r, si tous les jp sont égaux à l'unité, on aura 


/ ff 

PP, 




2 


et les deux membres de Péquâtion sont égaux. 


32. Considérons, comme application, l'équation 


(ax + b y cz) (y dz 




y + c'z) 



b" y -+- c" z) (x dy 


x 


y 



) 




O. 



uation 











(ax 


S DI 


. En elFet, 


/ 





7 e1 








la théorie 


o 






* * y 

by -h cz)u H- (a f x-\- b f y-h c'z)v 4- (a"#-f- + c"*)w 


— k(ux 





étant une constante. 


Cette équation donne les trois suivantes 


(i7) 


au -+- a v 
bu -h b l v 



al 1 w 




b ff w 


eu + C l V -h C" W 


kv, 


d'où l'on déduit pour À l'équation du troisième degré 


k 


a 



1! 


b 


c 


b 


k 



C 


k 


O. 



/r 3 ses trois racines, A chacune d'elles k 
correspond une droite / p , pour laquelle les rapports des coef- 


ficients u, p, useront déterminés en fonction de k p par les 

équations (17). 

Gela posé, l'intégrale générale sera 


f*i f a 2 foc 

j 1 j 2 j 3 



a,,'a 2 , a 3 étant déterminés par les relations 


&i ki + 0C2 k 2 + oc 3 A* 3 


o 


o 


1 


auxauelles on sali 


quen 



k 



en posant 


k 




k 


Ï9 


#3 


Ai — k 


33. Les équations différentielles 


4o. 
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où la dérivée y J se trouve à un degré supérieur au premier, 
exigent, pour être traitées par les mélhodes qui précèdent, 


la résolution préalable de l'équalio 




ajr, ce qui 


peut présenter de graves difficultés. Mais on pourra, dans 


certains cas, se dispenser de celte opération par l'introduc- 


tion de variables auxiliaires. 


31. i° Considérons d'abord Jes équations qui ne contien- 
nent que la dérivée^ et une seule des variables x y y.. 
Ces équations sont des deux formes suivan 



o 


ou 


/(y. y') 


O 


5 


suivant qu'elles contiennent la variable indépendante x ou la 

SI • ■ - . Il 


fonction inconnue y. Mai 


1S c 



amènent immé 



ement l'un à l'a 



deux, types de fonctions se 

■ 

prenant la fonction 





ur v 


ariable indépendante, et récipro 



ement. 


Nous nous bornerons 





ne à considérer les équations de 


(.8) 


/ 



r') 


O. 


1 1 on sait exprimer y et y au moyen d'une variable auxi- 


liaire u par deux équations 


y 


y 


+(")» 


dont le système soit équivalent à l'équation unique (18), 


1 


'intégration sera ramenée aux quadratures. On aura, en effet, 





d 


7 ^ 

ou 


X 



o 




st. 


avec 




Ce cas se présentera en particulier si l'équation (18) repré- 
nte une courbe de genre o ou î , lorsqu'on y considère y, 
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4l 


y f comme les coordonnées d'un point. Les fonctions cp et ù 
sont alors rationnelles ou elliptiques, de telle sorte que les 


intégrations pourront se faire. 


Considérons, par exemple, l'équation 


y 



y 


r-2 



y 


,2 


O. 



uy 1 \ substituant et supprimant le facteur^'-, il 


iendra 


y 


i 




« 3 , 


X 



I 


3u* 


i 



u 


2 


du 



3 4 


i 


i 


u 


u 


i 


du =z 3 u -+- log 


î 


« -h i 



c 



35. 2° Il existe une classe assez étendue d'équations 
rentielles qu'on peut intégrer à l'aide d'une différentiation 
préalable. 

Considérons, en effet, l'équation 


y, y f ) 


o. 


On en déduira, par la différentiation, 


dx 





dy 


dy 



àf 


dy 


-,dy' 


O, 


enons y' pour 



auxiliaire; nous aurons la nouvelle 



dy 



dx 


o 


qui, combinée à la précédente, donnera un sjs 
équations simultanées pour déterminer y, y r . 

on soit parvenu à délerminer des 



eux 





cateurs M, N, tels qu'on ait 





y dx ) 


étant une diffé 



* 

exacte. 


4^ 
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0 





o 




I 



r i 





f 


o, 


do 

T 




o 


c 


On n'aura plus qu'à éliminer y' entre ces deux 

x y y et 


s pour avoir la r 





ire c. 


Les deux systè 





u inhni, ou 



s d'é 



ons 


ents pour les valeurs de x 1 y 1 



in 



De là peuve 




d'être 

N 



ions 




, par 


exemple, l'éqiu 



y 


OC 


! 





linéaire en x et y. 
n en déduit, par 




('9) 




f(f)dx 




Cette équation étant linéaire en x et 


dx 


n 



5 on 




? un mu 



icateur, 


fonction de la vari 



t en deter- 




on primi 


Un cas 

r 

tion de Liai rau t 



ra x en 


ur, substituée 



'éci ua 



J 




L'équation auxiliaire (19) se réduit dans ce cas 


a 



o 


En égalant à zéro le facteur dy 1 , on aura 





I i 



et, en substituant 



q nation 



y 




cp(c). 


La solution générale représente donc un 
On aura une solution singulière en posant 



de droites 


o. 


Celte équation, associée à l'é 





, représente 

■ 

urnies par l'intégrale 


37. L'équation différentielle 


(20) 



'2 


(x 


y 




o 


peut se ramener à l'équation de Clairaut, en posant 


u 


d'où 


y 


V 


1 


2 oc doc 


du, 



doc 


2 

dv 
du 



dv ; 


y 


x 


y 


Substituant dans la proposée et multipliant par ^> il vient 
successivement 

x % v n 





1 9 

y* 



-h ( u 


V 


uv 


f 


A 
B 



o 


o 


A 



I H- f 


L'intégrale générale sera 


B 


A 


eu 



I -h C 


- C 


ou 



.2 






-Al 

- C 



ons maintenant 


c 


B 



1 



V 


\ étant u 
viendra 



ouvel 



constan 




2 


A+ 1 




préc<' 


B 




- T 



n 



e- 


et représentera un système de coniques liomofocales, ce qui 
concorde avec un résultat trouvé dans le Calcul différentiel 
(t. I, n° 167). 


38. Supposons qu'en intégrant par divers procédés une 
même équation différentielle 





on ait obtenu deux s 



r 



/ f 1 i c 

ns générales de la forme 



n aura, comme n 


forme 




con 


const. 


ous Pavons vu (13), une relati 


■ i ■ ■ ■ 

transcendantes 



la 


F(cp). 


On peut déduire de cette remar 



démonstration 


nouvelle des propriétés 




entales de plusieurs fonctions 


3 



Considérons, en effet, l'équation différentielle 


dx 


/y* 


L'intégration direc 



loga? 



dy 


y 



era 




const. 


1 


et donne 


On aura 



DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRE 



autre part, l'équalion peut s'écrire 


# % 


o 


y dx. 



x dy — d xy 


xy — eonst. 



ne 


log^r logy 



Pour déterminer la forme de la fonction es, posons 


îl viendra 


y~ i. 


logx — 9 (x). 


n aura donc, en général, 


\ogx 



lo 


gy 



40. Considérons en second lieu l'équation 





dy 


i 


9 



o 


I 


y 


2 



L'intégration directe donne 


arc %\wx -+- arc sinj^ 


const 


D'autre part, chassons les dénominateurs et intégrons; îJ 


VI 



ra 



dxsf 


i 


y 



const. 


et, en intégrant par parties 




i 


y 


2 



i 


2 



^y 




d * 

dy 


i 


o? 2 



i 


const. 


L'intégrale qui reste ayant tous ses éléments nuls, en vertu 
de l'équation différentielle, on aura simolement 



46 






et, par suite 


a 



m x 







cp \x \J, i 


y 


o : 


y 



y si 


x 



celte équation se réduira a 



ne 



arc sin x 


arc sin 






arc sin y 


cp(x) 


cp est un arc sinus, et l'on 


in(. 


arc sinid? v/ 1 




y 


2 



41. Considérons enfin l'équation différ 




d oc 


A(a?) 



dy 



o 


r. 



X 2 ) (l 


-n . 



)• 


L'intégration directe donne 



- * 


F(ar) 




consL, 



F désignant l'intégrale elliptique de première 


espèce. 







de l'équation iïEuler, admet line intégrale 


ique (t. II, n 


os 



, indiqué 







_ m 

■ » r « 

_ 

£ étant une variable auxiliaire. On en déduira successive- 


ment 





x % ) (i 



j 2 )(i 


et, en dérivant par rapport à t, 



y 


2 


X 


de 

d'y 


2 


<ik % x* — (i -+• k*) x, 



: 2 /f 2 V 3 


y 


d l x 
~dF 


dt 2 



dt 



x 1 




x 


~dt r 


x 


dy 
dt 


d' l x 


y 


dt 


2 


X 


d^y 
IF 


y 


dx 
~dt 


/y* 


dy 
dt 


(i+/f 2 )j, 


ik % xy (x 


(i 



2 £ 2 # > 


i 


k 2 x 2 y- 


2 k* xy ( - 


dx 


X" ) , 


i 


k*x 2 y % 


et, en intégrant 


et enfin 



On aura donc 


F(a?) 


Posons 


x 



y 


dx 
Ht 


log(i — k 2 x*y 2 ) + const., 


x 


dy 
dt 


k~x 2 y 2 


ÉtE9É 


const., 


yA(^) + ^A(.r) 


k' 2 x 2 y 



2 


const. 


yA(x) 



i — /r 2 ^ 2 



o; 


■ 


cette é 





a 


o(x): 


48 


On aura donc 
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F(x) 




x) 



x A(/)l 



x*y % 



Posons 


x 


sn w, 


d'où 



en u dn u 1 


y — 


sn v 


7 


en v dn ( 


r * • 

Nous retomberons sur la formule connue 


sn ( 



v) 


sn « en 



sn v en a dn a 


i 


A: 2 sn 2 a sn 2 <^ 







. Tout système d'é 


i van 




l'a vu, au type normal 


doc j 

j 

dx o 


Xi? 




* * 




simultanées, 
être ramené, cou 



d 



^ OC q 



n > 


X ( , . . ., X„ étant des fonctions de .r 0 , . . ., 



équations étant mises sous 



(0 


F* 



k 


X/ c dx 




cherchons à en déduire une combinaison 


2 V-i^k 


o 


dont le premier membre soit une di 



e e 


L'identité 



donnera 



k 


k 



OXq 




k 


de? 


dx 



0 




• ■ 




r 



dx n 



i 


do. 


, n). 


fl r 



[j., on aura, pour 



> l'équation aux 


( 2 ) 




X 


A- 


dx k 


o 


■ 

43. L'intégration de l'équation (2) et celle du système (1) 
sont deux problèmes équivalents. 


En effet, si, par un procédé quelconque, on est parvenu à 
obtenir une solution générale du système (1) ('), représentée 


par n équations 
(3) 


o, 


o 


entre x Q , . . x n et n constantes arbitraires c,, . . c n , on en 
déduira aisément toutes les solutions (ou intégrales) de 
l'équation (2). Résolvons, en effet, les équations (3) par 
rapport à c 1? , . c„; elles prendront la forme 


(4) 


0>i 

I 1 


c 


1> 


I 


D'ailleurs, les premiers membres cp ( , . . . , ® n de ces 



uations 


seront des fonctions 



de 


#0, 


c'est-à-dire 


qu'elles ne seront liées par aucune relation; car, si une sem- 

ion existait, les équations (4) ou les équations 

w JE. 

entes (3) seraient incompatibles, sauf pour les sys- 






tèmes de valeurs des c qui satisfont à cette même relation, 


et, pour ces systèmes de valeurs, elles cesseraient d'être dis- 


tinctes. 


Cela posé, les équations (4) donnent, par différentiation, 


do* 
1 1 


o, 


• 9 


d 


O. 


Ce système devant être équivalent au système (i), on aura 
des équations de la forme 


Do 


nc .cpi, . . . , m ê sero 



de Té 



tion (2 



0 

(*) On verra dans la Section V qu'il existe toujours de semblables solu- 
tions. 


autre fonction queiconcfue <de 

. Si nous trans- 


Soit maintenant y une 
a?o, . . - , œ n , qui soit disti 


*™ U 7 • 7 — »7 1 m L 

formons l'équation (2), en prenant pour variables indépen- 




mes y, o t , 


m 9 


0 


f m elle pr 








a forme 



o 


Mais elle 



p 



Mi 



o 


i • 


1 


M* 



O. 


L'éauation se r é d ai 


fonction m 


F(r, • 


est nécessaire et su 



c, pour qu 



cette équation, il 



9 


» 9n)f 




s y. La 


me générale des intégrales cherchées sera donc 


où F est une fonction arbitraire. 


n 



ons 





e 


nous 




déterminé 


(2) ; on -, au r 






mina n t n 
linéaire entre afo 


étant des fonctions 





4 ? 



I i 


i rv 


■pn - - ■ ■ 

valent (') au système 


o 




1 








ne doit eadster aucune 

# 

d® n . Le système (i) sera donc éqiu- 


O 




nt îmrae 



la solution générale 


f 1 


11 



n 


C 



-T— — 


— — 


(*) Sauf pour les systèmes de valeurs des variables 



ent inlinis 


les *<î<^ffcients leti# déterminant. Oes tT systèixfes'Aetront 


être considères à part 







s, d'après Jacobi, m 



5i 

eur \e 


déterminant jjl des coefficients 


dx k 


Si l'on remplaçait le système des intégrales e© i5 o n par 


un autre système d'intégrales distinctes ^ 



) ? • * • 5 

on obtiendrait évidemment un nouveau 



i 



{jlJ, J désignant le jacobien de <J^, , . . , ^ par 


est aine 



de 




arbi 
par 



arbitraire. En effet, F désignant une fonction 
ire de ©4, . . . , o ni que nous supposerons 





pie, il suffira de poser 



4 



avoir J 



?2) 


?» 


45. Soit ô l'un des nombre: 
ce que devient le déterminant 


^ 


■ 


dx i 


m # 



par Dp 




dx n 



u'on y remplace les éléments 


les éiémen 



■ 

Comme on a 


dx 


0 




X 


k 


dx 


k 


• ? ^ ) 



il viendra évidemment, en su 







termes qui se 




o 




k 



1 


Or le second membre de 




on voit î 



est nul; car, en 


ue c 



H| \jr Sir 

fonction linéaire des dérivées secondes ^ » et que 





r 


de deux déterminai! 


ces 



a pour 



somme 



ui ne 


deux colonnes 



e 



icat 


vées partie 


(5) 



k 



ue par .l'échange de 





o 





aux 



Réciproquement, tout 


un multi 


deviendr 





eur. Posons, 

— 

la substitution de cette val 





onc v es 




e 



ulv un multiplicateur. 



ns c 



a ce 


es-là, forment un systèi 


qui, 

tions distinctes. Si nous 

endanles, les équations F# pren 



erminer seule- 

l'équation (2), 

0 5 • • • .) h 
1 fonc- 





es 9 et les y pour variables 




nt la 



F 



O 


l'y 



O 


I, 2, 


i). 


En les résolvant par rapport à dy K , on ob- 


tiendra un nouveau système équivalent 


G 


1 


«ÎF, 


1 


o 


7 




• * * • 


* * 


■ 


(6) 


( 


G, 
G,- 


^ t ^1 " • • ~~ H ^ » ^ 7fc 



O 


F 




i 


0 


• * 




dfn-i 


o, 


O. 


Les i premières équations de ce nouveau 



donnent 


imme 



ment 


const., 


9n 


const. 


n 


11 ne restera donc plus qu'à intégrer 
— i formé des équations 


le svstèrne 

*/ 


d'ordre 


(7) 


G; 


O 


G 


il 



OU Oij - 


i 


, o n doivent 


être 


con 



comme 


des 


con- 


stantes. 


Les multiplicateurs du système (6) s'ooliennent évi- 


demment en divisant ceux 
des coefficients a 



stème (i) parle déterminant A 



D'ailleurs l'équation aux dérivées partielles qui les caracté- 


rise, se réduisant à 


dp' 





dix! Y n -i 


o 


n — i 


\ 


montre qu'ils sont des multiplicale 
donc on connaît un multiplicateur p. 


Si 


mult 



A 


système 


Il résulte de là que, si l'on connaît n — i intégri 



et un 


mu 




système (i), la fin de l'intégration s'ob- 


par de simples quadratures; car la question se 

c^nl^ pnnflhnn du nremier ordre, dont 


on con 



t un mu 



icateur. 


54 




CHAPITRE I. 



. On a s 


équations diffé 


lement 


mu 



catear. Le cas le plus simple et le plus important en même 

_ _ _ 


temps est celui des systèmes d'ordre 2/1 et 


vante 

( 8 ) dx t 



forme sui- 


dt, 


dpi 




dt 


M 


■ 

où di désigne une fonction c 



ble 


Ces systèmes sont connus sous le nom de systèmes cano- 
niques. Ils se rencontrent dans les plus importantes questions 
de la Mécanique. 

D'après la théorie précédente, leurs intégrales cp et leurs 

icateurs [a seront délermi 
dérivées partielles 


mu 




les équations aux 



do 


dxi dpi dpi dx t 




o 


el 






n 


1 



O* 


Il est clair qu'on satisfera à cette dernière équation empotant 


si m 



.2 >W5 



I . 



armi les intégrales, nous distinguerons 


celles qui sont indépendantes de t\ elles seront données par 



terenee 


quation 


(9) 



11 






II 


dpi doGi 



o 



uelle a 



i solutions distinctes, en fonction 



et 2 n 

s toutes les autres peuvent s'exprimer 



Si r 


on a 




me 2 M 


2 de ces. solutions, cd 

7 i 


\ r 


5 <p2fl-2î 


on poui?ra achever l'intégration par cta simples quadratures 
En effet, soient y, y K deux 



ues 





es de 


i 1 



pour 


variables indépendantes les <p et les y à la place -des x et des jp. 


11 nous restera à i 






i S 







//»/ 
a y i 

dt 


Y ! dy , 



et dont nous connaîtrons un multi 
Ce multiplicateur y! satisfera à 1 


ur. 




ày\ 



dp' Y, 

- ' ■ 1 

dt 


_ 


o * 


Mais tous les éléments qui entrent dans le calcul de tt'j Y n 
Y 2 sont indépendants de £; donc l'équation précédente se 



a 



dy 


H- 




et pi 7 sera un multiplicateur de l'équation 



i 


Y, dv. 

4/ 


On pourra donc intégrer cette équation par quadrature, et 
obtenir ainsi y ( en fonction de y. Substituant cette yaleuf 


dans la seconde équation, on aura t par une dernière qua- 



48. L'expression 






do dty 

dxi dpt dpi dx t 
rme le premier membre de l'équation (9), se représente 



par (6, cp). De la définition de ce s 


ymbole 



11 s leurs proprie 
nous signalerons les suivantes : 





(10) (c, 9) 


o 


(c étant une cons 



(11) 9) = o (si 9 et sont indépendantes des 


(12) 


(13) (9, cp) = o, 

(14) (F(^, ...), ?) 


((<Fl» 


<9F 



1 


(9F 





2 
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CHAPITR 



ormules 



à (i 



esu 



t immédiatement de la 


définition du symbole <p). Pour vérifier la relation (i5), 



uer 



e son premier m 


de termes dont chac 



tle pro 


ordre de l'une des fonctions <p,, cp 2 , 



é est formé 
ée du second 



par des dérivées du 


Go 


hacune des deux 


les 



es termes qui contiennent les 
ils seront de l'une des 




d®< 


dpi dxi 
dy { 


doc i dp h dx k à 



âo { do 


2 


dccidxjc dpi dp k dpidpk dxi dr k 


■ ♦ 


et proviendront exclusivement des 
l'équation (i 5). 



derniers termes de 




vernie 



s, aisément que chaque terme de l'une 


des formes ci-dessus provenant du second ter 



1 & ^ 

est détruit par un terme corr 


eme 




de l'é 


equa- 
nt provenant du 



• De la 




nous venons d'établir découle 



e conseque 



importante, con 


r 






sous le nom de 

- r- ... 



Soient 



ues de V équation 


aux 



i 




: O 


(où à est une fonction 

in té gra le . 





i 


'expression ((p,,^) sera 

■ 



n 




<Pi) 


o 



1 



on suppose 



?, on déduit 


(o, <p 2 ) — o, 
((^i ?0» ?i) 




o 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 


«7 


et, par suite, 


(+> (?n ?0) 



((?!, <p,),^)=0 


Supposons donc que l'on connaisse un certain nombre 
d'intégrales distinctes cp t , . . . , de l'équation proposée, on 
en déduira de nouvelles intégrales cp 2 ), . . ., cp*)« 


Si ces nouvelles intégrales sont des fonctions de cp 4 , . . . , o*. 
cela n'apprendra rien de nouveau; mais, si quelqu'une 



'entre elles y>k+i est distincte des précédentes, on pourra la 
leur adjoindre, puis refaire la même opération sur le syslème 
" " " , et ainsi de suite, tant qu'on trouvera de 


ft 


• 7 


nouvelles intégrales distinctes de celles déjà connues. 



* 1 . 

. Revenons à la théorie générale des systèmes d'équa- 


tions simultanées de la forme (1). Si, dans un semblable sys- 


tème 


(16) 


F. 


o, 


F 


71 


en x 0 £ 


0) 



n 



ni 


et £ élant un 


nous changeons # 0 , x n 

a, . . \ n étant des fonctions de #0, • • • 
paramètre infiniment petit dont nous négligerons le carré f 
nous obtiendrons de nouvelles équations 


(17) 


G, 


o 


• 1 


o. 


Si ces équations transformées sont des combinaisons 


linéaires des équations primitives, telles que 


(18) 


G, 


a li Fl 



m # 


a n i F 


i , . . . , fi ) ? 


nous dirons que le système (16) admet la trans 



ation infi- 


ni tes iiïî.3 Ig * * * 7 s? /? * 


L'étude de ces transformations infinitésimales se lie inti- 



emenl à celle des intégrales et des multi 


leurs 


du 


sys- 


tème proposé. Nous remettrons l'examen de cette question à 
la Section suivante, où elle se présentera sous une forme plus 



Nous nous bornerons pour le moment à montrer 



:hapitre i 


que l'ordre du système peut 
transformation infini tésima 
aux dérivées partielles 




0 


abaissé, si Ton connaît uae 
. Ç», telle que l'équation 






n 



gree 



* A * 

puisse être i 
Soient,>e 
équation. Lorsque 
x a -\- $ m M' m . y n. resteront invari 


t, m m . . n Yn les ^ intégrales distinctes 
ne x^.+*^x ft seront changés en + 




es en x 





1 


a qu 








Soit, d'autre part, £g ce que dev 
en fonction de x 0 , y l5 . . y« et p 


i • 


o 




car y,- se trouve 



exprime 


lion. 


de 



ïtant 



aitées comme constantes' dans l'intégra*- 


i 

La trans 





n e e 


1 ! 




0 


sans altérer y K y . 


• 5 



71 


A 1 

, accroîtra y 0 de zr\ 


0 


Ê. 


Si donc nous prenons pour variables indépenda 


y m • I e système transformé ne 




pas quand on 



trayo de e, sans changer les a 


1 



Cela posé, les équations de ce nouveau* système, résolues 


par rapport aux différentielle 


r e su 



de la forme 



5 


, dy U) donneront un 




dy n 


0' 7 


— » # 



i 




d' 


evi 



ouc que ee sys" 1 






s 



s 



uise qi 



on accroît yo 





nt que Y ir . . . r Y n soient; indépendants 



ÉQUATIONS- DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 

Il suffira dès lors* pour intégrer ce système 

i 


i° D'intégrer le système d'ordre n 




i 



n 


Y, 


• * 


Y 
1 u 


ce qui donnera y 2 , . . ., y n en fonction àe y x ; 
2° De substituer ces valeurs dans l'équation 


dy 




5 9 




e donnera y 0 par simple 



Iralure. 


51. Parmi les cas d'intégrabilité de l'équation (19), le plus 


simple est celui où les variables sont séparées, £ 0 dépendant 
de# 0 seulement, ç f de x { seulement, etc. Le système 


(20) 


dx 


0 


dx 


a 


d'où dépend l'intégration de l'équation (19), s'intègre alors 
par de simples quadratures, et l'équation (19) admettra les 


intégrales suivantes : 



doc 1 

17 





dx 


0 


0 


i° Supposons, par exemple, que £ 0 ? \n soient 



Il faudra, pour réduire le 


système 



r nouvelles variables les quantités 


/1 




* * 


X 


II 




dx$ 


X 


0 



0 


2° Supposons, en 



lieu, 



x 
a 


0 


0 




71 



or 


6o 
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a 0 

dront 


, a n étant 



onstantes. Les équations (20) devien- 



0 dx 0 a x dx x 


&n doc n 


X 


1 



On en déduit 


I 



,#1) 


ou, ce qui revient au même, 


11 faudra 


xp 


const. 



0 



our nouvelles variables 


x 


1 


- * 



In 
II 


^ 0 



/ «0 


0 


OC 


a 0 log 



0 


S2. 



(21) 


u'on a une équation unique 


d n y 



n 


f 





\ 


5 



y 



n— 1 


il est généralement a 




ux de la re 



er parle système 


dy 


* -3 


m 


dy n ~ x 


• * * 


5 



...,y n 


Ce système est susceptible d' 



ment, d : après ce qui 



préc' 
1 



Si l'é 



n p 


à y et à ses dérivées: car le 


mettra t 


I 


ment la transformation infinitésimale qui remplace y,/ 


.1 



lorsqu'on y change x et y 


primitive se reproduit à un facteur près, 
x et y en x -+- zx\ y -+- ey ; car le sys- 



y 

a la transformation infi 



ace x 


y 



1 


• « 




i-i 



n 


2 )e 


y 


p 

/i— I 


*y> y 


1 


1 


s 


éq 



que par sa différentielle dans J 



rra 


cette 


lème d'ord 


bte 



quand on aura m- 
élimination de 



neJ 


53. S 


pposons que, non 


ement y, mais ses 


k 
l'équ 


i 


premières dérivées ne figurent pas explicitement 



y 


a î 


k : 


dy k 




yk+l 


dy» 


* • 7 


dx 


Ayant ainsi déterminé^*, on trouvera, par une série de 



quadratures, 


* ■ 


puis 


y 


k 2 


1 = J y k dx, 
ix f ^ y k t 



5 


expression que nous représenterons par la notation suivante: 


y 


On trouvera de même 


>k—2 



y 



enfin 



y 


k 


2 dx 



dx 


k 



e 



acees 


51- Ces quadratures successives peuvent 
par une quadrature simple. 

Soit, en effet, f(x) la valeur trouvée pour y k en fonction 
de a?. Ou aura, pour déterminer y, à intégrer 1 eauation 
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63 


Sous cette forme, il est aisé de voir que l'intégration 


peut être ramenée aux 


quadn 


les fois que 


fonction / ne contient qu'une seule des trois qua 




*,y,y' : 

i° Si / ne 



y 


* 

la seconde équation donnera 


i/o 


.V 



x ^ Cl X 



c 


et l'on trouvera ensuite 


y 


f y>- 

0 


dx H- c 


f 



dx 


0 



T v 00 ) dx + ex -h c'. 


o 


2° Si /ne dépend que dey', on aura 


d'où 



dx 


d y 


dy' 

A y') 

y' dy' 
/(/') 





/(/' ) 
g dy ' 

A y') 



'On aura donc .r et y, exprimés tous deux en 



ble y 




3° Si/n« dép«nd que dey, on déduira des équations ci 


dessus, la suivante : 


y 


f 




y 



t, en intégrant 


d'où 


x 



y 


dy 





c 




c 



ue. - 


avec le me 




rocédé ci-dessus peut 



ppliqué 


ucces a 



d 2 y 
dx 2 





car en posant 



il vie 



i d{y hl ) 


2 



y 



r 


dy 





inéaire qui déterminera j'' 2 en fonction dey au 


e deux quadratures. Une dernière quadrature don- 





y 



r 

ion, cherc 


s a 






rbure en chaque point est pro- 


la normale interceptée par Taxe 


bure R est donné par la formule 



D'autre part, en désignant par a l'angle de la tangente 



Cette é 


vantes : 


dx % 


n 



i 



dx 




u second ordre équivaut aux deux sui- 



dx 

dy 




y 


On déduit de leur combinaison 


et, en inté 


i 



y 


>2 


ny 


ou 


et enfin 


J. 


x 


T 


2 


Iog(i 



I 


y 


/ 


~J y 



y' 2 ) 



y 


I 

n 



Y 

c 


2 
n 




y 


o 


const 





5 
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TROISIÈME PARTIE 


CHAPITRE I. 


Parmi les cas d'intégrabililé de cette expression, on doit 

_ * m m. v — 


signaler parliculièrement les suivants : 


i° n 


i, d'o 




y dv 


v/c 2 


y 


'\2 


C) 



C 



y 



c 


f 


C m 


La courbe est un cercle ayant son centre sur l'axe des y 


2° n 


i , d où 


d'où 


et enfin 




y 


y 



y + si y 1 


e 


c 


c 


2 


C 


2 


-f- e 


2 


y~-c 


2 



C 


c 



ce 


c 



X' — c' 

t' 


.r 



6* 



uation d'une chaînetle. 


3° 


n 



il viendra 


■ 2, d'où 


x 




y 


dy 


c 

2 


C 


2 


0 


coscp), 


sin cp dcp ; 


x 



c 

2 


coscp C 

T 


COSCP 2 


■ sin 



/2 sin 2 - cp d® — 
2 1 


c 

2 


9 c • ^ 

tang — - sin q aco 

D 2 2 11 


cos 



c 

2 


sinç) + c'. 


La courbe est une cycloï 


4° n 


ÉQUATIONS DI 



NTIELLES 



2 ? d'où 



C 


c 


dy 



2 \Jc{y 


c) 



c 


f 


1 
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équation d'une parabole. 


57. Proposons-nous de déterminer le mouvement d'un 
point attiré vers un centre fixe par une force égale à m/(r)> 


r désignant le rayon vecteur et m la masse du point mobile. 



enons 



origine des coordonnées le point attirant, 


et pour plan des xy celui de la vitesse initiale. 


D'après les 



es de la Mécanique, la loi du mouvement sera donnée 


parles deux équations 


d 1 x 
~~dtï 


dt % 


f(r) 


y 

r 


On déduit de ces équations les combinaisons intégrables 


suivanles 


et 


o 


o 


y 


d oc 
~d~F 


dt dt* 


1 


d dx- 


x 



dP 


d ( dx 

[ y 


dt \ 



dy d 1 y v x dx -4- y dy 


dt de"- 




2 dt 


dt 


9 



dr 
dt 


r dt 


dont 1'inlégration donne deux équation 



y 


dt 


1 dx 



2 




x 


dy 
dt 


c 


Ll 



f(r)dr = o 


ord 


r 




emnlacons les 




/ 



X, y par des coordonnées po 


1 


r sinco 


m 
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I 


ces équations dev 



d 


r 


on 


t 


(23) 


r 


~dt 


c 


(*4) 


I 


2 



d'où, en résolvant par rapport à dto et dl et intégrant, 




c di 


r 



c 






c 


2 r 


f f{r)dv 


Le problème est ainsi ramené aux quadratures 



s trois 



par 



intégr 




58. à 


Appliquons ces f 

A: M 


nienne 


/( 



r 2 


constante 


masse 



attirant; on aura 


d'où 


ff(r)dr 




C 





r 



c 2 -H 2 /: M r — 2 c' r 2 


ou, en 



r 


i 





c du 



2C+2 




u 


c 2 u z 



c 2 du 


y/* 2 M 



arc cos 


2 c' c 2 


(c 2 ^ 



y/* 2 M 2 



2C'c 2 


C 2 M 


A: M 



2 



2c'c 2 COS ( CO 


c") 


ou 


(25) 


ÉQUATIONS 



r 


A M 



i 


y/* 2 M 


2 




e cos( Go 


ORDINAIRES. 


C 


2C' C 2 COS( W 


c")' 


C") 


69 



, pour aoreger, 



c 


P 



2C f C 2 


I 


A: 2 M 


2 


On aura enfin 


(26) 


dt 


1 


r 2 dtjy 


P 


2 dco 


et 1 



e cos (00 


c")] 2 


équation qui déterminera t par une quad 


oblème < 


ètement 


q 


mobile, sa vitesse initiale v 0 et l'angle ou qu'elle fait avec le 


On 
conque 


rayon vec 


teur 



r 


d(ù 



dt* 


v 


5 


ci 


do 
~dt 


rv sma. 


Les équations (23) et (24) peuvent donc s'écrire 


1 


2 


v 


2 


rv sina 


c 


r 



c 


! 


o 


On aura donc, en posant t 



o 



r Q p 0 sina 0 , 


c 



0 


1 2 
2 



On déterminera ensuite c tf en posant £ = t 0 dans Téqua 


tion(25); enfin, l'équation (26), intégrée de t 0 à t. don 



t 


t 


H 

•s tù 


tù 



C 



- e cos(o) 


7° 


TROISIÈME PARTIE, 


CHAPITRE I. 


L'équation (a5) entre r et co fait connaîlre la trajectoire 
du mobile. C'est une conique ayant un foyer à V origine. 


Ce sera une ellipse si c'!>o, une parabole si c 1 
hyperbole si c 


o, une 



On a, d'autre part, en désignant par A Paire comprise 


entre la courbe et les rayons vecteurs r et r 0 , 



i 

2 


/ 


^2 


du* 


L'équation (23) peut donc s'écrire 



2 


dt 


d'où, en intégrant t 0 à t, 


A 


c 


2 




por 



aires 


ne 



ites par le rayon vecteur sont donc pro- 



aw^? temps correspondants . 


Supposons la trajectoire elliptique, et cherchons la durée T 
d'une révolution. L'aire A correspondant à.cette période de 


temps sera l'aire totale Tzab de l'ellipse. On aura donc 



c 

2 


T 


D'ailleurs 


c 



I b" 2 

V kM a 


Substituant cette valeur dans l'équation précédente, il vien- 


d 


ra 


T 


2 ita 


2 


La durée de la révolution est donc indépendante de 


V excentricité de V ellipse et pi 
sance § de son grand axe. 



nelle à la puis- 




ORDINAIRES. 


7 1 



1 

■à 

us avons ainsi retrouvé toutes les lois fondamentales 


énoncées par 




. Soit à intégrer l'équation 


'3 


2 „W 


«y o H- byy 1 y n -*r c y*y 


o 


où a, 6, c sont des constantes- 


Prenant y, y n comme variables auxiliaires, nous aurons 
le système 


ay 


13 



byy'y" 



ày_ 

dx 


y', 


cy* 

dx 


dy" 



o 


J ? 


d'où 


dx 


c y 2 


y 


I! 


a 


y 



byy'y' 


On obtiendra donc x par une quadrature lorsqu'on aura 
déterminé les relations entre y, y\ y u au moyen des deux 
dernières égalités. 

Or si l'on remplace y, y 1 , y 1 par yÀ a , y'XP, yXï, les 



dy dv f 
orts -^ r , 


cy 


2 



r 


y 


ay 


/3 



byy'y 


-—jf seront multipliés par une 


même puissance de À, pourvu que a, (3. y soient liés par 



relation 


2(3 


a 


On peut y satisfaire en posant soit 



a 


2 


(3 


I 


y 


o; 


soit 



r 


y 


2. 


I 


Si donc nous 



ons de variables en posant 


y 



y 


y 


n 


e 


2u 


5 


es équations transformées, devant rester invariables si l'on 
it varier t ou u d'une constante, ne contiendront que les 

# 

ables. 






TROISIEME PARTIE. 


Ces équations sont en effet 


2 



dz -f- z(dt 



On en tire 




) 



R, R< étant rationnels e 
puis y, y\ et enfin x. 



2 c du 


a 


. 

: 3 + t>^ 


rfw ~= R t (s) cfe, 



par 


quadrature m; 



ursuite. — U a mobile se meut sur 


l'axe des x avec une vitesse uniforme kv. Un second mobile 



situé en 



cet axe 



instant vers le premier. Q 


vitesse v se dirige à chaque 



T 9 1 

La tangente au point x, y de cet 



des x au point d'abscisse kvt, d'où la condition 


On doi 



y— J 




-ci 


t 


OC ^ « 


re l'axe 


f dû 



y* dx 


La 





i 



yy 




Éliminant vdt, on obtient l'équation différentielle 



fi 


y.) 


y 


'2 


qui peut s'écrire ainsi 



y'dy 1 


y 


Posons 


i 


il vient 



z 



z dz y 


k 






k\ogy = Ilog(s — i) — -log(s 4- t) + const. 


2 2 


OU 


çyîk 


i i/î-hy' 4 — i 




On en lire 


7 


2 


i — cr 


^:^M — ~= {y~ k - cy k ) d f , 

y 2 \/c 


et enfin 


OC 


j / y 1- ^ 

i — k 



2 V/C 



61. Problème. — Un point pesant se meut sur une 


courbe située dans un plan vertical. La pression sur la 


courbe étant supposée constante, déterminer V équation 
de la courbe. 


Soient P le poids du mobile; kP la pression; x, y un 
point de la trajectoire; ds l'élément de son arc; co l'angle de 
la tangente avec l'axe des x; p le rayon de courbure. On 




ds cosco = dy tango), 
dy — ds sin o>> 
i dot dcà sin co 



p ds dy 


Enfin la force \ive du mobile au point x, y sera, d'après 


les lois de la Mécanique, 


2P(/l 



h désignant une constante. 

Gela posé la pression kP se compose 


i 


0 De la pression statique Pcoso); 



2 


R0IS1ÈME PARTIE. 



la force centrifuge 


2 


P(/i 


y) 


2P(/l 


CHAPITHE I 


y) sinco do) 




L 



OU 


u a Lion 



de la trajectoire sera donc 


k 


i(h 




Y ) sin w 



dy 


dy 


2 sinco 




/i 


7 



cosoo 



srant, il vient 


log(A 



I 

2 l°g 




) 






(A 


eosco) 


On trouve ensuite 




2 C COSGO ^CO 


tangco 



) 



a? s 




? un 



qu 




iacile. 


' 5 


62. Courbe élastique 


tielle 



d'où 


iant 




e a pour eauatioiî 


■ 


lions 



y 


1 y 


(I 


a 


2 



et m 



y 



tlJu 


dy 



i 



c 



ren- 



és 


dy. 


Jl reste à effectuer 


une 



rature, qui 



ques 


de 



ne 


ÊQUATIO 


Pour l'exécuter, 


y 


c 


il viendra 




€ 


CL 


2 

3 C ' 


dx 


dx 


e 


P 


IFFÉRENTIELLES ORDINAIRES. 



d'où 



v/4(* 


t 


c 
3 


a 


2 


dy 


t dt 



z 


) 


I 

3 C? 



2 V/C 


= ? 


a 4 ) 


e 


Y 



c 
3 


dz 


<? y ) 


i 

3 C ' 


/ 


Posant enfin £ 


pu 


on aura 


D'autre part, 


c 
3 



c 


V<?a 


pu 


Po 


ur w 


o) a , ^s'annule, et si nous déterminons c' de telle 


sorte que x s'annule aussi, nous aurons 



x 


(Ça 


coa) 


Posons enfin 


d'où 


et 


Pu 


Çu 



(es 






Ç &3 a 


I 



2 


a 


Y 


(a 


c) (a 



PV 


ea. 


pv 


c) 


7 6 


il viendra finalement 
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CHAPITRE I. 


X 


y 


i 


2 





a 


c 


fa? 


C 

3"' 



63. 

tant. 



d'un projectile dans un milieu résis- 


d 


Soient v la vitesse du projectile à 1 instant t, cj(p) 

- 1 ' 

s pour axe des y Ja verticale 


11*11 / • 

a loi de la résistance. Pren 



esc 



ante et le temps t comme varia 


masse du projectile étant 


mouverr 




(27) 


If 



ds 


V 


(28) 


y 


ÏÏ 


On en déduit 



y 1 x n 


gx 1 


En prenant pour variable auxiliaire 




y' 


dx 


d'où 


x 


t 


p 


t 



9 * * ■ ■ 1 : . 

cette équation devient 
( 2 9) 

D autre part 


f 

p X 


! 




/V» 



I 


équations du 



Si cp est proportionnel à une puissance de la vitesse, le 
problème se ramène 




ratures. Soit en effet 


1 



5 1 



X 


ff 


pourra s écrire ainsi : 


p*X f k(î p*)"iœ f *m+l 


2 m 



I Ou 


d'où 


(3o) 


X 


en posant pour abréger 


( 2 m 



i)k 


or 



I 4- 


P *y*dp 


f(p) 


Des équations (29) et (3o) combinées entre elles on déduit 


ou 


gdt — ty(p)dp, 


puis 


et enfin 


V J 

gdx 


gx' dt — ^{p)dp, 


ë d y 


gp dx 


pty*(p)dp; 


/, x, y s'obtiendront donc par quadratures en fonction de p. 

Si m est entier, f (p) sera un polynôme et ty(p) une fonc- 
tion algébrique ; t, x, y seront donc des intégrales abéliennes. 

En particulier, si m = 1 (cas où la résistance est propor- 
tionnelle au cube de la vitesse), /(p) sera du troisième degré ; 



f{p)* représentant l'ordonnée d'une cubique, le problème 
pourra se ramener à des intégrales elliptiques. 

M. Greenhill a réalisé cette réduction de la manière sui- 


vante : 


Mettons en évidence une racine a du 



me f(p). On 


pourra écrire 



(P 


a) 




2B/7 + C), 


ou, en 




ap) 


t(àt 



2 



1 



G,) 


Cette expression peut se metlre sous la forme 



T 




a, jâ, ^ 3 étant de nouvelles constantes. 



I 


T 


/i(^) 3 5 


on aura 


4 5 


5" 




4 


T 



» A 




3 



6z*dz 



2<xdr 




T 


2 


3 


6/. 


n/4* 


3 


S 3 


2 
3 




Posons 


rr 


il viendra 


pu, 



■H 


~3 

-4» 


^ 3 


3 


ce 



d'où 




D'autre part, 




a 





3 



iviais on a 



2 <x 


pu 


—, — 5 


p étant une racine 



'équatio 





danle 


P'v 


2(3. 


Substi 



t cette valeur de t et intégrant, il viendra 
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Reste à calculer cette dernière intégrale. Ici l'invariant g 
est nul, ce qui simplifie le calcul. 

En effet, si dans l'équation de définition 


2 


P " dz 

II 


1 

■ 



i 


00 v ^ — 53 


on change £ en ^ 9 étant une racine cubique de l'unité, il 


viendr 


a 


U=J 


r" p "i dz 


d'où 


d 

QO 


Dérivant, il vient 


p(9u) — 9pu. 


P ; (6u) — p f u, 


Intégrant, il vient 


Cela posé, on a 


i p'« + p' f 



p'tf — p'p J?-*B — p'% 4(P 3 « — P 3 ^) 


1 , f I v / T 1 1 1 

(P « + P C â 


i i 





? p« — 6*pvj 


1 2 p 2 i> V P u — P v pu — p6v pu 



Or si, dans la formule d'addition de la fonction Çu, on 
change le signe de elle donne 


2 p a — pc 


onc 


p' u — p' v 



u 


v) — Çk + Çp 


0 [Ç(m — Bv) — Ku + Kdv] 
l-0 2 [Ç(«-0 2 e)-U + Ç2 2 <']- 


IV. 


Équations linéaires aux 



totales. 



64-. Les systèmes d'équations différentielles simultanées 


étudiés dans la Section précédente ne sont évidemment 
qu un cas particulier des systèmes d équations linéaires aux 


différentielles totales, de la forme 



(0 



o 


(h 


I, 2, 


y rn\ k 


m 



m 



n) 


Cherchons à dédu 




de 



inte 




lions une combinaison 


o 



k^k 


O 


n aura 



d<9 




k 



k 




h 



on voit que cp sera une 



ommune 


au* m équations aux dérivées partielles 


O) 




d0C h 




k k àx k 


o 


{h 


m 



m 



ri). 


Supposons que ces équations admettent n intégrales com- 
munes distinctes cp,, (nous verrons plus loin dans 


quel cas il en est ainsi). Soient y,, ...,y m de nouvelles 
fonctions des x, formant avec les <o un svstème de fonctions 
istinctes. En nrenant. 1rs o et Jes y pour variables, les équa- 
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lions (2) prendront la fo 



E 


m** 


* 





h 

m 


ày 


m 



O 


* t * 1 


• 

et seront manifestement équivalentes aux suivantes : 


1 > 


dco 


ày 


do 


5 


1 


ày 


G 


ni 



rme la plus générale des fonctions qui satisfont à ces 


équations est évidemment 


w 

F (<Pi> • • •><?«)> 


F désignant une fonction arbitraire. 


Les fonctions © 



m 

étant des intégrales du sys- 


tème (2)^ on aura des relations de la forme 




ky 


k 


et le système (1) équivaudra au suivant 



1 = 0 


d'où l'on déduit 


o 


0? 


V 1 

1 1 


const. 


con<?t 


Go. Le déterminant jji des 



mu 



ur corres 




[4 



aux 



gra 



se nomme 



* 


C9 
i 


En remplaçant ce système d'intégrales par d'autres systèmes 
d'intégrales distinctes, on obtiendra une infinité de multipli- 
cateurs, et Ton voit, comme au n° 44, qu'ils ont pour forme 

f w 

générale |*F(<p ( , <p«). 


Soient a l'un des nombres 1 


2 


é • • 



r 


un 


■ 

des 


nombres m + 1 , . . . 


m 



/i. Désignons 



vien 



- (1 



inant fx lorsqu'on y remplace 



r , 2, . . n) par 






a 



J. 


Cours, III. 


6 



82 


on aura évidemment 



CHAPITRE i 



a 

p 



On en déduit par difFéreatiation, comme au n° 45, 



(3) 



du. 



a 
P 


à 




* 

Réciproqu 


tions 



toute solution comrau 


icateur ; 



des 


equa- 



en posant n' = p, on 
verra que v est une intégrale des équations (2); donc v sera 
de la forme F(cp 1? .. . ., cp rt ), et pi sera un multiplicateur. 


56. Si l'on a réussi à 



mer i intég 



s 

cp { , . . . j du système (2), on pourra, comme au n 




les prenant pour varia 
tions y u . . ., 




lème (1) par un systè 



46, en 

antes avec d'autres fonc- 
à volonté, remplacer le sys- 
ent, de 



(4) 



1 


O 



O 


1 


h 


1)1 


(d) dy k 



o 


(A- 


m H- 1 , . . . , m +- n 


i). 


h 


= 1 


On en 



uit 



const., 


et il ne rest 




qu'à intégrer le système des n — i équa- 



tions 



D'ailleurs, si l'on connaît 



ultiplicateur du système (1), 


on en déduira, comme au n° 46, un multiplicateur de c 


nouveau 



Si donc on a réussi à 



er n — 1 intég 



et un 



système (1), il ne restera plus qu'à intégrer 


multiplicatei 

une seule équation, dont on connaîtra un multiplicateur. Le 


problème sera donc ramené aux quadratures. 


Ô7. L 


es 



■ 

nsidérations qui précèdent nous conduisent à 
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chercher les intégrales communes à un système d'équations 
aux dérivées partielles de la forme (2). Mais il conviendra 
de généraliser la question, en cherchant les intégrales corn- 
mîmes à un système d'équations de la forme plus symétrique 


dx x 



m+n 


dx 


o 


(h 


m+n 


Si nous désignons par X A l'opération 


X/i 
i 


d 



V/i 

m+n dx 


à 


ces équations pourront s'écrire ainsi 



o 


{h 


1 , 2 , • . . , m ) . 


Gela posé, toute solution commune à deux de ces équa- 



tions 


X'<p 


o 


o 


satisfera à l'équation nouvelle 


o 


X' 



1 



(P 


1 , . . . , m +. n ; a = i , . . . , m 


X 



P 



do 


dx 


G 


car on a séparément 


X'X^cp 


X'(o) 


o 


X*X*9 


X*(o) 


o 


Si d'ailleurs nous désignons pour plus de clarté par/?! , * 


Pm+n les dérivées partielles * • • > ^~ 


3 on aura 


/«-H/2 


X' <p 

X^CD 


X j y? 




1 





et le symbole (X'<p,X*<p), défini comme au n° 48, aura pour 



r 




p dx 


Pa 


X'X*<p 


X*X'<p 


p 
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Ainsi, toute intégral 



X'cp 


o, 



munc aux équations 


• « 


* J 


X m co 




.■■a, en ou 




aux e 





*4 ■ 



O 


2 


lesquelles sont, comme les précédentes, linéaires et homo- 
gènes par rapport aux dérivées partielles de o. 

î parmi ces équations nouvelles il en est qui soient linéai- 
rement distinctes des équations primi 
adjoindre et recommencer les mêmes 


on pourra 




terne 




a 


opéra tio 

I 

suivre 



sur 




se pr 



9 < ■ 


I 


0 O 


n arrivera a un 



contenant m 


distinctes; on en déduira 



celle marche, 



n e 



d(9 

i 


o 




2 



U 



const. 


En dehors de cette solution banale, les équations 


n 





2 


° O 


5 aucune intégrale 


n arrivera a un sjs 



X 1 ? 


o 



o 




m + /*), 


tel que toutes les nouvelles équations qu'on peut en déduir 
soient des combinaisons linéaires des précédentes. Ce système 

1 

rela 




a 






k 


<p_X*X'"<p m (X<>, X*<p) = af X l cp 



• ■ 


1 , 2 , . . . , / j : A 


I , 2 , . . . , / ) , 


+ a^X'cp 



a 


n sem 



68. Si dans 






e se nomme 






es à la place de x K , x 2y . de nouv 



ous prenons pour va- 
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/2, 


, le sjslème transformé 


Y* cp 



2 



o 


sera 



un système complet; caries opérations Y 1 , 


Y' notant autre chose que les opérations X 1 , ■ ..,X', diffé- 


remmen 




es, on 


aura encore 


Y' Y*© 



a^Y'ç 



• ■ H- *f* Y'<p, 


et il ne restera qu'à exprimer les 



a en fonction des 



var 



D'autre part, tout système 


À*© = a\ X 1 © 

i 1 i 




«<X' 9 


O 


I, 2, 


.,/) 


équivalent au système complet 

X 1 9 = o, 

est lui-même complet. 
En effet, l'expression 




(A'<p, A*<p) 


est une somme de termes de la forme 


(a{X À <p, ah 



al4(X^<p, Xt*<p)-h «1(X^ ? , afoWo 






( 



» 

Or (a[,a^) est évidemment nul, puisque les a ne contiennent 

f*©), (X*ç,a*) se 
à des fonctions des x\ enlin (X x <p, X^cp) s'exprime 



s variables p ; d'autre part, 






au moyen des X 1 cp, . . ., X'©. Donc 



est une fonction linéaire de ces quantités, qui sont 



mêmes des fonctions linéaires de A f «p, . • . , A'cp 



69. Etant donné un système complet, contenant ni équa* 


tions 


par 



e, ou 


x m+n? on obtiendra, en 



urent m 


vant ces 



vaiiables x K 


5 


m * • 


1 

■ 

par rapport 


86 
a 


T 
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âx x 


dx 


> un système équivalent de la forme 


m 



(6) 



dx h 



X 


k 


'h 

k 


dx 


- — X A 9 

k 


O 


(h 


i , . „ . , m H- n); 


précède, ce 



nouveau système sera encore 



D'après ce qui 
complet. 

Les systèmes complets de la forme (6), auxquels nous pou- 
vons dorénavant borner notre étude, ont reçu le nom de sys- 
tèmes Jaco biens. 

Pour ces systèmes particuliers, les équations de condition 



(X'<p,X*<p) 


ik 


qui caractérisent en général les système 
duisent à la forme la plus simple 



e re- 


<X'<p,X*<p) 


o. 


En effet, (X'cp, X*o)estévidemment indépendant de-~>"* 



y tandis que a^X 1 cd 


dx 



a 



X 2 co. 


. . . contient ces 



m 

vées res 


pectivement affectées des coe 



ik i k 

t S OC | ^ Ot 2 j * ■ 



es ex 



ne pourront donc être identiques que si lésa 


sont tous nuls. 



Théorème. 


, - _ 




*e m 


Un système jacobien formé de m équa 

admet n intégrales distinctes 


n varia 



Nous avons admis provisoirement dans la Seclion précé- 








équation ; 


ce théorème 


nous pourrons ev 


pour 



jcas d'une seule 



mment supposer dans la 
démonstration qu'il ait élé reconnu vrai pour les systèmes 
formés de moins de m équations. 

■ 


Soit 



) 



1 


O 



m 




système proposé, La première équation, considérée isolé 




nt, admet m 



n 


i intégrales distinctes y 2 ? 


Soit une autre fonction 


m+n 



conque, distincte de celles-là 
En prenant les y pour variables indépendantes, nous obtien 


drons un système transformé 


X A <p 





M 


h à<9 


2 




o 


2 


(h 


i ? 2, . . . , m ), 


dont la première équation, admettant y^ 
intégrales, se réduira à son premier lerm 


> y m+n P0lir 



M} 


i àv 


dy 


o. 


1 


I 

Ces équations, résolues par rapport à ~- , 


• * 


neront un système 



9 ày m r 


don- 


îen 


(8) 


Y 1 


(9) 


(à 


dcç>_ 


o, 


Y A cp 





Y 


h à* 


k dy k 


o 


m 


-h i , . . . , m + /i ) 


Or on a évidemment 



A: 


4n 4y*' 


et, pour que cetle quantité s'annule identiquement, il faut 


qu on ait 


o. 


Les équations (o) sont donc entièrement débarrassées de 


la variable y K . Elles forment d'ailleurs un système 



îen 


d 
1 


e m 


i équations à m 



n 


i variables y 2l .. + ,y m + n , 



1 système admettra par hypothèse n intégrales distinctes. 
Ces intégrales, ne dépendant pas dey l? satisferont encore à 


l'équation (8). Il ne restera plus qu'à remplacer dans leur 
expression^, . . y m +n par leurs valeurs en x K , 

our obtenir les inté 
mitif. 


i • • 9 &m-\-n 



I 


es corresp 



du système pr 
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71. Soit 


1,2, , . 


n) 


le 




e d'intégrales distinctes du système (7), dontl'exis- 



vient d'ê 


comme 
encore 




considérées 


ons de x 


W+1 ? 


ement, seront 




s, en effet, qu'elles 



a une 



d 


e 




1 y 


9« î ? 


) 


o. 



X*, a 



iquee a 





rait 






1 





(car cp 1? , .., cp /2 sont des intégrales de l'équation X^o 
La fonction F serait donc indépendante de x {) 


les fonctions 


contraire à leur définition. 


• • • , 00 m , 


0). 

et 


f iî . . ® n ne seraient pas 






* • 



; ? c //i ; •••5 fi ) 


c 4 


,, c TO désignant des constantes arbitraires 

& . _ _ 


tités tL 4 , . . A 

1 


«5 



ti 




par ces équations 


5 


s int 



primitives ®i{x { 


5 


I , 2, 7i), 



U 





Elles formeront donc un nouveau système d'intégrales dis- 

fer / # J 



es jouiront 


lique 






rs 



a propriété caractéris- 


ivement 



• * 


5 



onne simultanément à x K , . . ., # m les valeurs par- 


ticulières 

* I 

Gela 


pose 


5 



1e nou 




ons les m premières van 



X \ 


# « 1 



•5 


y 





par 


les 


(10) 


X h 




(y 


1 


1 



{h 


et résolvons les équations transfo 


d<9 

rmées par rapport à ~ 3 • ■ •> 
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ày 


ous obtiendrons un nouveau système i 



m 


(») 



CD 
i 


(h 


ï 2 


m; 





Y k 

A' • 


O 


k 


m 



i 


• # 



n) 




fonctions , <J^, exprimées au moyen des nou- 
variables, donneront un système d'intégrales distinctes 
des équations (i i). Elles 
ment a x 



» . . , Xm+ti 


iront d'ailleurs respective- 

que soient 


72, 


r m ; car, pour y t 




X \ 


C \ j • • • i &m - 


72. Po 



intégrer le système transformé (m), il suffira, 


comme l'a montré M. Mayer, d'intégrer l'équation unique 


(12) 


Y 1 ? 


o. 


■ 


A cet effet, nous remarquerons que cette équation admet 
les intégrales ^, ..„ <l„, lesquelles, jointes aux intégrales 



y mi donneront un système de m 

-■ ■ 

. Toute autre intégrale 


i 


e cette équation sera donc une fonction de cel 



-là, 



ne 


Si dans l'égalité 


F(r 


2? 


* • 



s donnons àv ( la valeur constante c,, i 




et, par suite. 

j{ §fy - . • 9 y m ; 



5 * * 




2? 


• * * 5 y m ; • • • > t«) 


On voit par là qu'une i 



quelconque / de l'équa- 




7 ■ 


PARTIE 


CHAPITRE I. 


lion (13) étant supposée connue, on 



ra immédiate- 


ment son expression en fonction de y 2 y >*-<>ym<i <j^> •••jta 

-m -1 1/1 * S*l * I 1 


en remplaçant dans la fonction / les variables y u x m+il , ^ 
tw+ai par c < 9 <p 1 , • . • , a 


Cela posé, admettons que nous so 



par 



à intégrer 


l'équation (12)*, en considérant x m +\, - f oc m+n comme 


se 



van 



es 



2 ? • • ■ 5 


mm 


comme d 



paramètres (ce 

qui revient, comme nous l'avons vu, à déterminer une solu- 

^rentielles or- 

dinaires). Soit / 4 , un système d'intégrales distinctes 

de cette équation; on aura, ainsi qu'on vient de le voir, 


lion générale d'un système de n éqi 





* • 


J n — 1 ni 


F i} ...,F n étant des fonctions connues de 





i, ty n ; et il suffira de résoudre ces équati 


ort à . . ., ty n 





rier ces 



rment un système d ratégr 


leurs, la résolution de ces équations 







e, car les fonctions y 2 



5 


• * 



m 



f n sont né 
ort à<b,, . . 4«- 




■ 

irement d 



rap- 
, lesquelles 
(il). D'ail- 
mais impos- 

tinctes, 
tinctcs par 



73. On peut aller plus loin et 

■ _* . . 1 ■ _ 




er que la connaissance 


d'une seule intégrale de l'équation (12) permet 



miner une ou 


aura, en e 



ême 


plusieurs intégrales du système (1 1). 0 




e 



■ ■ 


où 9 


1 



rapport à >k ir 








relation 


ns c 




• 

la forme 


■ 


1 




e fonction connue 
ctuons sur cette identité l'opération 

L 



ation par 


5 


/i désignant 


onque des nombres 1,2, m. Il viendra, en 


rem 



que f< ): o n 



des intégrales de Y A © 


o 


o 


d6 t 


1 




* 

Le second membre de celte équalion est une fonction 
connue de y K , . .., x m + n \ ^2, ... 5 f ^. S'il ne s'annule pas 


identiquement, il contiendra l'une au moins des quantités <p, 


par exemple car les variables y { , . x 


772 +/J 


sont indé- 


pendantes. En résolvant par rapport à on obtiendra une 


relation de la forme 



■2 


? 4^3? • • • 9 tyn)» 


Effectuons sur cette équation l'opération Y A , on en déduira 



une nouvelle équation pour déterminer <p 3 , et ainsi de sui 
jusqu'à une dernière équation qui donnera Le système (1 
sera dès lors intégré. 

On ne pourra se trouver arrêté dans cette suite d'opéra- 
dons aue si l'on arrive à une équation 

@î{yi* ' * ■ 9 & m-\~n î ^ i ^ • • • 9 ^11)9 




pour 



uelJe on ait id 



uement 


Y*0,= o 


(h 


1,2, 


. . j TYl ) 



Mais alors, en remplaçant dans 9/ les fonctions inconnues 
tyi+h - • •? tyn par des constantes quelconques, on obtiendra 
une fonction <p; qui satisfait évidemment aux mêmes équa- 
tions, et qui sera, par suite, une intégrale du système (1 1). 


74. Nous pouvons énoncer, comme résultat de cette étude, 




reme suivant : 




0 taie s 



7 


un système d'é 




ns aux 


Ifférent telles 


0 


F 


k 



h 


O 


{h 


I, 2 



5 



k 


m 



1 


• « 


m H- n ) 


■ 
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admette n intégrales distinctes 


const., 


* ■ 


const 


il faut et il suffit que 



w 

È 

équations aux dérivées par- 


tie 



(2) 


do 



h dc ? 



o 


( h — i , 2, . . . , m) 



r " 

/ un système jacobien. 


condition étant supposée re 



ie , la 




n 


des intégrales du système dépend de V intégration 

w 

système de n équations différentielles simultanées. 

Chaque intégrale de ce dernier système fournira au 
moins une intégrale du système proposé. 


75. Soit S un système 


taies de 





aux différentielles to- 


et admettant n intégrales distinctes 


çpo fmm nous y changeons $ u x m+n 




1 y .jlj 


oo m+n -h tq m+n9 £ étant un paramètre infiniment petit, do 


n 



s négligeons le, carré, et . . H 



ions de 


• • .j ®m+n> nous obtiendrons un autre système S'. 
A toute intégrale cp du système S correspondra évidem- 


ment pour le système 



une intégrale 


9 -+- eAcp, 


en désignant par 



Si 


1 J 

1 op 



tion 




« * 



S/;? H-// 


1 




Cette opération est complètement définie quand £ 


§ • 


JKi ? • • • 
des x. 




et réciproque 


5 


/m+zi de nouvelles vari 


Lors 



de e 


Ç.l> • • • ? 



e 






onques 


d'ailleurs 


c lions 



\ } • • • j 



s accro 



On déduit immédiatement de là l'égalité 


d . d d à 


£l fi x H- ... H- C,m+n — "Ai 37: h ... H- Ï) m + n 


ày 


L'opération associée à la transformation infinitésimale con- 
sidérée reste dqnc la même, lorsqu'on change de varia 



indépendantes. 

Nous désignerons; pour abréger, par Acp la transformation 
infinitésimale qui correspond à l'opération A, et qui, par 


suite change l'intégrale cpen cp -+- s Acp ; et nous dirons que le 


sjstèmeS admet cette transformation infinitésimale A© 
si le système transformé S' est équivalent à S. 

« * 

Pour cela, il faut et il suffit que le système S' soit équi- 
valent au système 


auquel S est équivalent; et, par suite, qne les systèmes S et 
S' admettent les mêmes intégrales. 

intégrale 

cp + e Acp de S\ Celle-ci devra être une intégrale de S, ou, ce 
qui revient au même, Ào sera une intégrale de S. 
Si donc nous désignons, comme précédemment, par 


Or à toute intégrale <p de 





2 X *J^" = 0 = 2, . .., m) 


dx h jhd k dx k 


les équations aux dérivées partielles qui caractérisent les 
intégrales de S, ces équations devront entraîner comme 
conséquences les suivantes 


X /z A<p = 0' (Ar= j, 2, . . m) 





,A<p) 


o 


(h 


1 . 2 


« • 


• 9 


m) 


[car on a identiquement 


Gela posé, le système 



A(o) 

éauations 



X h ct> 


o 




o 


(h 


i , 2 , « . . , ni ) , 


admettant ^ intégrales distinctes <p l7 . . <p w , ne pourra con- 


tenir plus de m équations linéairement distinctes. On aura 


donc 


(i3) (X^cp, Acp).=zoc 




• . • r 



m 



(h 


1,2, nij/w), 


« ■ 

les coefficients a 

■ ■ - « 

évident 






tions des x. D'ailleurs il est 
seront suffisantes. 


76. Toute 



de la forme 


même. 

* < 

En e 


\ 
v 


car 




I 



3 ~î 



) 




une 



ion îniinitesimale de b en lui- 



5 


on a 



,-X'" 



[6(X>,X'» + (X^,^)X' 9 ] 



l X'<p) est nul; et, d'autre part, on a 



,Ï0 





k 



X A £ t - 


Si donc 



a 







2; 


1,2. 


. ., m + n), 





9 5 


il admettra évidemment la trans 



ation 


Bcp 


A 


m 



nelle se réduit à la forme 


d 9 


m-hi 


dx 



m-\-n 


m -M 


dx 


m-\-n 


demment d'étudier 


de 


î sorte 


d'une fonction linéaire de X'œ, . . X 


m 



simpl 


q 


de 


(X*<p,B<p) 


car le premier membre de ces équations, ne contenant pas 



déri 



s 


partiell 


es 


dx x 



dx 


y ne pourra se 



uire 


m 


a 


une fonction linéaire de X'cp, . . .,X w <p que s'il s'annule 


identiauement. 



77. Si S admet deux transformations B®, B ; cp, il admettra 
la transformation (Bs, B ; cp). 
On a, en effet (48), l'identité 


(X*<p, (B<p, B») + (B<p, (B'cp, X*<p)) + (B'ç, (X>, B<p)) 


o. 


Mais (X A cp, Bcp) et (B'<p, X A <p) sont nuls par 
cette égalité se réduira à 



o 



; donc 


(X^p,(B<p,B'<p)) 


: O. 


m KJ m 



ient B'<p, . . B' ? des transformations dn système S 



î ne soien 



iées par aucune relation linéaire ; si l'ex 



s- 


sion 


B 


2> 



T 



est une autre transformation du même système, p l5 
seront des intégrales, et réciproauemen 





(X*<p, B<p) 
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On a, en effet, 



(X"<p,f3,B'>) 




i 7 




CHAPITRE |é 




i 


<p)|3/]=2.X*M'fc 



ai ne 


les coefficients 







se, que si tous 
s, ce qui montre que (3/ est une 



79. Enfin , si l'on connaît un multipli 


et une transfoi 


in tégrale 




on infinitési 


Soit, en effet, 



u système S 
9, on en déduira une 





2* 




I 


C U 



s auro 



o 


(X*<p,B<p) 






r" et A" variant de m 
Dans cette i 

<?cp 




i à m + /z . 


3, les co 



doivent êlre nuls 





* dx u I dxi ' 


s de chacune des dérivées 



r 



k 



o (i 


m 


-h i, . . m + ft) 


• Différentions cette é 




sommons 


par rapport à i et supprimons les termes qui se détruisent; 


il viendra 


o 


O !» 



I* 


d 2 X? 



UATIONS 




p ; 

on a, d'autre part 

dp 

àx h 


ORDINAIRES. 





fox ; 

doc,- 


O 


on, en 



» ' . 


ant et divisant par pi 



mi 

î dxt 


dx h 




h 



l 



dx. 



XMo 


L'équation précédente pourra donc s' é rire 


o 


X» 



£ OC f 


-t-BXMogu, 



/4 Blo 


Cette équation, qui a lieu 


que 


est une intégrale. 



idxi 


pour 


h 


i 


5 



montre 


80. Admettons qu'en combinant les procédés ci-dessus, 

«■ * . 

ou autrement, on ait réussi à obtenir p intégrales dis- 
tincles cp f , . . . , y p du sjslème S. En prenant cp, , . . , , ® p pour 


variables à la place de x 




X^ 


o seront tran 


> Xm+p par exemple, 



en 


de 



équations de même forme, mais ne contenant pas les dérivées 






i 


'•••>l^> puisque ?l , 


. • cp^ sont des solu- 


On aura donc 



dx h 



{h 


I, 2, 



X 


k 


k 



O 


m -h p H- i , . . . , m 



es 


X 


k 




Cours, III 


7 


9§ 



p 
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- 


Soient B'cp, . . . , B x cp, ... les transformations infinitésimales 


qu'on suppose connues. On aura 

X X 




I, 2, 



A* 


m 



P 



i 



/i). 


D'ailleurs, <p; étant une intég 




sera également 


une intégrale. Si nous admettons que nous ayons tiré tout le 


sus indiqués, cette inté- 


parti possible des procédé 




grale ne sera pas nouvelle, mais se réduira à une fonction de 



Posons, pour abréger 




et supposo 




7 



7 


soie 



li 





ait q qui 


t distinctes, 


a 


Les suivantes A^ +1 , ... seront 


savoir M- % . . A?, 
a forme 







r étant des fonctions des (3, et par suite étant 


intégrales. 
Gela posé, on aura évidemment 




y* 





yl^y 


■ * 




CD, 


D^cp éta 



ine no 



réduit à la forme la plus simple 



lion infinitésimale, qui se 





m 

mettons que, parmi les transformations de celte sorle 


ainsi déter 



ées, il y en ait r linéairement distinctes D'cp, . 


• * 


Toutes les autres seront de la forme 



-h£,.D r op, 
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où les quantités e n . . e r devront êlre des intégrales, et par 
suite des fonctions de <j><, cp^. 

iproquement, toute expression de cette forme repré- 
sentera une transformation infinitésimale du système S. 



En particulier, les transformations 

(D'ç,D*<p), 

ne contenant pas dans leur expression les dérivées 


^9 


9 ? 


, devront être de cette forme. 


p 


81. Cela posé, deux cas pourront se présenter : 


i 


°Si/> 




n 9 les équations 


X*9 


o 


D £ 9 


o 


{h 


I t 12 «, • * • A* ^ 


entre les m 



n 


p variables x K , . . x m , x 


(cp f , . . o p étant traités comme des paramètres) forment u 
système complet, en vertu des relations 



(X'9,X* ? ) 

(D*'<p, D*œ) 


o 


(D'<p,X*<p) 


o, 



4- e£*D r <p. 



système admettra donc n — p — r intégrales, cp /?+1 , . . . y 
qui sont évidemment celles des intégrales du système S 
qui ne sont pas altérées par les transformations D'<p, ...,D r cp. 



e n 



u'on les aura trouvées (par l'intégration d'un système 
P 

encore inconnues dépendront de l'intégration d'un 


r équations différentielles ordinaires), les r in- 



com 


second système de r équations différentielles. 

L'avantage obtenu dans ce cas consistera donc à 
poser en deux ' le problème de la recherche des intégrales 

* TF" -* / 


, ©« encore inconn 



2° Si 


1 P 



r 



la connaissance des transformations 



Soit, en effet, 


D r cp fournira un multiplicateur du système. 


r* 


D' 



m 



P 



• 5 


m 



100 


TROISIÈME PARTIE. 


CHAPITRE li 


et désignons par A le déterminant des coefficients ^; par J 
le jacobien des intégrales inconnues ® p +\ , <p /2 par rapport 
aux variables Xk* 

Formons le produit AJ par la règle connue; on obtiendra 
un nouveau déterminant I, dont les éléments sont les quan- 


tités D f "<p#. Or ces expressions sont des intégrales; donc j 



sera mie int 

J 



aie ; 



est i 



donc y sera également un multiplicateur. 

i • 

Or cette quantité est égale à ^> quantité connue 



cateur: 


V. 


Ét 



directe des in 




. Les méthodes que nous avons exposées jusqu'à présent 




avaient pour but de trouver 1 intégrale générale des équations 

entielles. Mais elles ne réussissent, comme on l'a vu, 
que dans des cas fort limités, et nous ne pouvons même 
assurer que l'intégrale cherchée existe en général, car son 


existence a été admise sans démonstration, 
gration, en le précisant, de manière à le rendre déterminé. 



1 est donc nécessaire de reprendre le problème de 
tion. en le précisant, de manière à le rendre dét< 



La question ainsi posée peut se formuler ainsi : 


i 


o 


Etant donné un système d* équations différentielles 


norma 



dv 





I ■ 



émontrei 



sous 




ions a pre- 


ème unique de f 


de la double propr 



d 


emen 


z 


0) 


• ai 


pour une va 
2° Donner 



r 



nnée x 0 de la variable indépendante; 



avec 


telle approximation qu'on voudra, la valeur de ces fi 
tions pour toute valeur réelle ou imaginaire de x) 


3° Enfin, discuter les cas d? exception où les résultats 



se trouvent en 



aut. 


83. Supposons tout d'abord que les variables et les fonc- 

considérons, pour éviter 


tions 



rées soient 


des longueurs, le cas 



ons 


dx 


dz 
dx 


Nous devrons admettre pour la démonstration : 
i° Que, dans le domaine défini par les inégalités 


OC 


Xq\ 


1/ 


< 


z 


z 


les modules des fonctions f,ft ne surpassent pas un nombre 


fixe M; 

2° Que si (x, y, s), (x,y-\-h, 
quelconques de ce domaine, on ait 




sont deux points 




A, z 



k) 


f(x,y,z)\<m\h\-hn\k\, 



m | h | 



n I k\, 



si 


m et n étant des constantes positives. 

Ces conditions très générales seront sûrement 
fj/i ont des dérivées partielles. 

posé, soient/,, , Zi, ... une suite de fonc- 

tions définies par les relations suivantes : 






z 


i 




X 


X 


0 


1 



x 


o 



f x (x,y h z £ )dx, 


3*0 
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Soit S une quantité quelconque moindre que a et que 

* 


i° Tant que 


00 


Xq\ sera 




les quantités \yt 


6 
M 



*** l 


z 0 seront moindres que b* 


La chose étant évidente pour i — o, il suffit de le démon- 


trer poury/ +l , zi +ï en la supposant vraie pour z t > 


O 


r on a 


I y m 


yo 


X 


f(x,y» z i) dx 


x 


0 


< 


M 


x 


X 0 


De même pour 


Zi 


2 


0 On 


a 


X 


\y 



X 


0 



[ m \yi—fi-i 



71 


Z 


i-1 



et de même pour 


Zi 


H-* 


zA. On en déduit l'inégalité 


I y i+i 


yt 


< 


(m 



et de même pour [fe^ 
En effet, la formule 
ont lieu pour i 


Zi 





I SI 


montre que ces inégalités 
ont lieu pour i. Or elles ont lieu 



ur 1 


o. 


Les termes généraux des séries 


y 


yo 



(y 



0 




£0) ~+~ 


^ ( yt 

m ' 

f- ( Zi 


yt) 



• • • > 



ont donc leurs modules moindres que les termes d une 


progression geome 



ue de raison (m -}-7i)S. Si l'on prend 


S 


1 



ces séries seront convergentes, et défioiront 



1 




1 


des fo 



x 


0 



<5 



y - 


limy 


5 


lim^j. 


00 


00 


3° Ces fonctions y, z satisfont aussi aux conditions du 


' — — 

problème. En effet, 1 équation 


fi 


+1 




X 


peut 


5 ' 


s écrire ainsi : 


Y 



(fi 


y) 


7o 



J/%x 
f{*,y, = 
x 0 


) 




x 


[/( w> z t)— f(*>y> f îi dx 


Xq 


Si l'on fait tendre i vers oo, yi+ { — y tend vers zéro. Il en 
est de même du dernier terme, dont le module a pour limite 


supérieure 


V m \yt 


y -h n 


Z 


là 


quantité infiniment petite. 

aura donc à la limite 



y 


x* 


On trouvera de même 


4a 


Z 


■ 

Dérivons ces équations : il vient 


dy 
dx 


dz 
dx 


D'ailleurs pour x = x 0 , on a bien y 


yo 


Z 


« 0 


* 

84. La solution que nous venons de trouver est la seule 



ssible. 

Soient, en effet, Y, Z deux fonctions jouissant comme/, z 
de la double propriété de satisfaire aux équations différen- 
tielles et de se réduire à y 0 , *o P° ur # = #o. Les fonc- 


io4 

i 

tions Y 
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X> Z 


z a 
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i 

nt respectivement pour dérivées 


f{x,Y,Z)- f{x,y,z), 



x 


Elles sont donc continues et, comme elles s'annulent pour 
# 0 , elles ne pourront acquérir une valeur diffère 

s valeurs intermé- 




zéro qu après avoir passe par 
diai 

tre part, en vertu de nos 







ront moindres que e en val 


othèses, tant que Y — y, 
eur absolue, le module 


de leur déri 



(m 



/i)e, et le module des fonctions 


elles-mêmes sera moindre que (m + n)z\x 



x 


o 


Il en résulte que dans tout l'intervalle de x 


i 


o 


— 


2 (m 



n) 


— ; - les modules de nos fonctions seront < - 

2 (m h- n ) 2 


tant qu'ils seront 



£• Us 



pou 



nt donc atteindre aucune 





urs corn 



- et e, ce qu'ils devraient faire 


pour pouvoir alteindre ou dépasser e. Donc ils resteront 


toujours moindres q 

nt nuls. 




uantité arbitraire. Ils sont donc 


Le mê 



raisonnement montre qu'étant nu 


ls 


x 


0 



1 


2 (m 






; seront encore de x 


o 



au 


i 



2 (m 



n) 


a 


i 


x 


0 



et enfin dans tout le domaine de x 


m 



n 


o 


8 à 



S, où nous avons pu définir les fonctions y, z. 


85. 



ons au cas des fonctions et des variables com- 


plexes. Soit encore 


(0 


dy 

dx 


dz 



A y, z ) 



sjstème de deux équations différentielles. 


Nous ad 


pour 



nettrons ici que (x 0l y 0} z 0 ) soit un point ordinaire 
fonctions /, f K . On pourra donc, par définition, 
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io5 


tracer autour de x Ql y Q , z 0 des contours fermés K ? K', K", 
tels que/, f { , et leurs dérivées partielles restent monodromcs 

de ces contours- 


et continues, tant que x, y, z ne 
Soient : 



d, d\ d u les distances minima des points x 0 , y Qi z Q à K, 



S, S', S' 7 les périmètres de ces contours ; 
M une limite supérieure du module de /et de /< , lorsque x, 
y y z décrivent respectivement ces contours. 


■ 

On pourra écrire 





X 


^o) a (r 


o 


) T , 


■ * 

ces développements restant convergents tant que les modules 



x 


*o, y 


z 


z 0 resteront inférieurs à d, d 1 r , d v 


D'aille urs 


î 


a 


a! (3! y 


<M ^/S <M 


et l'on aura (T. I, n° 208) 


et, a 


aSy 


< 


MSS' S" 

(27ï) 3 



1 


I 



N 




gnant par /• la plus petite des quantités d', d" , et 



our abréger, 


MSS' S 


(271) 


N. 


On obtiendrait la même limite pour le module de & a p r 
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Soient enfin x 0 






omis 




k, £ 0 + 1 des points assez voi- 


pour que les droites q 



res 




nent à ces 


compr 



rieur des contours K, K', K", et soient 8, 8' 7 8" les plus 

de ces droites à ces contours ; on aura 




( 2 ) I [/(^o+ h, /oH- k, s 0 


< 



.i 


o 


d_ 

dt 



0 



0 




h 


d 



0 


ht, y 


0 



kl, z 


0 




k 


d 



0 




*1\ N 

<5" y ôô' <r ' 



-+- A*, y 


o 







fonctions y. 5 qui satisfassent aux é 


a 






(3) 




dx 



a 



x 




Y 


o 




{x — x^{y — y Q )?{ 


s*3 


*o) Y > 


*o) Y , 


et 



, pour x 



i 







-.k 







V 


F 



(F- 


î 


a 



et à z 0 + l y k et / désignant des constantes très petit 
Nous poserons, à cet effet, 




O, J, oo). 


Substituons ces val 



secon 





bre suivant les puissances de x 



#0? 


égalons les coefficients du terme général ; il viendra 



-M.u,v 


F, 



I 



ons 



■ 

F et 3> étant des polynômes à coefficients positifs, formés 


* m 
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vec ceux des coefficients 6, e, où la somme des indices 


ne surpasse pas 






v. 


Les équations précédentes déterminent, successivement et 
sans ambiguïté, les coefficients c et d \ ils seront donnés par 
des expressions de la forme 



J1V 


<P 


F^uv et ^Xtxv étant des polynômes à coefficients positifs, for- 
més avec les quantités a, b. 

Les expressions (4), où les coefficients c, seront déter- 
minés par les équations (5), satisfont évidemment aux condi- 
tions du problème. Si l'on y groupe ensemble les termes 


affeclés des mêmes puissances de k et de /, on obtiendra un 


résultat de la forme 


y 


A3 


'0 



9 f ^ 

et étant des séries qui procèdent suivant les puis- 


sances de x 


x 


o 


En supprimant dans les expressions précé 
qui dépendent de k et de /, il viendra 



tes les termes 


y 


s 


00) 


AS 


z 


0 


T 


00? 


et il est clair : i° que ces équations donnent un système d'in- 
tégrales qui se réduisent à y 0 ? z o pour x = x 0 ; 


2° qu'on 


aura 


S 


i 


00 



^!v! dy^àz* 


T 


i 


87. La méthode que nous venons 


de 


ab 


ument convergentes. JNo 


ainsi tant que k, l, x 


suivre suppose 
is opérons sont 

i 

îer qu'il en est 


P 


Re 


■_ 

plaço 


ffet 



(4) chacun des coef- 


io8 
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N 


ficients tf a p Y , 6 a p Y par la quantité ^p^Ti 


? limite supérieure 


de son 



ule, et les 



même 


m 


k\ et à 



en 


îouvelles séries, à coefficients positifs, et dont cha< 



itivês. Gell 


lui du terme < 


1 

ment convergentes si les nouvelles séries le sont. 


M 


si l'on cherchait à déterminer 
réduisent à j^ 0 + m, z 0 
aux équations différentielles 


sont évidemment celles qu'on obtiendrait 



x 


et 


qu 



dx 


v 


N 



(x 


y o 



z 


*o) Y 


.1 


(6) 



(a; 


f 

I 


dZ 

dx 


*o)][>- (Y 

N 


7o)]|> 


z 


*o)l 


5 


m a # * « 


l> 


a?o)] O 


(Y 


/o)] [r 


(Z 


*o)] 


- 

Or on peut intégrer directement ces équations ets'assurer 


que ces fonctions Y, Z existent, et sont développables en 
séries convergentes quand m et x — x 0 sont suffisamment 



On en déduit, en 



dZ 


dY 


et, en intégrant de x 0 à 


Z 


0 


I 


Y 


o* 


Substituant dans là première équation, il vient 



N 


[r 


(x 


(Y 


7o)] 


ou, en séparant les variables et intégrant de x Q à x, 


i 

3 


[r 


(Y 


Jo)] ; 


I 

3 


(r 


m) 


Nlog 


[ 


o 
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et enfin 
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r » 


(7! 


Y 



m) 



3Nlog 



OU 


0 


r 


* 
- 


La fonction de m et de x — x 0 ainsi définie n'a évidem- 
ment de points critiques que ceux pour lesquels on aurait 


ou 


d'où 


x 


1 


X 


0 


r 


x 


o 


m) 3 +3Nlog 


x 


0 


r 


d'où 



1 


re 


x 


✓y* 


0 


r 


( r — m ) 3 
3N 


3? 


0 


r 



o 


Si donc on assujellit m el x — x Q aux conditions suivantes 
(où q désigne une quantité positive 




m<q, 


X 


0 



r 


re 


3N 


5 


Y 


y 0 reslant monodrome et continu pour tous les systèmes 


. . - - . * .... 

de valeurs considérés, sera développable en une série procé- 
nt suivant les puissances de m et de x — x 0 et convergen te 



dans les limites ci-dessus 


Cette série se déduirait d'ailleurs de la série (4), qui 
donne y — y 0 , en remplaçant /r, / par m et les coefficients 
cx^v par une limite supérieure de leurs modules. On obtiendra 
une limite supérieure de la somme des modules de ses termes, 



en 


et a fortiori une limite supérieure du module de y 
remplaçant m par q^et x — x 0 par son module dans la série 



ans l'expression équivalente (7), Donc 


y — jo 1 < 




g) 



Nlog 


1 


x 


OC 


0 


r 


et l'on obtiendra la 




- 

limite pour le module de z 


z 


0 


Si nous supposons maintenant que q lende vers zéro, la 


limite du module de x — en deçà de laquelle la conver- 


gence 



assurée, tendra vers la quantité fixe 


que 


nous dé 







o 



relation 


t 

z 



E 


r ■ 3 


r 


re 3N , 


nerons p 



■ 

p. Et, si \x 


x 


0 


e 



ass 


sujetti à 


S, S étant une quantité positive quelconque, 


z 0 \ resteront consta 



une quantité 



ent moindres que 
déterminée par la 




3Nlog 



P 


à 


r 


IN ou s 





mons 



comme 



uence 



toute cette 



théorème suivant : 


equa 


ns (i) admettent un système d intégrales y , 


z qui se 



nt à y Q1 z Q , pour x 


#o- Ces intégrales et 




s 





rivées successives par rapport aux paramètres y 0 , 
développables suivant les puissances entières et 




itives de x 


mod 



x Q j en séries convergentes^ tant que le 


de x 


x 0 sera moindre que la quantité fixe 


■ 3 


r\i 


e 


3N 



n, si ce m 




o 


et 



z 


reste inférieur à p — S, les m 
z 0 resteront inférieurs à r 



étant 


une quantité positive , dépendante de 8. 


OO T ' * 

oo. -Les séries y, z 
tituent le seul systè 



3us venons 


utio 



cor 


que 


T 


montrer, considérons 
partant du point x Q 
ette ligne. Soient Y. 2 


quati 



pou 


x 


o 



rec 


ns x 



q 


nel- 


long de cette ligne, lesquelles satisfassent aux équations dif- 



, et se 



nt a j/ 0 , z 0 pour # 


établir que dans toute la partie de L où \ x 
~ étant une quantité fixe quelconque, on aura nécessairement 



ons 


y, z 


z. 


On a, en effet, dans toute celte portion de L, 


\y 



r 


0 



r 


à, 


S désignant une quantité fixe qui dépend de tj . 


Les fonctions Y 


7 




z admettent, par hypothèse, les 


f(œ, Y, Z)— /(a?, 7, s), 

Y, Z) —f x (x, v, z). 


i 

Elles ne peuvent donc varier que d'une façon continue, et 
leurs modules, nuls au point x 0 , origine de L, ne 
atteindre ou dépasser un nombre e (que nous supposerons 
infiniment petit) sans avoir franchi toutes les valeurs inter- 




Or, tant que ces modules seront <^ e, on aura 



Y 


y\ 


[f{x, Y, Z) —f(j;,y, z] dx 


Y 


< 


y 


<5 


S 



N 


(à 


£) 2 1Q 


S, 



'arc de L compris entre x 0 et x 


Si nous prenons e «< ^ > 


cette expression sera moindre que 


i 



è 3 -n 


s 


et si l'arc s est moindre que la quantité finie ô-^» e 'l e sera 


oindre que 


2 


Donc sur cet arc 



i s 


Y 


-y\ (et 



ssi |Z 


ne pour- 


I 12 
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rises entre - et e. Us 

2 


ront prendre aucune 
ne pourront donc atteindre ni dépasser la valeur e ; celle-ci 


e 



r ■ ■ 


Lt ar 



aire, ils seront nécessairemenl 


t nuls. 


On verra de même que Y 


y 


el Z 


z 


seront nuls le 


long d'un second arc de même longueur que le précédent et 
i faisant suite ; ils seront donc nuls tant que \ x — x Q \ sera 



P 



5 


et enfin, y\ étant arbitraire, tant que 


x 


x 


o 


sera 





us avons éta 




existe un 


système unique d'intégrales y, z satisfaisant aux conditions 




r 



me. 



es 





Bes sous for 




éries, dont 


la convergence est assurée dans un cercle G de rayon p décrit 
autour du point x 0 . 



a variable x sort de ce cercle, on pourra déterminer 
leur valeur de proche en proche par le procédé déjà emplové 

ique. 


au Tome I pour suivre la marche d'une foncti 

Supposons que x décrive une ligne L issue du pointa? 


on an 



o ? 


soient X\ un po 
G; y K , z { 



de cette 





eurs corres 


e, encore situé à l'intérieur 

y r z. On aura 


x 


X 


0 



y* 





n 




o 



r. Le point (x^y^z K ) 


sera donc un point ordinaire pour^, f 

P * m' Il 

lerentielles 



un s 



u 


r x 





s 



uations 



e solutions se réduisant 


x x . Ces solutions seront des séries d 


puissances de x — x K ; soient C { leur cercle de convergence 
certaine; p 4 son rayon. 

■ 'M ■ M 

h. H ». mi— h h - I — _ -M_ — — _. _ _ ^mm* . — -fc — i - h -fc ^"W L. _ ■!■ «J— k 4* (A Art 

1 


es éléments de fonction analytique ayant pour centre x 



seront contigus a ceux 







les valeurs 



centre # 0 et 

à #2 étant 



un point choisi à volonté sur L, au delà de mais encore 



5 • 

in 


Prieur de G 1 . 


Au delà de x 2 ? l'intégrale sera représentée par de nou- 


veaux éléments 




ayant leur centre 


•i 




nsi 




r arriver jusqu'à l'extré- 
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ité de la ligne L, à moins que les rayons des cercles suc- 

... ne forment une suite convergente; 



uquel cas il pourrait arriver que le procédé ne permette de 
suivre la marche des intégrales que jusqu'à un point déter- 
miné x r de la ligne L. 

x se rapprochera cle x 1 en suivant la ligne L, 
circonstances pourront se présenter : 
i° L'une au moins des deux quantités y, z ne tendra vers 
aucune limite, ou tendra vers l'infini ; 

2° Elles tendront toutes deux vers des limites finies y 1 , z 1 



Dans ce cas y', zï) sera un point critique pour l'une au 




moins des deux fonctions f,f\. En effet, si ce 
ordinaire, il lui correspondrait un certain rayon de conver- 
gence p'. Pour un point x n infiniment voisin de x f y pris sur 
la ligne L, y, z prendraient des valeurs y, n z n , infiniment 
voisines de y\ z\ et le rayon de convergence p„, correspon- 


dant au point {x ni y n ^ serait infiniment voisin de p , 
au lieu d'être infiniment petit. On pourrait donc, au moyen 


du cercle G /2 , déterminer les 



urs de y, z au delà du 



Le procédé indiqué ci-dessus pour suivre la marche des 
intégrales est peu satisfaisant au point de vue pratique. En 
effet, chacune des valeurs successives y^ z { , y 2 , z 2 , ... exige, 
pour sa détermination, un développement en série, puis la 

-L mm- Ml 

sommation de cette série, opération compliquée et dont le 
résultat ne peut en général s'obtenir exactement. Or chaque 
erreur commise influe sur toute la suite des calculs. 11 faudra 
donc opérer avec une très grande approximation, sous peine 
d'altérer beaucoup le résultat final. 
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méthode 



5 



S 



a ce 


A 



nous altons 
mais donne 


Voi 


Ma 


rquons sur la li 


7/1 


ntermédiaires entre x Q et X, et : 


léries 


J. 




8 


y \ i y^ 


« ■ • 


m ? 


Y 


7 


/ 


et z 


1 ' 


Z 


fi 

y m 

I 



*/) 


par les relations 


/( )(X 



) 




■^/n ) î 


Y' et Z' seront des valeurs approchées de Y, Z, et 1' 
commise tendra vers zéro à mesure que l'on multipliera les 
points intermédiaires. 


I * 



eur 


91. Nous justifierons cette mélhode en 



une 


limite supérieure du modul 




leu 



correspon 




l'erreur co 


conque 


la liime 



Ç les 


va- 





On peut 



une quantité r, 




t f K soient 


x 


y 



z 


ne surpassent pas r. Ce nombre r 



ces 


nction 


îissances d 


tités 


Si 


se 





une 


ace sur L d'une manière continue, r h Ç variant 

continue, il en sera évidemment de 


Soit R un 



un 



um différent de zéro. 


ur a ce minimum 



i le point {x,y, z) 
stamment sur la \\& 


d. 



de telle s 



q 


u'on 



îx e ou v 


ariable 


P 


our 



ait 


x 


< 


R, 


17 


< 


R 


point (x,y 7 z) décrira un ensemble borne et 


fonctio 





\ restent 



et 





s. 



t ou 
dule 


ne pourra donc surpasser un nombre fixe ul 


D'ailleurs, si 




n nomb 


r I E 

5 1 \y 



sont 



5 


l/(*>r»*)-/U,D,Ç)l 


< 




ô 


N 

<3 3 


N étant égal à M 27rR ) 3 . 

' - . (2 7T) 3 
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Cela posé, supposons les intervalles # 0 #i, 


tous <! X et cherchons une limite 



eneure des m 



des différences entre les valeurs y K , z u y*, £ /f , Y, Z 
des intégrales aux points x { , # /t , X et les valeurs appro- 

ij 3 Z'. On 9. 



ou 


f 


)'k+ 1 


J *+ 1 


7 A'-h 1 


ïk 


7k 


/*, <c) (^A- 4-1 



f j4> z k) dx -> 



i nous supposons \y ! k — y k \, \z' k 



que R 



e module de la quantité entre parenthèses ne pourra sur- 


passer 



\y'k 


y&\ 



N 


étant <C ^) ; on aura donc 



yk-hi 


< 


\y'k 


yk\ 




7* 




Z k I ] 



Ô 4 


On 


a une inégalité semblable pour — i 
Ajoutons ces deux relations, et posons pour 


k ' 



ger 


yk 



z 


I 

k 


z k 


U 


ki 


lous obtiendrons la relation 



I 


2N 





XJ k e 


2_N 

ô 4 



nt la 


longueur de la ligne L. 


Je 


2N 


l" I 

^ U 0 e 64 



5 


/ 


D'ailleurs, au point # 0 , on &y' Q —y 0 , z' 0 = z 0 , d'où U 


o 


Chacune des quantités U* et a fortiori chacune desquan- 


! 

k 


tités \y k 

donc moindres que 


ZfÀ et e 



n 


Y 


/ 


Y 


1 



z 


seront 


2N 


le 54 


5 


S. 


si les précédentes sont moindres que R 

Cette condition sera satisfaite, si L'on prend \ assez petit 


pour satisfaire à l'inégalité 



le 8 ' 



d. 


La limite d'erreur ainsi trouvée tend bien vers zéro avecX 



ure sous une 


comme nous voulions l'établir. La formule montre toutefois 

l'arc s fig 

l'erreur à craindre. Pour 
it éten 


l'imperfection de la méthode, 


exponen 



l'expressio 




eu que 



c 




de multiplier asse 


p a inte 


approximation suffisante. 




sera difficile 



92. On a souvent avantage à transformer les équations 


différentielles proposées par un changement de variables, 


avant de recourir aux quadratures. Ce procédé constitue I 


méthode de la variation des constantes, dont nous allons 


indiquer le principe. 




Soient 


(8) 


dy 



M 



aN, 


dz 
dx 


M' + a N', 


éauations différentielles simultanées, où M 


N' 


™ ■ 

sont des fonctions de x* y, z et a une constante très petite 



osons-nous 



n système d'intégrales y 


ra 


duisant s 
1 1 on négligeai 


/y* 




en a, 



q 


d 
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Supposons qu'on puisse délerm 



1 


par un procédé 


quelconque, une intégrale générale de ces deux équations, 


eprésenlée par deux équations 


(10) 


7 


/(a?, c, d ), 


z 


<p(x, C, € f ). 


Le système d'intégrales particulières des équations (9) 
qui, pour ^ = ^05 se réduisent à jk 0 , £ 0 sera fourni par ces 
équations, en y donnant à c, c f les valeurs c 0ï c' 0 qui se dé- 
duisent des équations 


Le système des intégrales particulières des équations (8) 
ju'on demande de trouver pourra de même être représenté 
parles équations (10), à la condition d'y considérer c } c'non 

ntes, mais comme de nouvelles incon- 


1 



comme de 



nues à déterminer en fonction de x. Ces nouvelles variables 


devront : i° se réduire à c 0 , c' 0 pour x = x 0 ; 2 0 satisfaire aux 
équations différentielles qu'on obtient en substituant dans 

d v dz 

les équations (8), à la place de y, z, -j--> leurs valeurs 


y 


f^X, Cj C ), 


Z 



dy 

dcx^ 

dz 
dx 


àf 
dx 

do 

!_ 

■ 

dx 




df de 

■ - ■ ™ 

de dx 
do de 

_ _ 

de dx 




{x, c, c ), 

■ 

df dd_ 
de' dx 

* * 

dy de 1 

— — - - • 

de f dx 


Les équations ainsi obtenues, résolues par rapport à 


, de 
dx 


f 


> p 



ront la forme suivante : 


de 
dx 


P 



otQ, 



■ y 


■ 

où P, Q, P', Q' sont des fonctions de x, c, c'. 

Mais, si a était nul, c et c' seraient constants et leurs déri- 

de dc^ 

ées —, — se réduiraient à zéro. Donc P et P' sont nuls, et 
dx 



n8 
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les équations précédentes se ré 



isent à la 



plus simple 


de 


On en déduit 



de 


dx 



c 


€ 


o 



x 


X 


Q dx, 


c 


c 


o 


Q' dx. 


0 


Les fonctions Q et Q' contiennent, outre 


tegration les fonctions inconnues c, c 7 . 



m- 


vees 


de dc ! 
dx dx 




nant en facteur la quantité a supposée très 


petite, sont elles-mêmes très petites ; donc c, e f varient len- 
tement, et, si le champ d'intégration n'est pas trop étendu, 


on pourra, sans altérer sensiblement les fonctions O, y 


remplacer les variables c, c' par leurs valeurs initiales c 0 , c' 0 . 

O 



Jr I I r 

aura plus alors qu 


ce qui est f 





M 1 

tion de x seul, 


Si le résultat obtenu n'est pas jugé assez exact, on pourra 


remplacer c et c f dans les fonctions et Q' par Jes valeurs 
urnies par cette première approximat 



l'intégration, et ainsi de suite. 




mmencer 


93, I 



ne nous sommes occupe jusqu a 



ésent que de 



■ 


valeur donnée 



me ri 






a variable. Il nous r 


pour 




■ 

quences des résultats trouvés au point de vue des propriétés 



tiques 



^eurs va 



ces fonctions intégrales. 



, Z en un point quelconque X dé- 


pendent, d'après notre mode de procéder, non seulement de 


1 


a 


position de ce point, mais de la ligne L 



quelle la 


varia 



x se rend de x 0 à X. Toutefois, si cette ligne est 


telle que la valeur x de la variable indépendante en chacun 


de ses points, associée aux valeurs c 




antes y, z des 


onctions intégrales, donne un point ordinaire des fonctions/ 
et/ 4 , on pourra lui faire subir une déformation infiniment 

■ 

petite quelconque sans altérer les valeurs finales Y et Z. 


j 
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En effet, chacun de ces points x est le centre d'un cercle 


dans l'intérieur du 



l y et 


z sont des fonctions mono- 


i 

dromes de x. Le ravon R de ce cercle, variant d'une manière 

* 1 II 

continue quand x se déplace sur L et n'étant jamais nul, ne 
pourra s'abaisser au-dessous d'un minimum fixe R/. Si l'on 


trace autour de chacun des points de L un cercle de rayon R', 
ces cercles recouvriront une région du plan dans l'intérieur 
de laquelle y et z seront évidemment monodromes. On n'ai- 


térera donc pas leurs valeurs finales Y, Z, si l'on remplace la 
ligne d'intégration L par une autre ligne quelconque L' ne 
ortant pas de cette région. 

On pourra ainsi, sans altérer Y, Z, déformer la ligne L 
d'une façon continue, aussi longtemps que les valeurs simul- 
tanées de x, y, z correspondant à chacun de ses poinls 
seront un point ordinaire de f et de f K . Mais, si L prend dans 
le cours des déformations une forme telle qu'en un de ses 
points x, y, z soient un système de valeurs critique pour 
l'une au moins des deux fonctions f et f\, le raisonnement 


se trouvera en défaut et il pourra même arriver que dans 
cette position de la ligne d'intégration Y, Z ne puissent plus 




uies 


L 


es points 



rment un 



vale 


urs simultanées ae 


d 



p 


oui 



ou 


A p° 


urron 


t d 


onc 



re (et seront le plus souvent) des poi 
nclions intégrales y , z. 


m m 




tiq 


ues pour les 


94. Pour obtenir les éléments nécessaires à l'étude appro- 
fondie des fonctions intégrales, il resterait : i° à déterminer 


position de leurs points critiques; 2 0 à étudier les varia- 


lions de ces fonctions aux environs de ces points critiques. 

Le premier de ces deux problèmes est malheureusement 
inabordable dans la plupart des cas ; carj et* figurant, ainsi 
que x, dans la définition de ces points, on n'a, en génén 

■* ^^^^ 

aucune méthode pour fixer leur position a priori. On ne 
pourra les connaître qu'après avoir achevé l'étude des inté- 

mm 

grales, qu'ils auraient dû servir à faciliter. Il y a là un cercle 



ISO 
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CHAPITRE I. 



problè 


vicieux, qui constitue la principale ditncuite au 
de l'intégration. 

Suivant les circonstances, ces points seront isolés ou non; 
ils pourront même constituer des lignes entières, auquel cas 



une existence définie 


une 


les fonctions y, z n'auraie 
la région du plan que Ton peut atteindre, en partant du point 
initial x 01 sans traverser ces lignes critiques. 


95. 11 existe toutefois un cas extrêmement important, où 
l'on peut déterminer d'avance la position des points critiques: 


c'e 



celui où les seconds membres des é 



tielles sont linéaires par 
Considérons, 




ur nxer 


équations de ce genre 


(") 


dy 

^^^^^ i. 


À y -h Bz + 


c, 



is difleren- 



aux fonctions inconnues, 
idées, un système de deux 


dz 
d oc 


k'y 




où A, B, . C sont des fonctions de x. Soit # 0 un 



ord 








, tant que le 


x 


x 0 ne s 



notions ; 

asse pas une quantité fixe r, des dévelo 




convergents 


B 
C 


2a a (x 
2 ba{x 
2 c u (x 



^0 ) 9 
/y» \ OC 

/ 5 


les coefficients a 


a? 




ant pour limite supérieure de 

M M 


leurs modules une 


Cherchons un s 





la fo 
] 


M 


rme 


r 


a 


aies 


y 


y 



2d\(x — x 0 ) l y 


z 


z 


o 



2 e\(x 


^0 / i 


qui, pour x — x 0 , se réduisent ky 0 


5 


O 


coefficients d, e en substituant ces valeurs dans les équations 
différentielles. Il viendra, en égalant les coefficients des 






termes en {x 


a 



i)di 


a 0 d\ H- a t d\ 



1 



...-+- «x-i di -+- b 0 e\ -+- . . . 



6x~i e t -f- axj'o-+- ^X* 


ex, 



0 e X+i 


û o • • • -+- a X-i ^i 

- &x-i e i + 



o 




"Xjo 




Ces formules récurrentes donneront, pour les coefficients 
d, e, des expressions de la forme 



F 


OMBV 


#1, 


.... ■ 

où Fx et $x sont des polynômes linéaires et homogènes par 


rapport à y 0l z 0 et aux coefficients c, c', les coefficients de 
chacune de ces quantités étant des polynômes à coefficients 
positifs, formés avec les a } b, a! r b f . 

ons ainsi cet important résultat, que les inté- 
grales cherchées y, z dépendent linéairement de y 0 , z 0 . 



96. Cherchons le rayon de convergence certaine de ces 
séries. Le cas le plus défavorable est évidemment ceJui où 
coefficients a, 6, e, a', b ! , d sont remplacés par les 
limites supérieures de leurs modules, et y 0 , z 0 par une limite 

cette hypothèse, les 



supérieure m 



ur m 


odul 




équations différentielles se réduisent à 


dz 



dy 
doc 


M 


X 


x 0 


(y + z 



i ) • 


r 


On en déduit 


y 


et 



M 


OC 


I 



(2 y- 



0 



tégrant, après séparation des 



7 
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ction n a qu 7 un point critique, x = x Q -\-r. 

tout le cercle de 


La convergence est donc assurée 



rayon 


7\ 


Donc, quels que soient y^ z 0 , les intégrales y, z seront 


continues et m 



dans toule région du plan où les 


fonctions A, B, G, A', B', C sont elles-mêmes continues et 

autres points critiques 
n'esl-il pas certain que 


monodroi 



5 



ne po 


que 


ceux 




ces derniers points soient critiques pour y et z 


1 < ■ 

97. Les exemples suivants, que nous empruntons kBriot 




uet, montrent comment 




ut e 






aux environs de leurs 


Soit l'équation différentielle 




ri tiques. 


(m) 




/(^ 7)' 


■ 

f( x i y) s'annulant pour x 
valeurs comme point ordinaire 


o 


i y 


o et admettant ces 


Cherchons 
ur x 



es de ses intégrales qui s'annulent 


pour x 


o. 



Si nous-consi 



S X 



rr 



notion dey, il viendra 




/(^i y)* 



Cette équation 
s'annulant pour y 




o. 


Sa 


seule intégrale monodrome#, 


s'annulant également, 



elle sera développable en une série de la forme 


GO 


X 



à 


*y 


oc 





osons que a m soit le premier coefficient de la série 

par 


ne s'annule pas. U 1 



ation précédente, 




a 


y 




la foi 


*m 



y 


\x 


m 





* * 


Cette 
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m 

m val 




eurs corresponaantes an 
i 



12^ 


erses 


déterminations du radical x m \ elles se permutent les unes 


o 


q 


dans les autres lorsqu'on tourne autour du point x 
sera un point critique algébrique . 

Le cas où tous les coefficients a a s'annuleraient à la fois 
échappe à l'analyse précédente. Il faut et il suffit, pour cela, 
que # = o soit une solution de l'équation (i3) et, par suite, 


que y) contienne x en facteur. Dans ce cas l'équa- 
tion # = o, ne contenant pas y, ne permettra pas de tirer 


la valeur de y en fonction de x. L'équation (12) n'admettra 



c au 



e intégrale qui s'annule avec x. 


98. Considérons, en second lieu, l'équation différentielle 


(i4) 


X 



dx 


f(x, y), 


où f(x, y) a la même forme que dans l'exemple précédent. 
Cherchons à déterminer les intégrales de cette équation, qui 


s'annulent pour x 


o. 


Soit 


■ • 




11 




• # 


Substituons, dans l'équation différentielle, à la place de y t 


une série 


(i5) 


y 


c x x 



c*x *~\ 


m m 



les coefficients des mêmes puissances de x dans 
membres. Nous obtiendrons une suite d'équations 


de la forme 


le 




cients entiers positits 




rme 


I * JL *J 

ec les coefficients a, et les quantités c i7 c^_ { . 
i \ n'est pas un entier positif, on pourra résouure ce» 
équations par rapport aux c, et l'on en déduira un résultat 
de la forme 



^ étant une somme de termes ayant pour numérateur un 
produit de coefficients a, multiplié par un entier positif, et 
pour dénominateur un produit de facteurs de la forme u- — X. 
Ces derniers facteurs sont tous différents de zéro, et leur 
module croît indéfiniment quand augmente, 
donc déterminer une limite inférie 





o u rra 


s mo 


s. 


Gela posé, la série (i5) satisfait à l'équation (i4); mais il 




a un rayon de convergence certaine* 


Or on accroîtra les modules de ses termes, en y remplaçant, 


M 


d'une part, les coefficients a a p par les quantités limites 
supérieures de leurs modules, et, d'autre part, les facteurs en 

■ ■ 

dénominateur par /, limite inférieure de leurs modules. 
Mais la nouvelle série, ainsi obtenue, est évidemment celle 
que l'on trouverait en cherchant à développer la racine 


infiniment petite de l'équation algébrique 


M 


r 


x 4 


M 


M 


.2 


X' 




et converge pour des valeurs de x suffisamment petites. 


99. Pour reconnaître s'il existe d'antres intégrales que la 


série que nous venons de déterminer, et s'annulant également 


pour x 


o, posons 


C\ OC 




z 


% étant une nouvelle variable. Substituant cette valeur dans 


l'équation différentielle et supprimant les termes indépen- 


dants de qui se détruisent, nous obtiendrons l'équation 


transformée 



(16) 


d 


x 



b 10 x H- b oi 




é • ) * 


Nous avons à chercher une solution z de cette équation 


1 


qui ne soit pas constamment nulle aux environs du pointa? 


o 
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mais qui tende vers zéro 



ue x tend vers zéro suivant une 


loi 


tivenable. 


Soient donc 


# 0 un point voisin de l'origine; 
^o la valeur correspondante de 



~ 5 


une ligne allant de x 0 à l'origine, et telle que z tende vers 


zéro quand x décrit cette ligne. 


L'équation (16) pourra s'écrire 


dz 


£ ( À -h b 0 \ z -+- c* 02 s 2 



) 


dx 


x 


b 


10 



1 


b 


20 


X 



JË 

V\\Z 



Oqi z + 


h r 2 



* * 


doc 


on, en supposant que X ne soit pas nul et développant en 


série le dénominateur de dz, 


dz 
\z 


dx 


x 



m • • ) 



#10 




601 



dx 


t 



intégrant de x 0 h % le long de la ligne L, 


1 , z 

A Z 


log 


0 


x 


0 


^0 


JC 


-+- c { ^ + + 


#10 + ^20 



à 



b 0l z -h 




Si # tend vers zéro, z tendant également vers zéro, les inté- 

u second membre tendront vers des limites finies et 

A étant une constante et e s'annulant avec x. On aura par 


déterminées. Le second membre sera donc de la forme A 



suite 


1 


log 



Zo 


log 


X 


X 


A + e; 


0 


d'où, en passant des logarithmes aux nombres, 


z 


0 


X 


X 


X 

0 


lim 


z 


f 0 


X 


X 


\ 

0 


X à 


c 


c désignant une quantité finie et différente de zéro 


Pour que z tende vers zéro, il est donc nécessaire que x 
tende vers zéro en même tem 


condition 


Soi 


oie 



1 


P 


on aura 


x 



que 



iscutons cette 



qi 


oc 


p (cosd 



i sinÔ), 


e 


X 


A 


eQH-?î)(Loep-HtO) 

e /?Logp— </9 # 



P 


argument 9 pouvant varier d'une m 


1 


a 


i L 



rs zéro, son 
ire, suivant 


il faut et il suffit que p Logo — q§ tende vers 


00. 


Soit d'abord q 


G 



faite, quelle que soit la ligne si p est positir; mais elle ne 
pourra jamais l'être si p est négatif. Dans ce dernier cas, il 



ée. 


p 


6 en 


dit 


\im{p Logp — qB) 


oo 



aite 


ou i 


ne le so 



as. Mai 



onvient encore de 


distinguer le cas où p est positif de celui où il est négatif. 


S* 
i p 



o ; la condition précédente sera satisfaite toutes les 


fois que X sera assujetti à varier entre des limites finies. Pour 
que a?* ne tendît pas vers zéro avec x, il faudrait donc que la 

ni de révolu- 



îgne L fût une spirale décrivant un no 
tions autour de l'origine. 



Si 




o, le contraire aura lieu et x^ ne pourra tendre vers 


zéro avec x que si L est une semblable spirale. 


100. Ces préliminaires posés, nous allons démontrer qu'à 
ue valeur de la constante c correspond une intégrale de 



équation (16), développable en une série à double entrée 


suivant les puissances de x et de x 1 et convergente tant que 


ces deux 


quantités seront suffisamment petites. 



DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES. 


Posons en effet 


z 


l'équation (16) deviendra 
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x 


du 

d OC 


x^ a ; 


u(b i0 x -+- b 0l x^u 



b 


20 
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+ ...). 
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Substituons pour u une série à double entrée 


u 


1 X^ 


0,1, . . -, 00) 


Egalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les 


deux membres, il viendra 



lv)c 


[XV 


F 


[XV f 


Fjjlv étant un polynôme à coefficients positifs, formé avec 
ceux des b et des c où la somme des indices est moindre 



Celle de ces équations qui donnerait c 0 o est identique; ce 


co 



ient reste donc indéterminé, et l'on pourra lui assigner 


la valeur donnée c. 

* t 

La résolution des autres équations donnera 


c 


[XV 


9 [XV 


1 


y^v étant un polynom 
facteurs 6, multiplié [ 
positif et divisé par un produit de facteurs de la forme 5 

t des entiers positifs, dont l'un peut être nul. 


X 


s et t 



, Le module des facte 



s 



X 


iment 


s 


pt 



iqt es 



9 


o, p 



o étant exclue par ce qui précède). On 



rra 


imite intérieure m 


telle 



| m » 

l on ait 



m 


our toute valeur de s et de t. 
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La série que nous venons de déterminer est une solution 
de l'équation différentielle (17) satisfaisant aux conditions 
posées, solution admissible tant que la série sera conver- 


emmen 


plaçant partout les facteurs s 



par m 


M 


quantités - 


r 


r son module G 
9 limites supé- 


Heures de leur module. Or on vc 

lie q 


développer suivant les puissances de x etde^cell 



raci 



de l'équation 


m 


G 



9 


M 


r 


x 



M 


r 


M 


r 


x 



mC — M v I 1 


i 


x 


1 



1 


r 



qui se réduit à G pour x = o, x 


A 



Mais cette racine est évidemment continue et monodrome 


tant 


e les modules de x et de x* resteront au-dessous d'une 


certaine limite. Donc, tant que cette condition sera satisfaite, 


v sera développable en série convergente suivant les puis- 


sances de a?- et de et la série qui donne u sera a fortiori 


convergente 


101. Suppo 


posons 



en li 




OC 


<4? • 


'il est > 1, 


L'équation transformée en z, divisée par le facteur com- 


mun x 



me 



b l0 x -4- b 


20 


b 




et sera semblable à la primitive, le premier coefficient \ étant 
diminué d'une unité. 
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gues nous pourrons 


à l'imité. Reste donc à considérer 


y 



#20 ^ 



a n xy 



• t 



S 



ons démontrer qu'elle admet pour intégrale une 
série procédant suivant Jes puissances entières de x et x\o§x 

i traire. 





Désignons à cet effet par A< 0 , A a p, ... les modules 


des coefficients a K 


0 y • • • 5 


a 


; par 


X 


une 



posi- 


tive un peu moindre que l'unité, et considérons d'abord, 


au 


I 


ieu de l'équation proposée, la suivante : 


x — À y 

dx r 



Ann 
10 ^ 




■ * 


D'après ce que nous venons de voir, elle admet comme 
intégrale une série procédant suivant les puissances de x et 


rb 


Poson 



x 



il 


l)t. 


Par celte substitution, nous obtiendrons, comme nouvelle 



de cette 



une série 


pr 



ant suivant 



puissances de x et de /, et qui sera encore convergente 




variables seront 


Pour calculer 


assez petites, 
directement Jes coefficients de cette nouvelle série 


5 


remarquerons qu on a 


d'où 


Ix 


X 


dt 
dx 


1 



1^ 


x 


1 


0 


X 


A) 


dt 

m 

cLoo 


/y* 


nous 


Posons maintenant 


(20) y 
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dx 
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Substituons ces valeurs de et # dans l'équation pro- 

- - ..... t>t %Às - 

posée et égalons les coefficients des mêmes puissances de x 
et de £ dans les deux membres. Les termes en t se détruisent 


identiquement; ceux en x donneront 


l)G 


10 




A. 


o. 


i 


Enfin on aura généralement, lorsque ja 




i 


(21) 




(v 


i)C 


(X— J, V-hl 



cp^v étant le 


terme en 



e de Féq 






peine que 






termes de la forme 





où K est un coefficient binomial et où les indices a, p, u,, 


V | ^ • • • s atisfont aux relations 


a 





V, 4 


2 




tous les coe 

traire. 



îcients 




r de pro 

en fonction de G <0 ? qui reste arbi- 




G 


résolution des équa 


e premier 



étant supposé réel et positif, la 



s 



es donnera pour 


expression de la forme 


[XV 



[XV 1 


étant une somme de termes positifs dont chacun est le 


produit : i° d'une 



de G| 0 ; 2° d'une puissance de 
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l3l 


C 


01 


A-io+ (i — A)Gio ; 3° d'un produit de coefficients A a p 


4° d'un facteur numérique 



de X; le tout divisé 


par un produit de facteurs de la forme 




t 


4 h* 





era 


ailleurs que le nombre de ces facteurs, 
qui figurent ainsi au dénominateur de chaque ternie, ne peut 



2 



v 


i. 


■ 


i. *. < 


Supposons en effet que ce théorème soit vrai pour tous 


ceux des coefficients dont le 




ice est 



\x et 



tous ceux dont le premier indice , est égal à p et le second 
indice <^v\ Si nous substituons pour ces coefficients leurs 
valeurs dans l'équation (2i) ? elle donnera pour Gm V 


une 


gomme de termes dont le premier contiendra en dénomina- 
teurs mi nombre de facteurs au plus égal à 


i 


0 


V 



I 


1 = 2 



V 


I. 


Dans chacun des aulres termes, le nombre des fadeurs en 
Snominateur sera au plus éçal à 


I 



V 


1 


I 



-h 2 fxp + Vp_ 


I 


I 


-h 2 (p. 


a) 4- v 


< 2 f 



V 


I 


a. 


D'ailleurs la proposition se vérifie immédiatement pour C 
onc elle est vraie généralement. 

■ 

posé, faisons tendre X vers l'unité. 





t 


x 



i 


aura pour limite celle-ci : 


r 


t 


! 


dx^ \ 



satisfait à l'équation 



/ 


L'équation ( 


dy 


[ 




-a c 



gee en 




7 


A 


01 


/y* 


20 


œ 



F / 



et, si F 
de la forme 


cherche à satisfaire à celte dernière par une 


série 


j 


(22) 



C 


10 


x 



« • * 





es nouveaux coefficients C seront évidemmen 




onnes par 

les mêmes formules que les C, sauf le remplacement de X 
par l'unité. 

Pour montrer la convergence de cette nouvelle série, corn- 



rons 






^ v au terme corr 



dant ï de 



{JLV 


. Les facteurs A {0 


1 


01 




garaient 


au numérateur de T sont remplacés par la quantité moindre 



\ 0 






sont remplacés par des 



eurs 



v 



au moins égaux si v n 
auquel cas J*§>/I| on aura 





du dénominateur, ils 
ï, qui leur seront 
part, si v est nul, 




1 


Le no 



on aura 




facteurs du dénominateur étant 



el, par suite, 


< 


2 |JL 


ï 
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V — J < 2(fZ + V), 



(2 



(2 




■ 1 


Gela 



5 



v 




d'un 


série (20) soit convergente : on aura, 
constante, 




tt 


5 



C 7 = 



uel la 
M une 


[(- 



[Jl-T-V 


La série (22) sera donc convergente dans un cer 
ravon (2 


de 
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Revenons enfin à l'équation primitive (18) et cherchons à 
y satisfaire par une série 


y 


Cqi x 



• * 



* • 


0- 

c ù{ étant une quantité arbitraire ayant pour module C oi . Il 
est clair que les coefficients c^ v seront déterminés par les 
mêmes formules que les coefficients CJ^, sauf le remplace- 


ment 



quantités 


■ • 


A 


a (3 


• • • 


1 


ïar 


c 
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a 


10? 


a 


a [3 


et que les coefficients auront les pour limites supé- 


rieures de leurs modules. La nouvelle série sera donc con- 
vergenle pour des valeurs assez petites de x et de t l . 


102. Considérons, en dernier lieu, une équation algébrique 


irréductible 


o 


entre y et sa dérivée, et de degré n par rapport à celle-ci. 

_ 


Une intégrale de cette équation sera complètement dé- 
finie si l'on donne pour la valeur initiale x 0 de la variable 
indépendante x : i° la valeur initiale y 0 de y, laquelle peut 


d y 

être prise arbitrairement; 2° la valeur initiale de 

r 7 ax 

e choisie parmi les n racines de l'équation 


laquelle 



/ 


dy_ 


0 


o 


Si l'on fait décrire à x une ligne continue quelconque, 


y et 


dy 
dx 



arieront également d'une 




continue tant 



sera par aucun point critique 


une de ces valeurs critiques. Nous avons vu que 


orsque x 
i°jne 



vers ç trois cas peuvent se p 



vers 



limite ; 



er : 


admette une racine multiple ou infinie-, et -j- tend vers celte 



racine ; 


3° y tend vers oo. 

La première de ces hypothèses doit être rejetée. On pour- 

t, assigner à x une valeur plus voisine de \ 
qu'une quantité arbitraire e et telle : i° que la valeur corres- 
pondante V de y eût son module au plus égal à une quantité 



fixe A ; 2 0 que Ja distance du point V à chacun des points i\ 


pour lesquels 1 équation f=o donne pour -p- une racine 




.pie ou infinie soit au moins égale à une quantité fixe o. 




ît z\une quantité positive moindre que S. 

1 ri * - « /> « 


our toute valeur r\' de y qui satisfait a ces conditions, 
s m racines de l'équation f—.o seront développables en 
série convergente suivant les puissances de y — 7/ dans l'in- 



térieur d'un cercle de rayon r décrit autour de V et sur sa 


circonférence. Elles resteront donc finies et continues, La 


région du plan couverte par ces cercles est d'ailleurs bornée 


et parfaite. Le module d'aucune de ces racines ne pourra 
donc surpasser un maximum fini M. 

posé, l'élément de fonction analytique. 






mer la variation de y au delà du point ç, a un rayon 

I 

convergence certaine, qui peut être assigné en fonction 
des deux nombres fixes r et M et qui, par suite, est lui- 



même un nombre fixe, plus grand que l'infiniment petit e, 


qui représente la 



f et £. Ce dernier point 


ne peut donc être critique, comme nous l'avions supposé. 

us connaissons donc a priori les valeurs de y, 






ou intimes, qui correspondent aux points critiques 


* 7 

103. Soit y\ l'une de ces valeurs, supposée finie. Nous 



savons qu'en faisant tendre y vers t\ suivant une ligne con- 


venable, nous pourrons faire en sorte 


inverse 


dy 


dy 

que -t^? ou son 
1 dx 


dx 


-j tende vers l'une qu 



ne des n valeurs four- 


nies par l'équation 


(2 



o 


Chacune de ces racines peut être développée aux environs 
du point Vj suivant les puissances croissantes, entières ou 
fractionnaires de y — r\. 



dx 


OC 


Y))^+B(r 


• * 


l'un de ces développements; a, (3, ... étant des entiers 
sans diviseur commun. . 


i /? + a^o, l'intégrale du second membre, prise de y à vj, 



aura une valeur infinie ; y ne pourra donc atteindre la valeur ri 



délermination de 



pour 


aucune 



ur 



d 


lv OC 


Si /? H- a 



l'intégration donnera, en désignant par ç la 

^^^^ m 




X 


5 


(â4) 


.3? 



a 


ifl) 


p-hCt 
P 




P 



(7 


* • 






point critique de l'intég 
Pour nous en assurer, développons, suivant les puissances 


croissantes de x - 

■m- 

s'annulent avec x 


celles des valeurs de 



ri)P qui 


Ces développements seront de la 



(7 


fi)P 


C | Lt 



c 2 a 


2 



• > 


ou & 



successivement les diverses 



du 




II' 
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On en déduit 


y 



( C t II -h 



u 



■ * • ) 


p 




On voit par là que le point J est en généra 


point 


ébrique 


Ce sera un point ordi- 
u'on y arrive avec la détermination 

Je q lie nous avons adoptée, si le développement de y ne 


naire, au moins 



C 


îs p 



e cas se 




si p + c 

urs nécessaire. Supposons 



Cette co 



ion est 


qu'on obtienne, 
pour y — 7i ? un développement suivant les puissances eh- 



s et positives de x 


tel 


que 


y 


•a 


Cq[x 


C 


7+1 


( 




en 




5 



renversant la série, 


OC 




tl)1 


m t 


Comparant avec le développement (24), on voit qu'on doit 


avoir 



1 


1 


7 



5 V, 






is p, /? + a, p + 3, . . 


r e facteur commun, 



aura 



1 j d'où/? 




idérons maintenant une va 


1 



- j nous obtien 




une équalion transformée 


o 



dz 


z 2 dx 


1 


z 



et nous 



les 






ince 



de 




1 

BzP 



n a 


1* 



nfinie de y. Posant 



11 



e 




p 4- a<o, l'intégrale du second 



de z à zéro 


. Si 


sera infinie. Donc z 
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ne pourra devenir 
de la dérivée, 

Bip 




z 


o 


5 


X 


d'où, en posant ( 


et enfin 


y 



avec ce 



m M 



cime valeur finie de x. 


aura, en a 



pk 


P 



i 


P 



<x 



pB 


1 



I 


P 


■ » 


ï 37 



mation 


ç la valeur de x pour 


Donc 


sera, en général, un point critique algébrique 


our la fonction y, lorsqu'on y arrive avec la détermination 

1 _ J ' * _ ' „ ■ * 1 r . Al 


de la 



que nous consi 



Ce 


sera un 


pôle 


* 

si 





Nous avons ainsi délerminé la manière dont la fonction y 
se comporte aux environs de chaque point critique; mais la 


position de 


1 * 



critiques reste encore inconnue 


104 



nsi 



en particulier, le cas où y est une 

-■ 

fonction uniforme. D'après ce qui précède, ce cas est carac- 
térisé parla condition que, dans chacun des développements 




ents, p H- a est nul ou négatif ou égal à l'unité 

Si cette condition est remplie, r, n'ayant que des pôles, 

sera une fonction méromorphe. Nous allons montrer qu'on 

peut la déterminer par des opérations purement algébriques. 

dioc 

, ^- étant une fonction algébrique dey, x considéré 
comme fonction de y sera une intégrale abélienne et aura, 



P 


r 



ue valeur Y de y, n systèmes de valeurs 



2 m m 



2 m 1 co' 



* • • • 


* ? 


• * 1 


X n -h 2 /72ûl) 




9 9 m y 


où m, m' . . . sont des entiers et 2 w, 20/, . . . des conslaotes 


en 1 1 
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linéairement distinctes, chacun de ces systèmes de 


correspondant d'ailleurs à u 

Y. 




L'intégrale y, 
donc les 




2C0, 20) 


méromorphe ne peut avoir 
ment distinctes, trois cas 


d 


es n 



* 




de 



dy 



de x. admettra 



une 



t périodes linéaire 


près 
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RE M 1ER CAS 


Il existe deux périodes distinçtes ) 


2 0) etitù*. — L'intégrale y sera une foncti 



et doublement périodique d'ordre n. 

A chaque valeur de y, finie ou infinie, et à chacune des 



Tmn 




dx 


* 



corr 



es valeurs unies de m» 


une 




gram 



cas se présente, il faudra donc que, 
loppements (23) et (25), p- 



ue ce 




ît égal à i ; car, s'il élait 



aucune 


nul ou négatif, ce développement ne pourrai 
valeur finie pour x. . 

Gela posé, soit p(u^ g 2j g$) la fonction elliptique de 

ni admet les deux périodes 2(0 et 2u> ! . La 



rass 



qu 
1 



x 0j g 2 , g" 3 ), elliptique du second ordre, sera 


liée ky par une équation- algébrique 


* i 


t ■ 



reste à deLerminer : i° les coefficients A, B, V. > du poly- 


en y et de degré n en 



^0 3 gïl 


invariants g 2 , g s . O 


de x 
O 


suivan 


OC 0 G t 1 



e resu 



a zéro. 


n a 




t 4 


D^utre 
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, l'équalion 
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donne, par 






filiation, le: 

dy 


déri 


îvees successives 


de y 



et 


dx 


• O 


r 


5 


pour x — x 0) on con 


celle de& 



HM 

naît la valeur y 0 de y et l'on a précisé, en 
racines de l'équation ci-dessus que l'on choisit comme valeur 


initiale de 


dy 

dx 



n peut 





/y» • ■ nr* 


la 


valeur 



et de toutes ses dérivées et, 



suite, 



loppery suivant la série de Taylor. - . « 

t Les équations, fournies par cette identification à zéro 



sont évidemment linéaires et homogènes par 

. « * * 

coefficients A, B, ... et algébriques par Rapport à g 2j g%- 


aux 
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de 
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P + 



donneront chacun une série de pôles de la fonction y, avant 
pour formule générale x 0 ~ 


imtù 


Aux environs de chacun d'eux, on aura pour y un dévelop- 
pement de la forme 


y- 



{x 


Xq 


2 m co ) p 


a 



x 


OC 


0 


2 m co 


H- a Q -\ 


ù p et 



J y se 


Cela 





r 

ients a^, . . ., a 0 , ■ • • sont donnés par Pana 

i 

et ne dépendent pas de m. 


l'expression 


u 



CO 



e 


71 f .r 


o 


Ci) 


71 IX 
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2 CO. 


corres 





a pour pôles les points 


ts se réduisant à l'unité 



ut* 


2 m W 


d'ordre /f admettra les mêmes pôles et sera, aux 


environs du pô 




o 



( 


2 mw, de la f 


2 . . . k 



e 



{x 


X 


0 




É ■ 


R ne devenant plus infini. 



On 



ra donc 


y 


du 


a x u 



2 


dx 



( 


I) 


p— 1 



.2 . . .(/? — i) flteP 



le reste y' admettant la période 2w et les pôles de y, sauf 


ceux de la série x Q -\- zmco. On trouvera de même 



S 



S désignant une nouvelle frac 



€ 
d 


1ZLÏ' 
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e avec 


e 


et y une «autre tonction périodique ou une s 

, on pourr 






s a disparu 



sous 


la for 


me 



e série 
tire y 


y 


T 



Y 


7T/.r 


■ 

T é 



une 



ction rationne 




m • 



odique qui n'a plus de points 



en e w et Y une fonction 

istance finie, 



et qui, par suite, sera développable par la formule deFourier 



en une série procédant suivant les puissances positives et 


TZlX 


négativ 




a démontré que, si cette 


série contenait un nombre infini de termes, l'équation pré- 
cédente donnerait en général, pour chaque valeur dey, une 


7Ci.r 


infinité de valeurs de e w . Mais à chaque valeur de y corres- 
pondent n séries de valeurs de x; et, comme les diverses 


valeurs d'une même série donnent la même valeur pour e w , 
cette quantité n'a que n valeurs pour chaque valeur de y. 
Donc la série Y sera limitée et y sera une fraction ration- 

TZLv * 


nelle en e w ; on aura donc 


(26) 



o 


r 


1ZIX 


P et Q étant deux polynômes entiers en e <° , l'un de degré n, 
l'autre de degré ^ n. 


Les coefficients de ces deux polynômes se détermineront 
mme dans le cas précédent. 

t ' I 

Il est aisé de trouver le critérium qui caractérise ce seco 

effet, pour chaque valeur de y, l'équalion (26) dor 

TOJT 

en général, pour e w , n valeurs finies et différentes de zéro; 





2 niio 


5 


d'où résultent pour n classes de valeurs x 0 


x n _[ + 2mto, # 0 , . . x n _ K étant des quantités finies. 

11 y a toutefois exception pour les deux valeurs (finies ou 


m 



es) dey qui annulent le coefficient de e w ou le terme 

7C/x Tti.r 


ndé 


ca 


Où 


une 


racine, ou un groupe de racines, nulles ou infinies, auxquelles 
ne correspond aucune valeur finie de x* 

Soit, par exemple, y K la valeur de y qui annule une ou 
plusieurs racines de 1' équation. Soit q le nombre de ces 


ines. Aux environs du point y K on pourra les développer 


en séries de la forme 


e 


TZi.r 
a) 


friy 
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On en déduit 


log 



(y 



My 


1 


1 


2 


y 1 )'' + 


J 
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y* ( >' 
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où, en prenant la dérivée par rapport à y, 


( 2 7) 
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y Ci 
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Soit de même y 2 la valeur de y qui donne des racines 



s, en nombre a'. 
en séries de la forme 
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t ,1 . ^ 1*. 


o 1 



racines 



ou 1 



ies correspondaient à une va- 


leur infinie de y, ces développements suivant les puissances 



y i ou de y 


y* 




rer 



aces 



des 


développements analogues suivant les puiss 





1 


y 


Les deux développements précédents doivent évidemment 


faire partie de la série des 

parmi ces derniers il en exis 



par un terme de degré — 1 et pour 





(a3) et (â5). 


ux qui commencent 
p + a sera nul, 

-M. m f 


celte quantité étant égale à 1 pour tous les autres, qui doivent 
donner pour % des valeurs finies. 

ces deux développements avec (27) 

I ¥ I 

Ja période to, 


s en- 




et (28) 



a 





q 


î 






cas : // tVy a aucune période. 



ce 


* ■ 


* m 



n 



n v 




t pour 


ue des points critiques a 


tion alg 





ues sera une fonc- 



ique de y. Réciproquement, y sera algé 



en x et, comme il est uniforme, il sera rationnel. On aura 


do 





Q 


o, 



P et Q étant des polynômes entiers 


en x, l'u 

r 4%. . » 



e de 



n 


degré 


"é dont on pourra déterminer les coeffi- 

r*v vi z\ r\ r\ r\ f\ rv* wrv*k *r\ < w\ 4* 



1 

Pour chaque valeur dey, on aura n valeurs de x } généra 


iement finies. Il n'y aura d'exception que pour la valeur (finie 




le coefficient de x 11 , et à 
correspondra une-racine, ou un groupe de ^racines, 



Les inverses de ces racines 


séries 



Ja fo 


■ - 



ront 




en 


rme 



1 


1 


y 1)1 



(7 


— 


1 


* I 
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d'où 


1 


X 



\ 


9 



dy 


y, _7_ 

a 



Donc, l'un des développements (28) [on des développe- 
ments (â5) si la valeur àe y qui rend # infini est elle-même 


infinie] commencera par un terme d'exposant 


7 



1 


aura donc pour ce développement p 


• o 


11 


a 


= — 1 , et pour tous 

■ 

les autres p + a = i . 

.* • * 

Les divers caractères dont nous avons reconnu la nécessité 
dans chaque cas, étant contradictoires entre eux, seront en 
même temps suffisants. On pourra donc a priori reconnaît! e 
dans quel cas on se trouve, sans qu'il soit besoin de talon- 



' 108. Comme application des résultats qui précèdent, 
cherchons, parmi les équations binômes de la forme 



itior 


AO- 


ÛT 1 f* ( y 


«, X M 1 2 , • • • étant des entiers sans diviseur commun, celles 


dont l'intégrale est monodrome. 
Les poinls critiques de 


dx 
dy 



<y 


«1) n (y 


Cl -> ^ 


n 


sont a,, a 2 , .. .. Pour l'un d'entre eux a { , on aura comme 



dv 


1 


* * 


D'autre part, si l'on pose/ = on aura l'équation trans- 




(_,)» / dz \ 11 



\ 
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d'où 



PA 



CHAPITRE I. 



"I - • #■ « • 


Si donc nous 


■ 

x, 




pour 



ger 


i 


i 


+ 



I 


il sera nécessaire et suffisant que [à, p. 2 , ... soient de la 


forme - 


T 


P 


y I 




( 2 9) 



• Ces quantités salisfont d'ailleurs 


a 



f-2 




Premier cas : & intégrale est 



Dans ce cas 


seron 



ous de la forme - 


i 



, au moins égaux à }, sauf jjl, qui peut être nul. 


bord | 



o. Il résulte de l'équation (29) 



que le nombre des quantités u,, u 2 , 

1 , sera 4 ou 3. 
S'il j en a quatre, on aura nécessairement 



ont toutes >|, 





1 


^3 


^4 


i 

2-9 


d'où 


À 9 



4 : 


I 


n 


2. 


.4 *% 


m 



en a 



s, on aura, en s 


ubstituant dans (29), pour 



leurs 


valeurs - 


1 



1 Pz 

— 5 — 


I 


i 



2 


/>3 


I 


I 


Pi 



i 





quantités /J n /? 2 , /> 3 étant su 
de grandeur croissante, on en dé 



rangées par 


3 





1 


3 OU 2 


1 



51 


3, on devra avoir 


ordre 


d'où 


i 

P% 


i 



P% 


i 

2 


P 



2<4- 


Si p 


2 


4, on aura aussi 


/>3 


4- 



3, on aura 


Pi 


6, 


ce qui donne les deux solutions 


Ai 


2, 

3, 


X 


9 


4, 


X, 


3, 


n 


n 


6. 


Les solutions où a n'est pas nul se déduisent 



mme 


des 


ainsi 



^cédentes parla suppression d'un facteur. On obtient 
nouvelles solutions 


x, 

Xi 



X 


x, 


A 2 - 

— A 3 - 

= 1 , 



7 - 

A? - 

— 2, 


n 

=3, 



3, 

n 

- 4, 



— ô, 

n 

-4, 

3, 



n 

_6, 

4, 


5, 

n = 

"6, 

3, 

À 2 . 

-5, 

n 

-6. 



L' 


un au moins 


cas : L* intégrale est simplement périodique. 

rai pi, [jLj , [JI2, • • • sera égal à 1 . 




it d'abord \l 


o 


n 



1 


. L'équation (29) deviendra 




1 



les quantités ui 2 , ut 3 , ... étant égales à 1 on de là 



e 



1 


J. 


Cours, III. 


P 


10 


i46 



On voit par cette é 


CHAPITRE i, 


nombre 





t surpasser deux. 



ces quantités sont au nombre de deux, on aura néces- 



f*2 



*1 


2 


S'il n'existe qu'une seule 





d'où 


fi- 2 



I 


5 



9 " 

■ 

I * f 

solutions où ui n'est pas 
pression d un facteur et 



2 



i 


5 


I 




n 


n 


2 


2, 


n — i . 






par 


es : 





Si |A 


P 


P 



cas : 


^ 5 p-i 


i 







sera 


de la forme { L^Zl , e t les autres de 




9 


/? 2 




vien 



On aura donc 




g - 


H 


i 


d ou 




1 


7 


I 


1 


O 



et 


q 



i 


> 




q 


n 


entier q 

Enfin, si ;o, n'est pas nul, on aura les solutions 


n 


7 


j 
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■ 

es considérations développées dans cette Section 


permettent de définir, d'une manière plus précise, 



di- 



differe 


sortes d'intégrales que peut présenter une équation 



d 


x 


Soit #o une valeur particulière de la variable indépen- 
dante. A toute valeur initiale y 0 donnée à y, et telle que 

(#<m fo) s0 ^ un P°i nt ordinaire pour la fonction corres- 
pond, comme nous Pavons vu, une intégrale de l'équation 
différentielle, dont on pourra suivre la variation, soit dans 
tout le plan, soit dans une région limitée par des lignes sin- 


gulières. Outre ces intégrales, ordinaires par rapport au 
point #o, et qui diffèrent les unes des autres par la valeur de 


la constante jKo? il peut en exister d'autres, qui deviennent 


infinies ou indéterminées pour x = x Q , ou prennent en ce 
oint une valeur y Q , telle que (#0,^0) soit un point critique 
pour la fonction f. Ces intégrales seront dites singulières 
par rapport au point x 0 . 


Gela posé, nons appellerons intégrale générale l'en- 


semble des intégrales particulières qui sont ordinaires pour 
quelque valeur de x] intégrales singulières celles qui 
seraient singulières .par rapport à toute valeur de x. 

Il est clair que l'existence de ces intégrales singulières 


sera un phénomène exceptionnel. Soit en effet F(x,y) 


o 


la relation qui doit exister entre x et y pour que / présente 


un point critique en x,y] il faudra, pour qu il y ait une 
intégrale singulière, que la valeur de y en fonction de x, 
tirée de l'équation F = o, satisfasse à l'équation différentielle 


proposée, ce qui n'aura lieu qu'accidentellement. 



II. 



T10NS 



I 


Généralités 


HO. 



n nomme 



on s diffé renlielles lin é a ires 


celles où les fonctions inconnues et leurs dérivées nefigu 


1 


qu au pre 




ons j 



allons exposer 




que nous 


111. i° Toute équation 


ch 



ge 






Soit, en effet. 


P 


0 


d 11 x 
dt Jl 


line s 



lable équa 




endan 






reste linéaire si Von 


i 


p n x 


T 


, p K} . . . , T désignant des fonc- 


nues de la variable indépendante t. 


Posons t= <p(&), u désignant une nouvelle variable. On 


en dé 



a 


dx 





d ^ oc 
du? 



a 


/■■» 





dt 


î 


5 



équations qui donnent — - , 


en fonction linéaire 


- doc ci^ oc 

de -r~> -7-5 » 

du au* 



stî tuant ces valeurs, ainsi que celle 
de t, dans l'équation proposée, on obtiendra l'équation trans- 


fo 



ée, qui sera évidemment linéaire en 


c&oo oc 
du 


du 1 


112- 2 0 Soient x, y, . . fonctions d^une même va- 
riable indépendante t 7 satisfaisant à un système de 
n équations 

(1) 



ires 


o 


5 


E 


o, 


et soit V un polynôme entier par rapport à x, y, . . • et à 


leurs dérivées successives, dont les divers termes aient 
our coefficients des fonctions quelconques de t. La fo 
Ion V satisfera à une équation linéaire dont les coeffi^ 




cients s^ expriment rationnellement en fonction des coef- 

* * » 

ficients de E<, V et de leurs dérivées successives. 

En effet, soient respectivement m, tn' , ... les ordres des 
plus hautes dérivées de x, y, ... qui figurent dans les 
équations (1) ; A" le degré du polynôme V. Formons les dé- 
rivées successives de V. Chacune d'elles sera un polynôme 

• ■ 

de degré k par rapport à x, y, ... et à leurs dérivées succes- 

d m x d m ' +i x d m ' y 

s. D'ailleurs les dérivées — — M \ .. ■. . > 


d t 


dt 



y 


exprimer linéairement par 


moven 


m 

équations (1) et de celles qui 


s'en déduisent par dérivation. 

valeurs, on 




tituant 



P 


dV 

dt 


y • • • y des 


e 



form 


(2) 


V 

dt 


T, Pi 



T,P 


2 




^ ^^^^ ^^^^^^ 

-■•0 *2 1^ • • • 1 


1 


• * 



• * 

* 


T,, T 2 , T., T;, . h étant des fonctions de t, de l'espèce 


DO 


in 


diquée 


TROISIÈME P 

énoncé, et P 


CHAPITRE II. 


/y* 


a 



dt ) 



X 


dt 


y 


dy 

• 



la forme 

Pin/— t 


• t ■ 


3lus esral a A*, o 


q 


est évidemment 


e 


ces quan 



linéaire entre 


entre les expressions (2) donne une relation 

V . 





dt 1 


113. 3° On sait que tout système d'équations différentielles 
simultanées peut être ramené par l'adjonction 
auxiliaires et la résolution p 





aux dérivées des 



lions 



connues, a un s 



e normal. Si les é 


sont linéaires, il est clair que ces opéra 

M «M 




ions 


aisseront sub- 


sister Je caractère linéaire* 

L'étude d'un système linéaire quelconque se ramène donc 



à celle d'un système linéaire normal de la forme 




dt 

dy 

dt 


f- ax 





-+- a A x + bif 4- . - . 


5 


ou ci , b , . . . , et \ 5 b \ 3 • * , 1? ? TL 1 , . • 


son 


t des fo 


ictions de t. 

* 

Nous considérerons en premier lieu les systèmes dits sans 

* 


second membre, où l'on a 



T, 


o 



114. Théorème. — Si oc { ,y X} x 2l y^ sont 
solutions particulières 




sy 



me d'équations 


linéaires sans second membre, les expressions 



C 1 <z*i 4* 




2 



où C 




25 


au même 



sont des constantes arbitraires, satisferont 
d'équations.- 


OUATIONS LINÉAIRES. 


1 5 1 


En effet, le résultat de la substitution de 


ces expressions 


dans le premier membre de l'une quelconque dos équations 
proposées sera évidemment de la forme 



C,H 



5 


H, désignant le résultat de la substitution de 
H 2 le résultat de la substitution de y 21 •••• 

. • . ; #2, y%, • • • î • • • étant des solutions, on aura 


• • • 1 



x 



o 



H 


o 


1 



Go H 



o 


S. Considérons spécialement un système canonique 
ormé de n équations linéaires du premier ordre et sans se- 

* 

cond membre. Ce système admet la solution évidente x = o, 

d, .... mais il admet une infinité d'autres solutions 



particulières. 


Nous dirons que k solutions particulières d'un semblable 


système, telles que 


x 


U fi 


1? 


• 7 



■ 

sont indépendantes, si l'un au moins des déterminants 
d'ordre k formés avec les diverses colonnes du Tableau ci- 

as identiquement nul. 






Théorème. 


Si Von connaît k solutio 




nies 


un système de n équations linéaires du premier ordre 
et sans second membre (k étant < n), on pourra ramener 


l 9 intégration du système proposé à celle dhm système 
analogue ne contenant plus que n-k équations et à des 


quadratures 



ue solution de ce nouv 
solution du système primitifs indé 


sont 




Ime fournira une 


nte de celles qui 


a 




Nous 




(3) 





dt 



dt 


, pour fixer les idées, qu'on 






a { x 




c z 



— c^z 


+ a 2 x + b % y H- c 2 


z 






Co5 ~f 


- 



quatre 


o 


O 


O 


et que l'on connaisse deux solutions indépendantes 

- 


n yu 



u'on ait, par exem 


pie, 



x 


> 
< 


o. 



X 


y 



u 


G j oc | — i" 



G 1? G 2 , Ç, u élan 






* 


* i 



et remarquant que les termes en C M C 2 s'annu 
les équations proposées seraient satisfaites si Ç, u étaient 


nuls et C n G 2 constants), il viendra 


dC* dCa 

*yr [ /y* 


dl 
d(^j^ 

~dT yi 



dt 
dC% 



du 


o 


> 



d { v 


o: 


dt 
dC t 

dt 


dC 


4 


Z 



2 



Z 





di 


v 


o 


u 


l 




dt 




dt 


O 



S LINÉAIRES. 


Résolvant par rapport aux dérivées 



■ i 


aura un 



(4) 


(5) 


dG t 
~dt 


\ dC 


2 


dt 

dÇ 
dt 



- a 


dt 


raie 



i 


53 


dt, do 
dt dt 


A Ç + Bu, 


A t Ç -t-B,u; 



B 2 ,J , 


A 3 Ç 


. On obtiendra donc Ç et u en intégrant les deux équations 
inéaires simultanées (5); C< et G 2 s'obtiendront ensuite par 
quadratures. 

Ç', u' une solution particulière quel- 
conque des équations (5) (autre que la solution évidente 



o, u 


o); et supposons, pour fixer les idées, que Ç' ne 


soit pas nul. Soient G' n G' 2 les valeurs correspondantes de 
C i5 C 2 . La solution 


œ 


y* 


u 


G - X ^ 



2 > 





G 2 

G 2 ^2 ~+~ C > 



sera indépendante des deux solutions déjà connues x K , y K 
z u u s ; #25 JK2î ^2? ^2 ; car le déterminant 


/y» 


.3? 


y* 


i 


'2 


X 


3 ^3 


X 


y* 


r -, \ 



fièrent de zéro. 


•116. Théor 


EME. 


Tout 



de 


n 




premier ordre et sans second membre ad 



t. 

n 




es m 



* à 


t # 


i54 



ÈME PARTIE. 


CHAPITRE II 




X 








n 


n î 


C|, ... , Qx n sont 



us gêner 


i 







res. 


• ■ I 


La 




mière partie de cette proposition résulte de ce que 


établir, qnede l'existence 


tion in 





Cj j oc j j _ 



étant 


nte des 






5 


indé- 
une nouvelle solu- 


ntes. 


émontrer le second 




/y* 


y 


posons 


Gi/i -h . . . + G n y 


• ' ) 


C n . C„ désignant de nouvelles variables. 




, comme au 



ero 



que les termes en C f , . . . , C n s'annulent, il viendra 



x 


i 



... 




dt 

dC 


x 


n - 




n 



O 


Mais le dé ter 
... est ^o par 


• 1 9 

indep 


endantes ; donc 

■» ■ 

dC, 




O 


e t i , . . . , v-^/î 



y* 


5 • ■ ' ? 


LS 


d 





O 





étant 


arbitraires. 


Si 



oient 



G', a?i 4-. . . + C^a? 


71J 


1 










îeres qu 



C',yi4-. . • + 


c?y 


1 




onaues 



lut ions 





• • • ) 


■ * • i 


système proposé. 

it du déter- 



par 


le 




i 55 



saire e 


nt des éonstantes C' p . . . , C,". La condition néces- 

s soient indépendantes 



ur que ces s 



donc que ce 



rnier 



te 



na 



soit différent de zéro. 



Les coefficients des équations différentielles pro- 
posées peuvent aisément s'exprimer au moyen d'un système 

de n solutions 




tes, telles que || f 


5 • • • ? Ç/*5 * • • • 

Soit, en effet, 


dx 
~dt 


r ax 



by 



o 


une 


de c 



équations; on aura identiquement 


dt 


\- a 



-h br\ { 



* • 


o 


dt 





a 


n 




• • « 


o 


et de ce 

■ 

par des 




e d'équations on déduira a, 
de déterminants. 



Drimes 


119. A tout système d'équations linéaires sans second 
membre, tel que 



dt 




ax 




Cl y 00 



£7 2 OC 


by 




biy 



b ^y 


cz 



Ci z 


o 


o 


0 


st associé un 






oint défini par les équations 


Les solutions de ces deux systèmes ont entre elles une 



liaison remarquable. Pour Ja mettre en évidence, ajoutons 


les équations précédentes, respectivement multipliées par X 


Y,Z, -x 


i 



z. Il viendra, toute réduction faite, 


o 



. dx 


dt 



dX 
dt 



Y 


dy 
dt 


dY 



y dt 



Z 


dz 




z 


dZ 
dt 


d 


m ' • ■ 



(Xx 




d 


'où 




Zz 


const 


La liaison en 


ment 


traînera ce 


naisse trois 




premie 



mplète de l'un d'eux en- 


en effet, que 

a*, y%, *\ ; oc 



2j ^2 5 


ution gé 


du système adjoint sera donnée 

m -m 






Y/H 

YV 2 




X, Y, Z 


ons 



X ^ 3 + Y y 



G 2 , 


C ( , G 2 , G 3 étant des constantes arbitraires. 



on con 


ment une ou deux solutions îndé- 
antes du premier système, on aurait seulement une re- 



lation linéaire 



Y/ 


i 



z 


1 



eux rela 



s 


Xœ ï -\- Y j! H- Zsj 



Ci, 


Ces relations 



variables X, Y, Z des équ 

1 ■ 1 * 



une ou deux des 

i 

tielles du système 

adjoint, et de ramener ainsi l'intégration de ce dernier sys- 

_ 

us simple, contenant une ou 



e d' 


un 


sys 



terne a 

deux équations de moins. 



ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

120. Systèmes d'équations linéaires à seconds mem- 


bres. 



intégrer un système 




seconds membres, tel que le suivant : 


(6) 


dx 
Ht 

dy 
dt 

dz 
dt 

du 
~di 






c 


95 





c 


du 




d« u 



do u 


T 


T 


T 


2? 


T 


a 


Considérons le système linéaire analogue 


(7) 


dx 
~dt 


f- ax 



by 




du 


o 


3 


• • 5 


obtenu en supprimant les seconds membres. 

Nous avons vu (115) que, si Ton connaît deux solutions 
indépendantes de ce dernier système, on peut, par 
gement de variables conv 
système suivant : 




choisi, le ramener au 


dC 


i 


dt 
dt 


ÀÇ + Bu, 



A 2 ÇH-B 2 u, 


dt 

du 
~dt 


A 3 Ç 



B,u. 



t clair que le même changement de variables, appliqué 


au 



eme 



, le ramènera à la forme 


i 1 




AÇ 4 




e 



f- B 


dC< 
~dt 

du 
dt 



B,u H- I 


î» 


A 3 Ç-hB 3 u + 0 


3> 



, 9 3 étant des fonctions de t. On n'aura donc, 

et o, qu'à intégrer un système de deux équa- 



TROISIÈME PARTIE. 


CHAPITRE 


tions linéair 




si 






ien 



nt ensuite par 


de simples quadratures. 



il'on avait obtenu l'intégrale générale du système (7) 


X z 



G o oc .i 



C7 



c 


■ • î 


C t i/i -+- C2 w 



3 ^3 



'intégration du 



simples 


quadra 
cédentes dans 




^ 1 j • • • ^ ^4 

deviendront 

dt 


ème (6) pourrait s'effectuer par de 

Ma 

tituons, en effet, les valeurs pré- 

- — /stème, en considérant 

variables. Ces équations 




x 




T 


• 1 


, dC 


1 


dt 


u 



dC 


dt 


- « 4 1 3 , 


1 

et donnent immédiatement les dérivé 




.j G 



^ 4 /^v 

? — , — . (Jn 

dt 



ad rature s. 



. On 



0 



même se dispenser de ces quadratures, si 


l'on connaît une solution particulière x 0) y 0 , z 0 . u 


0 au sjs- 




. Posons, en effet, 


x 


A 



y 



0 



Y), 


z 


z 


0 



u 


u 


0 



V, 


Le résultat de la substitution de x 0 , y 0j z 0) u Q , dans les 
premiers membres des équations (#), détruira les seconds 
membres, et il restera 


5 + 


dt 


a 


du 


o 




p 



en ajouta 

a 1 


nt la 





ion générale du 
iculière œ Q , y 0 , z Q , 
seconds membres. 



pro- 
^0 a la 



ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

On peut enfin remarquer que, si les seconds membres sont 
e la forme 


T 


T 




t; + t; 



• ■ 


* * 


et si Ton connaît une solution particulière x^ y' 0 , ... pour 
un système analogue où les seconds membres se réduisent 
respectivement à T 7 , T' t , une autre solution particulière 
x^y"^ ... pour le cas où les seconds membres se réduiraient 
àT", TJ,,..., etc., on aura une solution particulière du sys- 
tème proposé, en posant 


x 


x 


0 



X 


n 
0 



m m 


y 



y"^ 


122. Une équation linéaire d'ordre n 




Pi 


d n 


OC 


dt n 


- + . . . -h p n x 


T 


peut être remplacée par le système équivalent 




dx 1l ~ % 

dt 
dx n ~ l 

dt 


x 


X 



O 


o, 


p^X 11 — H . • • H~ p n X 


T, 


ui rentre comme cas particulier dans ceux que nous venons 
e discuter. Il convient, toutefois, d'effectuer l'étude directe 
de cette équation, car elle fera paraître sous un nouveau jour 


quelques-uns des résultats déjà obtenus. 


123. Considérons d'abord l'équation sans second membre 


(8) 


d ,l x 
dt n 



Pi 


d n " x x 
dt n ~ x 




X 


o 


S. 
oient x 



e 



des solutions particulières de cette 


ation. Nous dirons que ces solutions sont indépendantes, 


■ 


i6o 


TROISIÈME PARTIE. 


CHÀPITIIE II. 


si le déterminant 



x 


2 


x h 


X 


! 

1 


oc 


x k 


* * 



k-l 


X 


k-l 


x k 



me par ces 



étions et leurs k 


i 



enve 


îvees 


n est 



_ 

uement nul. 


r 1 f 


Toute équation linéaire d "ordre nsans second membre 





e de n solutions i 


et sa so 



générale 




endantes x K , ... 



C ( , C n étant des constantes arbitraires. 


Pour établir ce théorème, nous supposerons qu'il soit vrai 


pour 



y équations d ordre n 




ous 



rerons qu'il 


encore vrai pour l'équa 
Soit Xi une solution de cette équation (autre que la solu- 


dre n. 


tion évidente x 
nouvelle variable 



CJx x 




Posons x=Gxi, G dési 



n 


dt 


d' l x 
IF 


C' 1 x nC' l - x x\ -+- 


n (n 


0 


2 


C»- 2 #" 1 +. . . + Cx n r 


Substituant ces valeur 




s l'équation proposée, on aura 


l'équation transform 



x | G 



rue 


! 


\ 


(9) 


pi X<i 


G"- 1 + 


n (n 


i) 


x 


i 





■ * 


0. 


c 



ion 


devant être satisfaite, par hypothèse, si l'on 






constant, l'équation (9) ne contiendra aucun 




n G. Ce sera donc une équation linéaire d 


5 




solutions 

de 


sera 


ou 


1 G 


2ï 






dre n 
othèse, n 


i par 



ï 



endanles y 2 , 


, y, n et sa solution générale 


c 2 y 




• * f * y. .■ t. 

3 Cft sont des confiâmes arbitraires. 


\ m 





I 


l viendra 


G 


Gj ~H C 



y^dt 



• * 





X é 



une 

conslanle arbitraire. 
On en déduit 



■ B 

à volonté, et C f une nouvelle 


/v» 


en 



oc 


2 


n reste a 


our 




ger 


00 


n 




I 


le déterminan 



# • 


2 



• # • 



¥1 


■ • 



• ■ 


X 




/ 
1 


I 



1 




1 



or 


dt 



t 


y% 



uement nul. 
ioant est égal à 



&iy 


2 


/ y%dt+2x\y, 
J \ 




* # 




X 




Ê 

2X 


1 



• m 


* * • * 



■ * 


I 
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GUj en su 



x 


1 


/y» 

a/ 



o 


o 


x x y 


f 


+ * • 



qui se 




y n dt j 


m 



f 


I I 


* « 



X 


71 


a 


72 

y 2 


■ 

Or chacun des deux facteurs qui composent ce 
différent de zéro, par hypothèse. 


• * f 


« i 


J n 

y n 


* * 



est 


124. Soient x { 


, x n le 


dantes dont nous veno 





S. 


1 


« « * * 


un autre sys 



e de 


C n 1 x 1 






C! 


x 


m # 


• • • 


xislence, et 





s. Le dét 



ma 


nt 


• ■ 



c m m 


-1 


est évidemment égal au produit du 
x K , . . . , ^ par celui des coefficients G. 
Il est donc nécessaire et suffisant, poui 



utions 





SI? • • S/2 

ne soit pas nul. 



5 


que . 





es solutions 

C 


minant 



s 


S'il en est ainsi, a?i, x, 2} et par suite toutes les solutions 


de l'éq 



erei 




seront 



s 



ion 



neaires 




Soi 


de 



lutions 



un s 


tion 




on aura 


Pi 




I 



Ces équations permettront 




exprimer 




* t • 


, /j„ en fonction de £ t , . 


• ■ 


et de leurs dérivées. 


126. On peut remarquer que la condition 


i 


00 


n 
ri 


,«-1 


7t 


> 
< 


o 


exprime la condition 



n'existe entre les fonctions x 
néaire à coefficients constants, telle que 


saire et suffisante pour qu'il 
4 , • , . , x n aucune relation li- 


c/.\ X\ -+- . . . -f- oc n x n 


o. 


En effet, s'il existait une relation de ce genre, on obtien- 
drait, en la différentiant, 


OC | oc * 


OC j X j j - 




O 


5 


o 


et, en éliminant les 




x 


x 


X- 


n-l 
1 


«1 


3? 


OC 


n-i 
il 


. , , a 7î , il viendrait 


o. 


Réciproquement, si ce déterminant e 


% a seront n solutions particu 

dm -m 
ordre n — i 


X 


x% 


x 


! 


X 



m • 


X 


X 


! 

Il 


X 



Il I , X \ « 2 ) 


de l'équation linéaire 


O. 


* i * 


On aura donc, en désignant parX<, . • . > des solu- 


tlOilS 



de cette à 





des constantes, 



■ 


OC yi - 


G'/X 


• • • 




% m 


C ! Y 



Gn 
«-1 



1 


Eliminant . X /4 _i entre ces équ 
duiraune relation linéaire entre x { , . .., x u . 



on en dé- 


127 



7 


on connaît k solutions indépen 



es x { , • • . 5 




ineaire sans sec 




mbre 


a- 



71 





n 


OC 


o 


on pourra ramener 


linéaire d'ordre n 



sons en 




' me é 



n 


les C dési 


les k 





es variables, liées 


entre elles par 


i relations 


(10) 



o 


2* G 



O 



A- 


cm 


A- 2 


0. 


1 


On aura, en tenant compte de ces relations 


x 



k 


£j$x$) . ... 


5 


/y» 



A: 



-1 



A: 


Fi , 



71 



Ar+1 ? 


F r désignant une fonction linéaire de Ci, 


• * i 


C* et de leurs 



dérivées j 

■ 

Substituant ces 



'à l'ordre r. 




de la forme 



3e, on aura 


G 


o 


G désignan 

dJL * ' 
erivees 





nction linéaire de G ( , et de leurs 


à Tordre n 


k 



i. D'ailleurs, l'équation 
, . , Gjç constants, les 
termes qui contiennent ces quantités disparaîtront, et G ne 


étant satisfaite en supposant 




TIONS LINÉAIRES 


I 


65 




1 




dérivées 


n 


k m 



t 






Gela posé, on peut tirer des équations (10) les valeurs de 


Gj, . . . , C' A en fonction de G\. Substituant ces valeurs, ainsi 
que leurs dérivées, dans G, on aura pour déterminer G\ une 
équation linéaire d'ordre n — k. 


Cette é 



uation intégrée, on aura G\ , G^, et Ton en 


déduira G f , . . . , G* par quadratures. 


128. Supposons, par exemple, que Ton connaisse une solu- 

■ 

tion particulière x K de l'équation du second ordre 


0 ff H- Pi x 1 + p % x 


o 


Posons x = G, x s ; nous obtiendrons l'é 



transformée 


QI[ X i H- ( 2 -+- p x 




OU 


51 

g; 


/ 
\ 


X 


Pl 


et, en intégrant, 

îoe c; 


2 \oex x 



p x dt -+- const., 


g; 




2 


G, 


A 



e 



dt 


OC 


2 


+ B 




x 


kx t 



A et B étant des constantes arbitraires. 

à 

- 

129. L'intégrale générale de l'équation à second membre 


(<0 


x n -t- p x x n - 1 




n 


X 


T 


d membre 



générale 


(l2 



n— i 


f- . . . + pu 


X 


O 



y en effet, 


x 


— \~j \ X \ 



• • • 



G n . On étant de nouvelles variables, assujetties aux 


conditions 



mm 



o 


5 



1 


C^x^ 


o 



n 


C l £ x 



0. 


On 



5 



enant compte 



! 


et enfin 






x 


n 



n 


i 


OC 


11 



Y 


n 



-1 


1 


■ 

Substituant dans l'équation pr 


C n disparaîtront e 






u restera simplement 

— * — 


î termes en 



\j \ ^ • • • 



-1 



Cette équation, jointe aux relations (i3), donnera C' p Cj,; 



en déduira C <9 . G /z par des quadratures, 
pourra d'ailleurs se dispenser de ces quad 


l'on connaît une so 



ion x Q de l'équ 




lires si 


suffira 


dans ce cas, de l'ajouter à l'intégrale générale de l'équation 
sans second membre. 


130. Reven 



n sans secon 


d m 



re 


04) 


00 


11 



II- 1 



p%x 


m H™ p ii oc * O « 


Mu 



-le 


ions-iapar un 





ion indéterminée^ et intégrons 


Ira, en appliquant aux termes qui contiennent les dé- 



de l'intégration p 


ar 



s 


yx 


n— 1 


y 1 



+ p x yx n 


y x 

(pif)'*' 1 




• • • 



(— i) ,l /?„7]^ = const. 


ÉQUAT 



S LINÉAIRES, 


167 


• * .4 

Si Ja fonction^ est une solution de l'équation linéaire 


(i5) y» 


1 




m 

(— 0 B /vr 


o 


l'intégrale disparaîtra de la formule précédente, et l'on aura 
pour déterminer x, une équation linéaire d'ordre n — i 
contenant une constante arbitraire. 

on connaît k solutions y u y h de l'équation (il) 



on obtiendra, en posant successivement y = y \ , . * 
/r équations linéaires d'ordre n — 1 en x. Éliminant entre ces 
équations les dérivées x tl ~ K , on aura, pour déter- 

miner x, une équation linéaire d'ordre n — k 7 contenant 
k constantes arbitraires. 

L'équation (i5) se nomme V équation adjointe de l'équa- 


tion (i4)« U est clair que réciproquement l'équation (i<4) 


est adjointe à l'équation (1 5). 


131. On aurait pu arriver à l'équation adjointe (1 


en 


remplaçant l'équation primitive (i4) parle système d'équa- 


tions du pr 



1er o 



e 



p 1 x 


71—1 



dx 1 


dt 


dx 
~dt 




X 


11 — 1 


O 


O 


1 


0 


1 


1 m * * 1 ■ 

qui lui est équivalent. 

Ce système a pour adjoint le suivant : 


dX' 1 


1 


dt 
dX n 



p t X' 



X» 



dt 



Pi 


X» 



o 


TROISIÈME PARTIE. 


CHAPITRE II. 


On peut aisément éliminer X"~ 2 , ...jX entre ces équa 


tions. 11 suffira de les difïérentier respectivement n 



i fois 


n 


2 fois, etc., et de retrancher la somme des équations de 


rang impair de celle des équations de rang pair ; il viendra 


d" X " 


i 


dt ,L 


dt n 


dt n 


* t 


0 


jualion qui ne diffère de (i5) que par la notation 


ii 



a coe 






■ 

. Une é 


second membre 



■ 

linéaire à coefficients constants et sans 



d n x 
dt n 




d n ~ l x 


dt' 1 - 1 



■ « 



o 



ê 




la forme symbolique 


o 



F 




a 


chaque facteur 



mbolique D représentant une dérivation 


■y -«i t 


* a * 


133. Soit 



G 


m 



* * 


m 


une a 



e opéralion analogue à (6, 6^ . . M 6 m étant des 




ons tantes comme a, a K , . ..,a /2 ). 
Effectuons successivement ces deux 


* 



ions ; l'opéra- 


tion ré su 



te sera 


baT>" l +' l -+- (ba { + ab t ) D' 



71 — 1 



Cette expression est la même que l'on obtiendrait en mul- 
tipliant les deux polynômes F et G comme si D représentait 



une quantité et non un sjmbole de dérivation. L opération 




J 



■ 

résultante sera donc indépendante de l'ordre des deux opé- 
rations F et G et pourra être représentée indifféremment 
par FG ou par GF. 

■ 

urs, une opération quelconque de l'espèce considé- 

uement nulle, donne 






un résultat nul. Donc 1 'é 




o 


FGx 


GF x 


admet comme solutions celles des équations 


Fx = o, Gx 


o 


134. Soient donc s K , s 2l . . . les racines de Y équation ca- 


ractéristique 


o 


F 



rentielle 


. leurs ordres de multiplicité. 





(D 




comme solutions celles des équations 


(D 


s t )V-i # = o, (D — s 2 )V* x 


o 


x 


s A 


On aura 


m 

S l) X 


s x eVy -+- e** 
eVDy, 


s A 



SA 


O 


n diffe- 


II est aisé de trouver ces dernières. Posons, en effet, 


et en répétant cette opération 


(D 


s t )^ 1 x 


eVDf^y 


Pour que le second membre soit nul, il faut et il suffit que y 


soit un polynôme arbitraire de degré u- 
Réunissant les solutions 


\ 


i . 



ainsi trouvées, on 


7° 
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CHAPITRE 


voit que l'équation 


olulion 



z O 



sj 



• * 


• 3 


* * 


sont des 



nomes arbitraires de degrés 


i, . i 


* m 


ution contient ui| 



fA 2 





sera donc la solution générale, si elle ne 


h constantes 






lo 


rs 







n 




ous allons prouver qu'il en est 
En 


ns qu on ail 







2 eV 


. . = o. 


Posons 


H 


On 


aur 


a 


m 



-h P 2 e 



.) 



Mais on a, d'autre part 


5 


(D 



o 



1 


eV). 


< C 


Or les polynômes (D 




t 


on pourra déterminer deux nouveaux polyno 



que 


l'on ait 





O 


[M(D 


S 


I 


(D — 



NH = 


i 



entre eux, 
et N tels 


i ■ 


SA 


D 


c 




i 


s po 



t être 






• • * 



ême pour les 



Si les coe 




nous venons 



naires ; mais il est aisé de les 

Soient, en effet, $ f = a -h p*, s 2 


étant r 



équation 
aginaires, la solution 
renfermera des imagt- 



araitre. 


a 


pi un couple de 




racines conjuguées, p. leur ordre de multiplicité; nousaurons 
dans Tint égrale générale les deux termes 



e a< [P,(cos(3f+ ïsin fit) + P 2 (cos fit — i sin fi t)] 


Q l e* t cosfit-+-Q i e« t sinfit, 





2 


étant de 




de d 


egre p. 


■ 

i , arbitraires 


comme Fêtaient et P 2 . 


136. Connaissant, par ce qui précède, l'intégrale del'équa 



n sans s 




bre 


(0 


r 


F 


x 


o 


. * 

on obtiendra, par des quadratures, celle de l'équation à 



nd membre 


(2) 


T. 


On sera, d'ailleurs, dispensé de ces quadratures si l'on 
eut déterminer une solution particulière de cette dernière 


équation. 

Ce cas se présentera si T est un polynôme entier en 

• . Car en remplaçant les sinus 


e cLt^ € $t^ é é m . s iny£, cos yt 



et cosinu 




r 



exponentielles, T sera une somme de 


termes de la forme 



ne 


st 


5 



ésignant une constante et II un polynôme, dont nous 


désignerons le degré par X. 



Nous aurons donc à chercher une solution parti 



ière de 


u 



(3) 


lie 



Les solutions de cette équation satisfont à l'équatio 



(D 


5 \Xh-i Yx 


(D 


s) 1 *- 1 n 



e 


st 


o 





de second membre. 


I 7 2 
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Deux cas seront à distinguer ici : 
i° Si s diffère de $44 s 2 , . .., l'équation (4) a pour inté- 
grale générale 


P e st 



P t e*> 



P 2 e» 


Sj 



■ 5 


où P est un polynôme de degré X. 



termes qui appartiennent à l'intégrale de 
ue l'équ 




mettre 


de la forme P e st . 


grale par 

2° Si s = s { , l'intégrale gé 




e(4) 



P'.e 


s A 




P' fl étant un polynôme de degré 



Supprimant encore les termes qui apparliennenl 


grale de l 



o, on 




1 


7 / 





admet une inté 


grale particulière de la forme /^i Pe^, où P désigne encore 
un polynôme de degré X, ' • 


La fo 


r 






née dans 


chaque cas, il restera à déterminer les coefficients du poly- 
nome P. Pour cela on substituera P e st (ou P e s **) à la place 

■ 

de x dans l'équation (3) ; l'identification des 



ux 



donnera un système d'équations linéaires pour calculer les 



nts inconnus. 


137. Exe 




à intégrer l'é 


(5) 


d 2 x 




m*x 



cos nt 


7 1 


Considérons d'abord l'équation sans secon 



d*x 


m L x 




m 2 ) 



o 


Son éauation 




D 2 



m 


o 


admet les deux 


r 



es simples =b mi. Elle aura donc pour 


ÉQUATIONS LINÉAIRES 


intégrale générale 


G co 


s mx 



Cj sin mx^ 


ou G, G| sont des constantes arbitraires 


degré 




s 



ornes de 



evenons à Féqualion à second membre (5) 


On en déduit 


(D 2 



mr)x 


cos ni 


(6) 


(D 2 -i-/i 2 ) (D 2 



m 2 ) x 


(D 



n % ) cos nt 


o 


i° Si /i 2 ^m 2 , cette dernière équation aura pour intégrale 


gene 


>ral 



À cos nx -h A { sin nx -h G cos mx + C t sin mx, 


où A, À|, G, G| sont des constantes arbitraires. L'équa- 
tion (5) a donc une intégrale particulière de la forme 


A cos nx -h A t sin nx. 


Substituons cette expression dans (5), il viendra 


d'où 


( 


n 



m 2 ) (A cos nx -h A t sin nx ) 


cos nx 


A 


i 


m 


2 ' Ai 

L'intégrale générale de (5) sera donc 


G cos mx h- Ci sin mx -\ 


o. 


COS 


m 


n 


2 


2° Si /î 2 = m 2 , les équations (5) et (6) devienne 



m 

(6V 


(D 2 
(D 2 



m 2 ) x — cos a 





2\2 


) 




■ 

Cette dernière a pour intégrale général 



(C4 


A*) cos mt 



(C 


î 




t) sin m 


et (5/ admettra une intégrale particulière de la forme 

t ( A cos mt H- A 4 sin mt). 

j 


I 
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Cette expression, substituée dans (5)', donné 


d 


5 . % 


2 m ( — A sîn mt -h &i cos mt) = cos mt, 



A 



i 


2 m 


L'intéerale générale de (5)' sera donc 


3ge 



mx H- C x sin mx + 


£ sm mt 
2 m 


i38. Gonsidéro 


îents constants et 


rons, pour fixer les i 





mem 




trois. 


(7) 


L, M, 



Soit 


s, que ces équations 



es 






L 2 a? 4- M 2 j 



Msignant des 






2 


urs s vin 





o 



o, 



i 



* ■ 


ires à coef- 


ous suppose- 
au nombre 



t 



que 


n a evi 



une autre opération dilterentielle a 

O 




ment 


l (Lx 4- M/ 4- 



o. 


constants. 


rra donc remplacer le système (7) par le système 


n mu 



par X, et l'ajoutant à u 




x 



(M 




ses équations 
? par exemple, par le système 





x 


m 


O 


î 




1* 


o 


On peut faire subir au système nn autre genre de trans- 


formation. 



UÀTIONS 



Soit œ ! une nouvelle variable définie par la relation 


/y* 


x 


t 



On pourra remplacer le système proposé par le suivant 


L x 



(L \ 




)y 



L i œ'-h(L l 'k-+-M 1 )y 



N z 
N 1 & 


o 


o 



* * 


■ • 


• m 


Ces deux sortes d'opérations (combinaison des équations 
données et changements de variables) vont nous permettre 
d'intégrer le système. 



Soit À le déterminant 


A 


Soient 


L 

M 

N 



■ 





m 






m. 

n 2 


ses mineurs ; ô leur plus grand commun diviseur.. 

Multiplions la première équation (7) par ^> la secon 

par y* la troisième par -| et ajoutons ; il vient 




Ml 



N/ 




■No / 


2 ^2 


0 


ou, d'après les propriétés des mineurs 


7 


On trouvera de même 


A 

à 


x 


o. 


A 



o 


A 



z 


o. 



PARTIE 
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Donc x, y, I satisfont à 



ren 


tielle 


uni 


que 


A 


00 


o 



dont nous savons déterminer l'intégrale générale. On aura 
donc, en désignant par s M s 2 , ... les racines de l'équalion 

ue; par [x M {jl 2? ... leurs ordres de multiplicité : 


carac 



x 



, eV -h P 2 e s * 1 H- . . . , 


y 



s A 




1 


S A 



Q 

R 2 e 


s 2 t 



s 2 t 



Q (9 R 1 étant des polynômes de degré pi 


1 î V2) R : 

des polynômes de degré jx 2 — i > .... 

Substituons ces valeurs dans les premiers membres deséqua- 
lions (7) et identifions le résultat à zéro. 



un certa 
de ces polynor 
stantes arbitrai 



entre 



et la solution contiendra autant de con- 


r 



qu'il rest 



e co 





terminés. 


140. Si les équations prop 


bres de la form 


e 

1 


Hé", 



s avaie 



es 




* # 


H, ET, étant des 



de degré <X, on les ferait dispa- 


raître en multipliant les équations données par le facteur 


' w — 

symboli 



(D 


et l'on serait ramené au problème précédent. 





re su 




r obtenir la solution gé- 



nérale, sauf le cas où À est identiquement nul. Mais pour 

ce cas exceptionnel, et aussi pour déterminer a priori 
dans le cas général le nombre des constantes arbitraires, il 
nous faut serrer la Question de plu 






s considérerons le système proposé comme d'au- 
tant plus simple que le degré minimum de ceux des coeffi- 
cients L, . . . , N 2 qui ne sont pas identiquement nuls sera 





us petit. Ceci i 



e 



ns-uous de 



177 

r progrès- 


opérations indiquées ci-dessus 


(addition de lignes ou de colonnes). 

Soit, pour fixer les idées, M { le coefficient de degré mini- 
mum dans le Tableau 


L 


M 


N 


I#i M x N 


1 


L 


2 


M 



2 


Divisant M par M,, on pourra écrire 


M 



■4 


R étant de degré moindre que si M< ne divise pas Met 


pouvant être pri 



a 



, si M, divise M. 


Dans le premier cas, le système 


L 


IL { M 



R IN 



1 


j 1 
L, 


M» 


N 
N 


1 


sera plus simple que le proposé. Dans le cas cas contraire, il 
aura deux coefficients és:aux à 

On pourra de même, ou simplifier 




ou 


le 


remplacer par un autre, où M 2 soit remplacé par M 4 . On 
obtiendra ainsi un système de la forme 

L' M t '. N' 
U M, N, 


l; m 


n: 


i l'un des coefficients V, N', L,, N,, LL N', n'est pas divisible 


par M,, on pourra simplifier le système (par des additions 

Sinon on pourra rendre L' et N' égaux à 
ainsi parvenu à un système où tous les coef- 

ficients sont des multiples du 




Soit 


gêner 


alement 


A 



Aj A A 2 A 
BjA 13-2 A 


CA G, A' G 


9 



J. 



rs. III. 


un se 




de colonnes, on 

■ * 


po 


urra 


Par des souslractions de lignes, puis 

disparaître les coefficients de 



la première ligne ou de la 


et l'on obtiendra 


un système 



on ne 


, saut Je premier 



o 


o 


o 


B, A 

C^A 


o 




i B' t , B' 2 , C' 1? C' 2 ne sont 


même r 



acer 


pas nuls à la fois 2 on 



b;a 

C\ A 




b;a 

A 

c;a 



autre, où 

■ 

tel que AA< ; le 


coe 






sera 




ient sera un multiple de A, 
et Je troisième seront nuls, et le der- 
de ÀA 1 tel que AA 1 A 2 . 


o AA t 


o 


o 


à la forme canonique 


■ 


o 


\A t A 2 . 



I r\, Ç les 
seront dé 

équalions 


(8) 


nieres 




A 




que nous avons fait subir 


neements de variable 


s. 




. Elles 

damment Jes unes des autres par les 


o 


ni,' • , 

AAj A 2 Ç 


o. 



des constantes arbitraires sera égal à la somme 


des degrés 


des 




de 


es ne ch 





On voit aisément qu'elles laissent également inaltérés : 
i° le plus grand commun diviseur 3< des mineurs du premier 


■ 



TIONS 




ordre, 2° le plus grand commun diviseur B 2 des mineurs 


1 

du 


second ordre, etc. Or, sur la forme réduite du Tableau, on a 


A 

<5 2 


■A.^ ^1 ^2 ) 

A 2 A t , 
A. 



s équations permettraient de déterminera priori À, A,, 
A 2 à l'inspection du Tableau primitif. 

va m 

142. Si le premier coefficient À se réduit à une constante, 
la première équation (8) ne sera plus une équation différen- 


tielle, mais donnera f = o 
stante, on aura de même v\ 


Si A| se ré 


Oy etc. 



aussi a une con- 


Enfin, si A est nul, un ou plusieurs coefficients À, À t , A 2 
seront nuls. Soit par exemple A 2 = o. Les deux premières 
équations (8) détermineront encore £, y\ ; mais la dernière 
devenant identique, la fonction Ç restera arbitraire. 


143. On peut ramener aux équations à coe 
nls les éauations linéaires de la forme 




con^ 


(9) 


(ott 



fiyi 


d n x 


dt 


-h a 1 {oct 



d 11 


x 



m * • 1 CL 



O • 


Posons en effet 


on aura 


dx 
dt 




eut 



r 


e 


u 


du 



oce 


u 



dt 



d'où 


i « 


oc 2 e 


oedt 


e 



du 


e u du ; 



e 


d x x 



u 


et, en général, 


d k x 
dt k 


a k e 


P 


h 



ignant une 





eaire 





i8o 
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de 


doc 

— — j ■ • 

du 


d /{ x 


du lc 


En effet, si celte proposilion est établie 


po 


ur 



a ara 


/r, elle sera encore vraie pour k + i ; car on 


d A+1 x 


dl k 


a 



e 


u 


de~ ku P k ■ 


du 


e 


ke~ ka P k 



ubstituant ces valeurs dans l'équation proposée, on aura 


po 


ur 



ner x en fonction 



u une équation 



re a 



nls constants. 



i l'équation caractéristique 
inégales, l'intégrale générale s 



a 





y la f 


OC 



1 


i - 1 


• ■ 


(3 y* -+- 




* • ■ % 


res 



a des racines 




une 







ession de 



s, s { ? cor- 


me 


(C 




u 


(<xt + P)^[G + C a log(a£ + (3)+...+ C^ t log^-^^ + P)]. 


m. 



par 



séries. 


t. 


144». Considérons une équation linéaire sans second 


membre 


i 



cil' 1 


d n 



i 



00 


n — 1 




n 


X 


o 


dont les coefficients soient uniformes en t et n'aient que des 
points critiques isolé 



ou s avons vu 



q 


ue la 



•me 


rénéra 


gr 



est la suivante 




OU C\ j 




c w sont des constantes, et x^ . un sjs 






anles. 




• 11 




i8i 




que ces intégrales n'ont pas d'autres points 
critiques que ceux des fonctions /> n . . p n . 

Cherchons comment se comportent ces intégrales lorsque 


la v 




t tourne autour d'un 






critiques que, pour plus de simplicité, nous su 
situé à l'origine des coordonnées. 

L'intégrale considérée x J varie avec i, mais sans cesser de 
satisfaire à l'équation différentielle. Lorsque t revient à sa 
valeur initiale, p\ , reprenant également leurs valeurs 

initiales, l'équation différentielle redevient ce qu'elle était 


primitivement \ et l'intégrale transformée, devant satisfaire à 
cette équation, sera de la forme 


C| X j ~t~ « . 


En particulier, soit x t l'une 
^pendantes x { , ... 



c n x « 



OC 


n 5 


des intégrales 
elle sera transformée en une 




de la forme 


c i j x y ~\ 


de telle sorte que la rotation de t autour de l'origine aura 
ur résultat de faire subir aux intégrales x i7 x n une 


po 

substitution linéaire 



que 


s 


OC j 


Cj i x { 



• • • H~~ X n 



n 



CtinX 


4, à 


nant 


nu 



seraient 


liées par une relation linéaire, qui continuerait d'avoir lieu 
en faisant rétrograder t en sens contraire de son mouvement 


primitif. La même r 
grales primitives X\ 
faite, que ces intégra 

145. Soit 

■ 

■ _ 


dation subsisterai 



ne entre les i 



7 


X 


contrairement à l'hypothèse 


OC Xi 



OC i jj X 


ni 


OC 


ni 
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quelconque d'intégrales indépendantes. La 
substitutions, opérée sur les x, remplacera les/ par d autres 




x. ou, comme 



x s'expriment 


linéairement au moyen 





ii 


ineaires 



de 


effet de faire subir ai 
pouvons nous pr 
coefficients a pour sim 

ution. 





de l'indétermination des 

de 





Ghercho 


'il existe quelque i 



y 



. .4 


OC fi X 


n 


qui se re 




ipliée par un facteur constant s. Il faut 


pour cela qu'on ait 


OC x ( C n X 




— \- OC n yC 



rp 


1 



+ Cnn #«) 


■ 

s ( oc j x y H— # . . — f- Xji ) , 


d'où les é 



de condition 


11 


S J 0C\ 



0<2\ OC*£ ~~j 


a m 




ni &n 



(0 



-h C 


O 


i « • • • 


C 


lïl 



(c 


un 



s) <x n 


o. 





* * 


1 


an 


idra que le déterminant caractéristique 


A 


c 






22 


S 


c 


/2 2 


h a 


a a • • 


a a 


a a 


C 


2« 


C 


n n 


S 


s'annule. 

■ 

Supposons 



ue l'équation A = o ait n racines 
Si l'une d'elles. En la substituant 


dans 


elles deviendront compatibles et dé- 
des coefficients a. Il existera donc 


une 


car, si 


ÉQUATIONS -LINÉAIRES. 



ion yi qui se reproduit multipliée par s 


M. * 


les n fonctions y x , 


y n ainsi 



nues sont in 


elles étaient liées par uns- relation 



h c n yn 


o 


1 
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la même relation devant subsister constamment entre leurs 

— i révolutions 


rmees, on aurait, en 


faisant faire n 
successives autour de l'origine à la variable t 


5 


m * 


o, 




O 



s incompatibles, car le déterminant 


i 


s 


S 2 


S 


II 


s 



»— 1 

Ri 


n'est pas mil, s,, s 2 > . . . , S/z étant inégaux ; et, d'autre part, 


les intégr 



Cjj^o . . c n y n ne peuvent être toutes nu 



Donc, en choisissant y K , • . . , y n comme système d'inté- 
grales indépendantes, Ja substitu tion*S prendra la forme très 


s ira 


pie 



S 


y 


n 


S 


i%y n 




J Si nous avions 
d'intégrales indépendantes, 


S aurait pris une for 


-me 



d\\ z i 


un autre 



quelconque 



ue Z\ , . - . , z ni la substitution 




d 


m m 


• * 



d n n % n 


7 


i y a deviendraient des fonctions linéaires de*,, Ê m 


lesquelles se reproduisent res 




ipliées par 


s 


l 
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C 


es m 


iplicateurs devront satisfaire à l'équation 


d 


d 1 2 



a 2 i 


d 


rt\ 


d 


S 


* • 


d 


ni 



m m m 


* * 


* • 


d 


d 


nu 


S 


O 


Celte équation doit donc être identique à l'équation A 


o 


qui a les mêmes racines. On voit donc que les coefficients de 


ré 


equ 




en s ne 



en 




du choix des 



in 


dépendantes : ce sont des invariants 


■ 

147. Les résultats sont un peu plus compli 



s 



ue 


l'équation en s a 


des r 


acines 



Nous allons établir la 



'oposition suivante : 




ours 


tro\ 


uvei 



d^intégr 




ntes formant une ou plusieurs séries y \ 


y m ) 


y 


S 5 


I 


r 





une même série, y {1 



* • 




racine de V équation caractéristique. 






osé établi pour les substitutions à 

■ 

il variables, nous allons démontrer qu'il subsiste 



po 


ur une substitutio 



a n 



es. 



Si une des racines de l'équation caractéristique. Il 
existe une intégrale y que S multiplie par s,. En la prenant 
pour intégrale indépendante à la place d'une des intégrales 
primitives x x , b prendra la forme 


s 


+ 


5 




X 2 y, . . . , X n -h \ n y 


X 2 , . . , , X w étant des fonctions 



s de oc 2 y 


oc et 


aura pour 



minant caractéristique 


(Si 


s) A' 


A, 


A 



esig 



le déterminaat caractéristique de la substitution 


S 


*^2? 



ou s 
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par hypothèse changer de variables, de 


manière à mettre S' sous la forme 


S' 


y 


! 


1 » 


y 


m 


1 


m 


• • « • 


s/yi 


■ * 


{y m 



4 * 


//I 



7"l 


l) 
l) 


• ■ 


1 


où f|, s,', . . • sont les racines de A 7 

i i 

Ce même changement- de varia 
à la forme 


o 



iables, 



sur S 




y 
y 


1 1 


, r 


à ? 


s *y 

Si-yi 



^iy, 



m 



7» ^7 i + * 1 7» • • •> é 04' + Jfei ) 



Si 


Changeons de variables en 



y à + cc k y 



acera 1 j ? • • • 5 * # 3 , . , par 



/ 


y 



Sifi + hy + ociSiy — SiYi-hiXyy 


m m 


1 


Siiyu ytc-i ) -+- \-y -+- *k*\y 


k 



k-l) 




posant, 




ger, 


*i 4- «1(^1— *f) = f*i 



Ar a /c 


1 


Si) 



1 




L 


a 




stitution S aura donc conservé sa 


0C| , 

as 



g 


f 



îrale : 








SI 5 


c .* 


US 




ficients V 




, si it 


Nous pouvons ainsi ramener S à une 






s 


y 

Y Y 

Y f Y' 

1 î * ■ ■ ? ) 


m m 


• # 



$i Y t 


" ' * ? 


• • • . S i ( ï 



7 



1 $1 



Y 


//i— 1 


) 


148. Su 



osons que, parmi 



encore 



e 


tte expression, i 

4 1 



^ ■ 

efficients fx,, jx,, ... que 
existe au moins deux 



f { qui ne soient pas nuls, et soit, pour fixer les idées, 


m!^m. Prenons pour intégrales indépendantes, à 
de Y^, . . . , Y r m >, les suivantes : 



ace 


k 



! 
1 


^k 



S rem 




înt U \ , . . . , U/f, . . . 



• 1 



On po 


que le terme ^x x y aura disparu. 




ai 



faire 



aître tous 




en y 


sau 



• * 



1 C * 

nuls, bi 


on 


n'aura qu'à 



s, Y 


x 0 




ur ramener S à la forme canonique cherchée 


Y Y 


5 


Oi $1 



« • 


%1 



h ), . 

y; ) ; . 


7 7 


• * 


m m 


m * 


5 


,Ç 2 Z j , 5*2 ( ^2 ) J • • • 

• 

• • M .....•••••> - . - 


■ 

Si u.| «Hait mil, S aurait déjà ]a forme demandée, la pre- 
mière série de variables étant formée de la seule variable/. 





149. La substitution S étant ramenée à la forme canonique 
ae nous venons d'indiquer, soient y Q ^Yij ...,y*unedes 


séries formées par les nouvelles intégrales aux 


3e ; s la racine correspond 




1 ' e 

I e 

Proposons-nous de déterminer la forme g 



s elle est 


A = o, 

■ 

de ces 


intégrales. 


Posons, pour abréger, 


2 71 1 


; 10g S 


r et faisons 


t 


(M 


* * 


les z étant de 



inconnues. Lorsqu'on tourne autour 


de l'origine, t r se reproduit multiplié par e 1 
les z devront subir l'altération suivante : 


s ; donc 


'0? 


01 


* • 


z k z k 


\ 



Pour trouver la forme générale des fonctions qui 
de cette propriété, nous remarquerons que la fonction 


— rlogi s'accroît de l'unité par une rotation autour de l'ori- 
gine. Si donc nous posons 


0i 


2 T.L 


■ lf>°" / 


9,(8, 


i). . .(0 t 


I # 2 • • • /* 



changera 8, en 9, + i et, plus généra 



(0, -h i) ftg»fc iflj — A' H- 2 ) 

j • 2 * • * k. 

fl,(8,-i)...(fl, — * + 


I * 2 ■ • * ^* 


0/, + 0*_i 


nt, 9 


A 


Posons maintenant 


0 


di II 




0 5 



, étant de nouvelles fonctions. Pour que 


autour de l'origine, il sera nécessaire et suffisant que u 0? ... 



invariables. 



On obtiendra donc, en remplaçant les fonctions 8 i5 fj A 


par leurs valeurs en t y pour les intégrales cherchées y 


0) 


• § t 






i 


a 



y* 


y 


rM 0 , 



^(Mtlogf 




i), 



t 


V 





• . IN j 


. . étant des fonctions 



aux 


environs de l'origine, 
linéai 


u k . En 


ère 








i 





* 


ns M 0 , Mi r . . M# de la pre- 


ue par des f 





M n N 1? ... seront 




ables en série suivant les puissances positives et né- 


S 




t. Si la série des puissances négatives est limitée 
ules les fonctions qui (igurent dans une des inié- 

s, cette in tégrale sera dite régulière aux envi- 



rons 


: o. 


1 ? ? * 

de reconnaître dans quel cas 1 équation 


prop 





un 




régulières. M. Fu 




ème d'intégrales in 

i a cet e 





toutes 


e suivant: 





at" 




II — i 



H -1 




O 




n in 





régulières aux enn- 


o, il faut eu il suffit que, pour chacun 


j'e/^s ate l'équation, tel que /?,-, /e jooj'/î* 


:><?, un pôle dont V ordre de multiplicité 



i. 
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Démontrons d'abord que cette condition est nécessaire. 
Il est manifeste, en premier lieu : i° que toute expression 
régulière, telle que 


«'"(M.log*/ 



N log I—1 t -+- 




t 



M' Iog'7 


N 


• ■ 


) 


/ 



régulière; 2° que tout produit d' 



ns régu- 


lières est une expression régulière. 


Si donc les intégrales . . *,y n d'une é 



d'ordre n 


sont régulières, les coefficients de l'équation, mise sous 1 


_ 

forme 


X 


l t 

x y 


I 


J n 


• m 


o, 


vont des sommes d'expressions régulières, telles que 


(2) 


V ( M log'7 -+- . . .) -h *'*i(M,log*i* 


D'ailleurs, 


i • • • ? JT/i 



une substitution linéaire, leurs dérivées d'un ordre 


même 


qui sont des déterminants formés avec ces quantités, se re- 


rmman 


ur au une 


Or, po 

cette propriété, il laut manifestement que les logariinmes 
disparaissent et que les exposants r, r u ... ne diffèrent de h 




rme 


mani f< 


|ue 


(2) jouisse de 
les logarithmes 



1 


27ÏÙ 


: lOg Ô 


de 


de 1 


m 

fonction de la même espèce que M, M lt . . ., c est- 


point 


o. 


par 


de la plus 



dérivée, £P disparaîtra et il viendra 


d ïl x d n 

— r + Pi — 


i 


X 




■ • 



o 


J 


es coefficients étant des quotients de fondions 
pour lesquelles t = o est un point ordinaire ou un pôle, et 
jouissant évidemment de la même propriété. 

Il reste à montrer que l'ordre de multiplicité du pôle t = o 
pour le c 



s surpasser i 


151. Posons à cet effet 




T 


étant une nouv 




et T line 



t qui soit 



T 


c 





e équation transformée 


dt 


n 


n T 


d n 


dC n 


n (n 

4 — 


■o 


T" 


2 


+ ( 



i 



ou, en 



ar I 



T' 


T 


— 









Pi 


d' 1 


1 ! 



i ) T" 


2 



-h (w 


0^ 


T 


1 


T 



2 


Si l'équatio 


. — o 




a ses 



! 



a 



régulières, il en sera 







nouvelle équation 



intég 



'ob- 


tiennent en multipliant les pré 



' — ressionrégu- 


1 ■ i 

heie 


i 
T 


t 



D'autre partj t = o étant un pôle d'ordre i pour 


T 


ÉQUATIONS LINÉAIRES 


'9 1 



2 pO 


ur 


nn/7 


T 


> • • ■ > on voit que, si ce point est un 



e 


d'ordre A* au plus par rapport à chaque coefficient p k de 
l'équation primitive, la même propriété subsistera pour 
l'équation 

jouit de cette 



rmee. 



Réciproquement, si l'équation 
propriété, l'équation primitive, qui s'en déduit par la sub- 


stitution 


T 


* 

la possédera également 

Il suffira donc, pour établir le théorème pour l'équation 
primitive, de le démontrer pour l'équation transformée. 

Cela posé, il résulte de l'analyse du n° 149 que l'équalion 
en x admet nécessairement au moins une intégrale = 




a prenant pour T, 


dépourvue de logarithmes. Celte intégrale étant régulière, 
par hypothèse, sera de la forme 
Ja transformée en £, admettant comme intégralela constante i , 
ne contiendra pas de terme en \ et se réduira à la forme 


dt n 


cil"' 1 


i- q,i 


1 dt 


T 


O. 


Posant 


dt 


on aura l'équation d'ordre n 


d' l - l '£' 


dt n 



<7t 


d n - 2 l' 


dt' 1 


2 




ï 


dont les intégrales, étant les dérivées 



esde Ja 



seront encore 


Si 


vrai pour les équations d'ordre n 


i , t 


o sera un 


pôle 


théorème sera donc vrai pour 
quation en £ et pour l'équation primitive en x. 
Il suffit donc d'établir le théorème pour les équations du 

# * 

emier ordre. Or soit 


dx 



o 
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une semblable équation ; si elle admet une intégrale régulière, 


elle sera de 




t 


it >> i 


rme 



CU 1 C J £^~^~^ — \— « m » m 


o est pour/?i un pôle dont Tordre [x de multi- 






sorte au on ait 


Pi 




et qu'on substitue pour a? une valeur de la forme T, le résu 
de la substitution contiendra un terme act^+V de degré 

* 

moindre que tous lès aulres et qui ne pourra se réduire avec 


eux ; donc il ne pourra pas exister d'intégrale régulière. 



M 

uement, nous allons é 


d 1l x 

V 1 ^— + p x t.t n 


aux 



par L n ; il viendra 


i 




d n 


/V» 


dt ,l ~ 2 


toute équa- 
énoncées a 



o. 



origine étant, par Irypot 



se, un 



or 



fonctions Pït'i • ■ •» on pourra écrire 


aire 





on aur 


P 

m. 

a 


i 


a 


o 



Cé 9 ^ I • * * ^ 



6 0 4- H- 6 2 < 2 -h. 


... 


• • • 


un r 



on de convergence commun 

i O 


4 

_ M " 

- 








< 


m ■ 


p 


M désignant une constante 


a ces séries ; 


Si nous 




la val 




dans le 
t r nous 


É 

membre de l'équation 
obtiendrons le résultat sui- 




F(r)T+ 9i(r)r +1 


<p 2 (r 






ger 


i). . .(r 


n 


+ ï ) 



a 0 r(r 


i 

i). . .(/• 



n 


a m r(r — i)...(r 


n 



-r- b m r (r — i ) . . . ( r 


2) 


+ 3) 



En substituant la vale 



— t r 


on obtiendrait évidemment comme résultat 


(fi 


2j%®(t, r)t r =z<S>t' \og l t 




AU 


0 




3) 


* * * 


l . 2 


tr IooX— 1 


— — z'iô^ x ^r^ 


2) 



F(r). 


?/«(r)- 





L 


Nous nommerons équation 



minante 



degré n 


F(r) = o 



de 


racines eu séries, en réunissant ensemble 


Groupons ses 

toutes celles dont la différence est nulle ou égale à un entier 
réel. Nous allons démontrer qu'à chaque série contenant 


m racines correspondent m intégrales régulières 



_ 



153. Admettons, pour fixer les idées, que nous ayons une 
série contenant quatre racines, dont deux égales à a et deux 
égales à a /, i désignant un entier positif. Nous allons ob- 


iir une 



8* 



reg 



re 




ce 




c 




o 


00 







4 " 1 .1; * _ - | 

ients c resteront arbitraires 


tre intégra 



s parti 



J. — Cours, III. 


i3 


(5) 


iq4 
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Substituons en effet la valeur précédente dans l'équation 


proposée, et égalons à zéro, les 



icients des termes en 


wiog 3 ;, t«+viotft, *«+Mog*, t«+v- 


il viendra 


i ». ■ 

F (a -+- (x) cj 4- <p t (a -4- M- 


i) c 


F (a 


W 


I 


1 


1 




9\ (« 





(a 4-/*) cjt-hcp, («H-/x 
2 [F' (a + |x) 4 -h cp; (a + u 


x 4- — 2 ) c 


4- cp ' 2 (a 4- /jl — 




• * • 


+ 




m 


4- c 


oc; 

i) c 


n-1 

m 



OC-h[X 2)c| 


(X-2 



2)C 


0- + 


/ 



F" (oc 




F 


/// 


/ 

W 


«H-f* — i) C a ..iH-(p 2 (a+a — 2)c 



?i(«H-fA 


4-fx) c^H-tp, (a-bfx 




{Jt— 2 



4 ■ » 


■•'] 


+ ...] 



* • « 


?2 + — 2)cjLj|+... 


d 



res équations, on aura à 



toutes les valeurs de 



oo, dans les deux dernières toutes 

*' 1 1 1 M • 



d'elles 


s qui forment Jes 
mêmes, ceux des 
coefficients c", c'" dont l'indice serait < i et ceux des coeffi- 
eien.s c, c' dont l'indice serait < o étant identiquement „„l, 



Pour toute valeur de {x 


supérieure ki, F ( a 4- 


> 


ces équations donneront ej, cj, c'^, en fonction des coef- 




moindre 



/ les deux 





iqi 


F(a + /)cr= 


pi 

o, 


F (a 



*K + 3F'(a + i) cl 


o; 


et a-f-i étant racine double de l'équation déterminante, 


+ i) et F'( 



+ 


S 


qu 


1 l 



que 


terminent Cm, en 






in, pour ut 
détermination 



tions qui dé- 
précédents, 
quations deviennent identiques. La 

peut donc toujours se faire, 




a savoir c' h c/, c 0 , c 0 


5 



Il reste toutefois à 



la convergence de la série 


obtenue. Pour l'établir, nous remarquerons que F (a 
étant un polynôme en pi d'ordre n, les valeurs de @'L . . 
en fonction des coefficients précédents fournies par les 
tions (5), lorsque [i. > /, seront de la forme 




5 C \l 



€ 



1 


n [ P oAv9x(a 



À) 



P 




F- 


>.)+... + P >Av (pJ( oc 



F- 


>0] cl 


1,2 


V 


I 

O, I, 2, 3), 


P 0 * v , . . P 3 # v étant des fonctions rationnelles en jjl, dont le 
dénominateur est d'un degré au moins égal à celui du numé- 
ateur (et dont quelques-unes sont nulles). 

No us obtiendrons évidemment une limite supérieure du 
module des coefficients cherchés en remplaçant les fonctions 


P> <px (« 


X), etc., et enfin les coefficients c 


y 

fj,— X 




s 


limites supérieures de leurs modules. 


Or les fonctions P tendant pour jji = co vers des limites 



rminees 


7 


le 


urs m 



s seront constamment inférieurs 


à une quantité fixe 


Nous obtiendrons, d'autre part, une limite supérieure du 


odule de l'expression 


f X ( a + 



ax (a H- 
6x (oc H- p. 


>. ) (a 
A) (oc 


F- 


X 


0 


(a 


(a -f- p. 


À 


/l 4-3) 


en remplaçant a\, b\, ... par la limite supérieure de leurs 


M 

modules -r et les facte 

P 

On trouvera ainsi 


urs a 




. ,_M r/ 

>-)l< ? L( 


oc 


M 


0 


2 désignant une qii 






« ) H 


(l« 



r 


a 


fi 


7. 



ri « 



- 2 -f- . . 


r» 

'i 
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Le même procédé donnera 


CHAPITRE il. 


» 1 

<Px ( a 



■ 

<Px(« 


m / 

<?x( a 


et, par suite, 



r 




^3 





0 4 a» 


r 


< 



9 



i 


X,v W 


X 


C 


M 


x 



0, 


3UL 


A h 


desig 




l'indi 


qti 






n'est établie que pour les coefficients dont 


surp 




toujours 




Faisons 



étant en 




0 assez grand 
ajoutons et multi- 


plions par p^; enfin posons, pour abréger, 




-4- 



-141- 



il viendra 



H 41) 


lx-X< 


4 


d 



0 



d 


Si donc nous posons pour abréger 



d 


0 


C! 



SI 







volonté, nous aurons 


oindre que jjl 




illégalité 


prouve que la série (4) est convergente 


dans un cercle de rayon — t^g* D'ailleurs m peut être pris 


i 4 


4 
ni 


aussi grand qu'on veut; elle le sera donc dans un cercle de 


r 



155. Si la valeur de c" déduite des équations (5) s'annule 
(il faut pour cela qu'un certain déterminant, qu'il serait 
facile d'écrire, soit égal à zéro), tous les coefficients c w , qui 


s'expriment linéairement en fonction de celui-là, s'annule- 
ront également, de sorte que tous les termes en log 3 1 dispa- 
raîtront de l'expression (4). 

Si l'on a en outre ff = o, Jes termes en log 2 t disparaîtront 

aussi; mais, c r 0 et c\ étant arbitraires, il restera toujours des 

• * * 

termes en log£. 


Pour que les logarithmes pussent disparaître entièrement 
de l'intégrale, il serait évidemment nécessaire que la série 


ue des 






racines que nous avons 
racines simples. 

Remarquons enfin qu'il peut se faire que les racines de 


l'équation déterminante soient des entiers 



et que 1 



intégrales ne contiennent pas de logarithmes. Dans ce cas, 
le point t = o ne sera pas un point critique pour les inté- 
raies. 

* - ■ * 

Ainsi l'équation 


t 


dx 
~dt 


m 



ct\ t H- ct-2 1~ 



o 


7 



est supposé entier et 



a pour équation 



I 
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liante 


eL son intégrale sera 


r 


m 



orn 


c 0 m 


c 


1 
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O 



"I " ■ * • * 


156. Nous venons d'établir que, lorsque l'équation difle 

■ 

rentielle proposée a toutes ses intégrales régulières, on peut 
les obtenir par 


a me 



des coefficients indéterminés. 


Sachant d'ailleurs que, lorsque £ lôurne autour de l'origine, 
t r se reproduit multiplié par e- rm et log£ se change en 
gf -h27tz, on voit aisément, par la comparaison des déve- 




loppements obtenus, quelle est la substitution que cette rota- 


tion tait subir aux intégral 



157. La q 




présente 
on différentielle admet 




6 C8s 


des intégrales 

irrégulières, car on ne peut les obtenir par la méthode des 
coefficients indéterminés. On peut employer dans ce cas le 
procédé suivant : 

trois cercles K, K/, K.' 7 se croisant à l'origine 





assez petit pour ne contenir aucun des 


autres points 



ues. Soient a, 


a! , a w 



centres de ces 



Fi 



i 



Soit, d'autre 



9 



- 


finie par la 



7 


X,i un système 



pposer que chacune d'elles est dé- 
prend, ainsi que ses n — i 


ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


l 99 


1ères 



Jv 


ivees, en un point t 


b pris à volonté dans le 



d 


le 


K. 


corn- 



rme 


4- 


■ 

séries convergentes ^procédant suivant les puissances de 


t 


O 


restera dans ce cercle, 


(6) 


On ce 



En exprimant que le second membre de celle égalité et 
— i premières dérivées prennent au point b les valeurs 


ses 11 


qui définissent X/, on aura un système d'équations linéaires 


i détermineront les coefficients c. 


qu 

Supposons que t sorte de ce cercle pour entrer dans le 
cercle suivant K 7 . Dans ce second cercle les intégrales sont 
développables suivant les puissances de t — a 1 et auront pour 
forme générale 


y {1 ...,y n étant des séries, qu'il est aisé de calculer par la 


méthode des coefficients indéterminés. On aura donc, en 
particulier, 


(7) 


i 




d/i t'y n 


et ce nouveau développement fera connaître la valeur de X/ 
dans tout Fintérieur du cercle K/, lorsque les coefficients 
d K i, . . ., d n i seront connus. 

Pour les déterminer, il suffit de remarquer que, dans la 
partie commune aux deux cercles, les deux développements 
(6) et (7) étant valables à la fois, on aura 


\ C ni 



m m 



dn 1 y a 


et par une série de dérivations successives 



/y* 



t- c 


+ J f 


#•*•#» 


* m 


m m 


C 


u 



1 


■ m 


n-i 
n 



uj 1 



■ + d ni y 


»— 1 
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En donnant à t 



v 



ère ar 



iremeni 


choisie dans cette région commune, on obtiendra un système 
d'équations linéaires qui donnera les coefficients d. 

cercle K' dans le troisième cercle K", 

de nouveaux développe- 


Si t 




ments 





X; 


€ 



suivant les puissances 



aisées à é 


■Ml 




au mo 






t 

■ 


7 ' 


a";z t , 


m 




n 


Z 




des séri 



qu'on dé» 


et de ses 



ivées ? en donnant à t une valeur comprise 



la région commune à K' et à K". 


Enfin, si £, achevant sar 


du c 



e R 


nouveau cercl 





nLrer dans le 


e K, on aura dans ce 





Jes 



îcientsy se déterminant encore de même. 


En comparant ces valeurs finales de X 1? . . . , X /z à leurs 
valeurs initiales (6), on voit que la substitution produite sur 
les intégrales par une révolution de t autour de l'origine 

se 



cr t 


•X 4 



i - or . \ 



les constantes g étant 


neaires 



par 




rons H- 


Ici 



■ ■ 


( h k 


1,2, 


• • > n ) 



connue, on la 


ramènera aisément 



ue en 





Celte 
à la forme 

distinctes que Ton considère. 

Les nouvelles intégrales formeront une ou 
Soit (Y n ', . . ., Y*) l'une de ces séries. Ces intégrales auront 

v 



5 séries. 
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■ 

(1-49) la forme' suivante : 


Y o : — V Uq^ 


(8) 


TouLest connu dans cesdéveloppements, sauf les fondions 
monodromes w 0 , . Mais, en chaque point de la région 
occupée par les cercles K, K ; , K", on connaît, par les déve- 
loppements précédents, la valeur numérique des intégrales 


X| ; . X„ et par suite celle des intégrales Y 1 , . .., Y*. Les 
équalions (8) permettent (J'en déduire celle de w 0 , . 
Le théorème de Laurent (t. IL, n° 304) fournira dès lors les 
coefficients des séries, procédant suivant les puissances po- 
sitives et négatives de £, qui représentent ces fonctions. 


158. Des considérations analogues à celles qui viennent 
d'être exposées permettront d'intégrer par des séries toute 
équation linéaire qui n'a qu'un nombre limité de points cri- 



ues. 


Soit, en effet, F = o une semblable équation. Il nous sera 
permis de supposer, pour plus de simplicité, que t = oo est 
un point ordinaire; car, s'il en était autrement, soient £ H 

i 

t*, . . . les points Critiques situés à dislance finie ; b un autre 
point quelconque ; posons 

I 

t — b^ 



ion transformée en u admettra évidemment pour 


points critiques le point u — o, qui correspond à t = oc, et 




points u t = — r f u«= r* ••• correspondant à t { , 

t. 2 , ...; mais u == oo, correspondant à t = b, sera un point 
ordinaire. 



admise, traçons un cercle K. enveloppant 
tous les points critiques t { , t 2 , . .., te A l'extérieur de ce 
cercle l'intégrale générale aura la forme 


(9) c^+-...+-c n œ n 
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* ■ 


étant des séries qui procèdent suivant les puis- 


i 


1 

sances de 

6 


Il est clair, d'autre part, qu'on pourra toujours recouvrir 
l'intérieur de K et les portions voisines de la région exté- 


rieure au moyen d'un nombre li 



cercles K f , K 2 , 


dont chacun peut passer par un ou plusieurs points critiques, 
mais n'en contient aucun 






eur 




s 




K 


ou 



s son intérieur étant au contraire iiU< ; - 


rieur à l'un au moins de ces cercles K l5 K 


Soient K m V 


2i 



quelconque de ces cercles, a m son centre. 


Dans, l'intérieur de ce cercle, l'intégrale g 



îiura la 


f o i 


^me 


(10) 


/lit. 


j- c 



m il *^ m n ■> 


t 


Traçons maintenant une série 



' 7 

r 

a 


x 


mn 




séries p 




m 



coupures L 1 , Lo, . . . 




allant de chacun des points critiques £ M i 2 , . . . jusqu'à l'in- 

i. Tant 
intég 

X« un système quelconque d'intégrales indépendantes- Cha- 
cune d'elles sera définie en un point quelconque par l'un ou 
l'autre des 



t ne traversera aucune de ces coupures, les 
e l'équation resteront monodromes. Soit X 1? 



ements (g) ou (io) parmi lesquels il y 

m 

en a au moins un de convergent. Les coefficients c qui figu- 
rent 



ns ce 



ement pourront d'ai 




comme au n° 157. La valeur d 
connue en cha 



i- 



s intégrales sera donc 



point du plan coupé. 


D'ailleurs, lorsque t tourne autour d'un des points cri 



ues, ces intégrales subissent une substitution linéaire que 


nous savons déterminer. Supposons donc que t se rende de 
la valeur initiale t 0 à une valeur finale quelconque T. Pour 







de réduire le c 

lacets A', . suivis d'un chemin À qui ne traverse plus les 


s X 4 , . . ., X n , il suffira 


par la variable à une série de 


cou 



es. Lorsque t revi 



au point de départ £ 0 après 




I i 



avoir décrit le 


son 



t 




întegn 





une 



lution linéaire connue S; le Jacet À' leur fera subir une se- 




substitution S', etc. L'ensemble des lacets À, A', . . . 

ne subir la substitution 
les intégrales auront 







SS' . 



de 



sorte 



passé de leurs valeurs |i 




i ? 


a 



\ a leurs 




* * 


de la (orme 


Y' 


* * 


A 


fit 



n 



t décrira ensuite la ligne À, 


ces expressions 


prendront en 1 les valeurs suivantes 


Ai / 


lt 1 — ■! 


A -S 



-h 


étant les valeurs finales 





On peut 




i y ■ • * 7 

5 sous forme de séries, ainsi que nous l'avons vu. 

déterminer a priori la valeur finale d'une 

ligne 

être obligé de calculer la série des valeurs 
: lesquelles elle passe, pour les points intermé- 


inléerale quelconque lorsque la variable t décri 



di 


i aire s 


159. La méthode précéder 


breuses modifications, 
fon 



susce 



de 


représenter 




nctions intégrales, d'autres développements que 
sont fournis par la série de Tajlor. Supposons, par 




i 



points critiques 




en ait aux environs 




s 





es soient régulières. On pourra 




q ues -uns 





nous nous 


sommes servis des cercles décrits autour de ces points cri- 


tiques (pourvu qu'ils 





ontiennent 


dans Je.ur intérieur 


critique 



car on connaît un 


■ 

a suffit. 




ent des intégrales dans ces cercles, et c 

encore, dans beaucoup de cas, tr 







un 






1 equa- 


t 


<o{u), 


d'oi 


u 


a 


<K0 


point ordinaire de l'équation 



niée : on 
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Sll 


aura un développement de ses intégrales 
sauces de a — a, lequel sera convergent tant que le module 

a sera moindre qu'une constante donnée /*. Les inté- 
l'équation primitive admettront un développement 






>nd 






égion du plan où 


<K#), valable 


<K«)I 



r 


lequel 



ement pourra 


être 



ise au 




. Nous avons vu que lorsque la variable t revient à sa 


valeur initiale £ 0 , après avoir décrit un contour fermé quel- 
conque, les intégrales X n . . . , X„ subissent une substilu- 
tion linéaire. Considérons l'ensemble 





corr 


divers contours fermés pos- 
sibles K., K/ ? .... Il est clair que, si S, S', ... sont deux de 




suintions corres 


tours K, K/, on obtiendra, 



res 



en 



aux con- 


successivement ces 


deux contours, un nouveau contour fermé 



? auquel çor- 



pondra la substitution 
Cette dernière substitution fe 



eux 




ne e 



1 * 



tie de la 



# * • * 


On dit 



une suite 




ons 


f( 



e un groupe 


lorsqu'elle jouit de cette dernière propriété. 

ns groupe de ^équation 


Nous 




celui qui est formé par l'ensemble des substitutions S, S', .... 
Toutes ces substitutions résultent évidemment de la com- 


binaison successive 

relatifs aux 



ons corres 



anles aux 




points critiques 


161. La notion de ce groupe est d'une grande 


tance dans toutes les questions qui se rattachent à 


des é 



q 




ui nous 



t. Nous allons, par exemple 


montrer comment on 



reconnaître, à l'inspection du 


groupe d 



qu 





ci 


11 


/y* 


d n ~ l x 
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2o5 


si elle est réductible ou non, c'est-à-dire si elle admet ou 


non des solutions communes 



G 


x 


dt 


m 



7i 


X 


dt m 


une 






7 


o 


à coefficients uniformes où m'pri. 



rmons les dérivées successives de G; il viendra 


dG 
dt 


d" 1 * 1 x 

m 

dl m + x 



d nt x 
dt m 


i 


■y 


dl 


m — 1 


■+- • . . , 


■ 


d n 


m 



dt' 1 


m 


d a x 
dt' 1 



<7i 


d' 1 


x 


dt' 1 



r 


d n 


m 


G 


m 



d n 


m 


1 dt' 1 ' 


m — L 


et, en tirant de ces équations les valeurs de 

■ 

pour les substituer dans F, il viendra 



A 


d m x 



n — m 


G 



G, 


d n x 
dt' 1 


A i , • • • î 


m 


étant des fondions uniformes de t, et G ( une 


fonction linéaire de 


d 


/II— 1 


X 


dx 


dt 


m — 1 


? * ■ • ? 


formes en /. 



x* à coefficients uni- 


Les solulions communes à F 


o, G 


o sont évidemment 


o, G 


es mêmes que les solutions communes à G 
Donc, si Gi est identiquement nul, l'équation F 
ettra toutes les intégrales de G, 


o. 



o ad- 

premier membre 
une fonction linéaire de G et de ses dérivées. 

■ 

Si G, n'est pas identiquement nul, mais ne contient 
ucune des dérivées de on n'aura G { 



qu en 



OC 

F 


o. En dehors de cette solution évidente, les équations 


o, G 


o n'auront aucune intégrale commune. 


Enfin, si G, 


B 



o 


dt k 





o 



pas 



on pourra opérer sur les équations 
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comme sur les équations primitives et en déduire une nou- 
velle équation G 2 = o, à laquelle les solutions 

devront encore satisfaire. 

En poursuivant cette série d'opérations, to 
à celles du plus grand commun diviseur, on arrivera évi- 



demment à ce résultat: 



■ y .1 ( 

Si deux équations linéaires F = o, G = o, à coe 
uniformes, ont des intégrales communes, on pourra dé- 

T 

terminer une équation de même espèce H = o, ayant pour 
intégrales ces solutions communes; et F, G seront des 
fonctions linéaires de H et de ses dérivées. 

Donc, si l'équation F = o est réductible, il existera une 



équation d'ordre moindre, H = o, dont elle admet toutes les 


intégrales. 


■ ■ 


162. Gela posé, soient Xj, . .., X, 2 un système quelconque 

l %J JL ^ 


d'intégrales indépendantes de F = o, Y 1? .,., Y m un sjs- 


teme cl intégrales indépendantes de xi = o. Les intégrales de 
cette dernière équation auront pour forme générale 


Ç \ ^\ | | ... H™~ c 



m 


et se permuteront les unes dans les autres lorsque t décrit un 


contour fermé quelconque. D'ailleurs Y i5 ...,Y W étant 
es intégrales de F =: o, seront des fonctions linéaires de 

X 


j , . . . , /V W . 

Donc, si F = o est réductible, on pourra 






nctions linéaires Y 4 , . . . , Y m des intégrales X ( , . . ., 



eu nombre << n et telles que les fonctions du faisceau 

r 

^îYi ~\~ • - . ~+~ c ni Y m 


« 

soient exclusivement permutées les unes dans les autres par 

■ 

les substitutions du groupe de l'équation F = o. 



Nous exprimerons, pour abréger, cette propriété du groupe 

— ^ 


l'équation en disant q 


quement 


l'équation F = o n'est 
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pas primaire, l'équation sera réductible. En effet, les in lé- 


grales Y,, ... , Y,„ satisfont à l'équation d'ordr 


e m 


^ 1 


Y 


ni 



dt 


Y'. 


1 


Y 


/ 

m 


* % 


d 


m 


dt 


m 


A 1 


1 m 


: O 


m # 

dont les coefficients sont monodromes (après qu'on a divisé 
par le coefficient du premier terme). En effet, faisons dé- 



crire a t un contour 



Y 

1 n • • • > 



quelconque. Les fonctions 
étant transformées en des fonctions linéaires de 

p. 

Yjj . . . , Y,», les déterminants qui forment les coefficients de 
'équation se reproduiront multipliés par le déterminant de 
transformation. Leurs rapports reprendront donc la même 




le 


valeur. 


* 


■ 

Pour reconnaître si l'équation F = o est irréductible, nous 
n'aurons plus qu'à chercher si son groupe V est primaire. 


163. Soient S, S', ... les substitutions relatives aux divers 
oints critiques, et dont la combinaison reproduit T. Si 

a? Ji"' 

chacune d'elles multiplie toutes les intégres par un même 
acteur constant, il est clair que toutes les substitutions deT 
ouiront de cette même propriété et que ce groupe ne 


pas primaire. 



Supposons au contraire que 


mi 


les substitutions S, 


S', il en existe au moins une S qui ne multiplie pas 
toutes les intégrales par un même facteur. Prenons à la place 


de X, , 



terne 


S à la forme can 
que l'équation c 



Sup- 


posons, pour fixer les idées, que 
pour celte substitution ait deux racines a, b; qu'à la 
ciue a correspondent quatre séries d'intégrales, 

— m _ m 





iennent k intégrales et la 


quatrième / intégrales, 


</r, et qu'à la racine b corresp 


de i intégrales; la forme canonique de S sera la suivante : 



f v / 

y i ? ^2 ? 


//c «O'i ), a(v 2 -h J 3 ), . . . , ay k 


• • % 


«> 1 


2) 


y* «(/i+y,), «(/' 2 

a ( s, 





K ) » 


« * 


• * 


1 azi 


lt j Lé 2j 



1 

b( «, -+- ii|)î 6( m 3 ), . . . , 



fi — rf, y L -h ck y, + . . . -i- rf; y ; 



une intéex 








elconque. E 

S, S', .... Nous 


sur cette expression 
obtiendrons de nou- 


velles expressions de la forme 

■ 

D,y, -h D 2 v 2 


i H h 


où D 1 , D 2 , . . ., F/ s 





s 





néairement distinctes de 



il en es 


les qui 



ui ne soient pas li- 




d*, é . ., fi restent indéterminés, on pourra les supprimer et 
transformer de nouveau celles qui restent par les substilu- 



£5 , S , 


tio 


celles qui ne 


Parmi ces trans 




supprimera 



une noiive 


sont pas distinctes, et ainsi de suite, jusqu'à ce 

Ile ■ " 



tion ne donne plus aucune ex- 



pression distincte de celles obtenues précédemment, 
suite d'opérations est nécessairement limitée, car toutes les 
fonctions obtenues sont linéaires par rapport aux produits 

île qu on pe 



nom 




ormer 



multipliant les inté- 



ui par les arbitraires d K ,d*, . . 


Soient Y,, Y 2 , ... les diverses fonctions ainsi obtenues. 11 
est clair que toute substitution de Y transforme les unes dans 
les autres les fonctions 





au 





% 


164. Cela posé 




les arbitraires d i} 
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fli de telle sorte que dans chacune d 



t 



i 



coe 


araissent. 


D 



D 



s 






us 



tiendrons ainsi 




vie 


rapport aux arbitraires d K ,d^ ..../j 


Supposons d'abord que ces équations soient compatibles. 
Assignons à d u d 2 <, • un système de valeurs qui satis- 

fasse à ces équations. 

Les fonctions Y,, Y 2 , . . . iië dépendant plus que des va- 
riables y a , /i,.--)/*) y\, Z H •••> en 


nombre 



m qui restent 


néairement distinctes seront en nombre < n. D'ail 


leurs les fonction 


s sur 


van 




m-\- \ i 




n 


ire- 


ment au moyen de celles-là, toutes les fonctions de $ pour- 
ront se mettre sous la forme 




et, comme elles sont transformées les unes dans les autres 
par toutes les substitutions de r, ce groupe ne sera pas pri- 
maire. 


165. Supposons, au contraire, que les équations soient 
incompatibles. Quelle que soit l'intégrale Y 1 qui a servi de 
point de départ, le faisceau <ï>, déduit de ses transformées, 


contiendra une intégrale 



D" v" 



D 


2JK2 





1 1 

Fi -h .•• 


où l'un au moins des trois coefficients D,, D , U\ n est pas 
nul. Il contiendra sa transformée par la substitution 

par SY, est de la 






ée, que nous désignerons 


fo 


rme 


SY=D 1 a(r 


+72) +•••+ 


E 1 a(z l + z i ) H-...+ ¥ib(ui 





Le faisceau $ contiendra encore la fo 


Y 


1 




(SY 


bY), 


J. 
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où les coefficients de y i? y', y '' ont les mêmes valeurs que 


dans Y, mais où le coefficient de u { s'annule. 
Il contiendra de même Ja fonction 


Y* 



6 Y', 


où D l3 D' 1? I>i ont encore conservé leurs valeurs primitives, 
mais où le terme en u 2 disparaîtra. 


■ 

Continuant ainsi, on voit que $ contiendra un 

à a rrvin m r\ 


e fonction 


de la forme 


* 


z 


f. 





êi^i H- . . . + £f£/ 


j 


d'où les w ont entièrement disparu. 



ra encore 




* 


z 


I 


a 


sz 


z 




• . -+- 


£ 1 Z 2 



1 


d'oùj^ l5 y\, y\, z K ont disparu. Il contiendra de même la 


fonction 


J 


Z" 



SZ' 


Z 



d; y, 



n" v " -J- 


1- £1^3 



B • ■ * 


Continuant ainsi, on voit que <ï> contient la fonction 


u 



1 B 





Donc, quelle que soit l'intégrale initiale Y<, il existe dans 


le faisceau <ï>, dérivé de ses transformées, une intégrale © de 


la forme plus simple 


(n) 


a? 


j 


dy 


k 



d'y' k 



d"y%. 


Prenons pour point de départ cette nouvelle intégrale et 
formons le faisceau <E>' dérivé de ses transformées, lequel 
fait évidemment partie du faisceau <E>. 

Les fonctions qu'il contient seront de la forme 


D 2/ 



* * 



y. 




Fi Ui 9 


où les coefficients D 1? F/ sont linéaires et homogènes 
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m 

en d, d', d" . D'ailleurs, 



toute fonction de cette forme 


contenue dans <D' on déduira, comme on vient de le voir 
ne fonction correspondante 


* « • 4 *■ v 'h. 




eg 


alement contenue dans <!>'. 


Formons successivement les diverses fonctions de cette 


ernière sorte qui sont contenues dans <ï>', en supprimant 
à mesure qu'on les obtient toutes celles qui ne sont pas 
inéairement distinctes des précédentes, même lorsque d, 
d, d restent indéterminés. Il restera un nombre limité 



étions 


» i 


CD 


0 


dfk 



d'y' k 




D' 



d"A 



D 





a 


X d 

\*d 





V d' 
l' x d' 




1" d", 



dont toutes les autres sont des combinaisons linéaires. 

Soit cp a l'une quelconque de ces fonctions. Les 
cientsD a , D^, D£ seront de la forme 



de telle sorte qu'on aura 


<Pa 


<Ja9 


<r a désignant la substitution 



y* 



Ai 



i 


Les opérations a- satisfont à l'équation symbolique 


r , 


f I 


1 ^/ 






sont des constantes 


■ » 


l . 


♦ » 
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En effet, puisque de l'existence de la fonction cp dans le 
faisceau <I> on déduit l'existence dans ce même faisceau d 



es 


transformées <r a cp et <rpo, on déduira de l'existence de cette 
dernière fonction celle de la fonction o^ap a. Cette fonction, 
ne dépendant d'ailleurs que des variables y^, y f kJ y" JO sera de 


à 0 9 + c i9t 


-h C 





4 » * 



c (i.^9 






( j ^ 'là. * S**" 1 

le groupe y dérive des sub- 




1 1 




? y k-> y k 



i 

au 


r t F / 

resu 





1 

confondra av 


i 





naison 


iscean 



est 
des 


* 

M 


îverses su 


var 



îlutions 



r 



nous pouvon 

que nous sachions reconnaître s'il est ou noii primaire. 



ue le grouper 


i° Si 


îy n est pas primaire,' 


nous pouvons assigner aux 


coefficients d! , d ff de la fonction o un système de valeurs 


tel 


que 
1 



nombre des 



cp, 9,, o u qui restent 
encore distinctes dans cette hypothèse soit moindre que celui 
variables y^ y^y^ ^ ans ce cas 1 ne sera P as primaire. 




n etlet, supposons, par exemple, 
distinctes: soient 



réste deux fonctions 




k 



d'y' k 



d'y'* 



ki 



r 

ki 


(9 


J 



fin J/J- 



l 




ns le faisceau <ï>' dérivé des transformées dé o 


par les diverses substitutions de F 





• * 



11 


une quelconque des foncliôiis qu'il contient. Nous avons vu 
que ce faisceau contenait la fonction 



DM* 


laquelle doit être une combinaison linéaire de cp et de o { . On 

■ 


I. 
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2l3 



l 11 I 



ne 


i 



D' 


y 



y 


tt 



7 


C\ étant des constantes. 



s m 



ne figurant dans <E> 


/ 





s 


deux combinaisons <p (y 1 , , y\ ) et <p 
es fonctions linéairement distinct 


» i 


omb 


dépend 


sera 


moi 

2 



o 


Si! 


q 


e 



ft. Donc F n'est pas primaire. 
>upe y est primaire, de au 



manière qu 

i 

1 • 


ne 


et chacune des inté- 


grales y k , y' k , y" k dont elles dépendent, 
pourra s'exprimer linéairement en fonctic 
appartiendra donc au faisceau <E>'. 

Formons maintenant les transformées 
par les diverses substitutions de F. 



par exemple, 


.Elle 


successives de yk 


G 


aucune difficulté à reconnaître combien le faisceau dérivé 


raie étant 


rminée, il n 


>es 



ormées, contie 


si ce 


mairp; d 


contraire il sera primaire. 





et 



un faisceau quelconque d'intégrales que les substitutions 
F transforment les ijnes dans les autres; Y 4 l'une de ces 

Le faisceau W contiendra le faisceau $ déduit des 

rme (i i), dont la combinaison avec ses transformées donne 
l'intégrale y h. Donc W contient cette intégrale et ses trans- 



transformées de Y, ; dans celui-ci existe une 







formées, parmi lesquelles il y en a n linéairement dis- 


tinctes. 



167. Une seconde application de la notion du groupe 
sera fournie par la recherche des intégrales algébriques que 



offrir une équation linéaire. 


2l4 
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Soit F = o une équation d'ordre n, admettant des inté- 
grales algébriques. Il est clair que, si t décrit un contour 
férnié quelconque, ces intégrales, restant toujours àlgé- 

se transformeront les unes dans les autres. Soient 



donc # f , . ^celles de ces intégrales qni sont linéairement 


distinctes; les intégrales algébriques cherchées auront potir 


forme générale 



V 


» 1 



^ /7z & m 


IJ 


rr 


■ 


) 


I 


et seront les solutions d'une équation linéaire d'ordre /rç 


ii i 


i 


ç 


fl 


^ 4 


* h 1 


a 


3 *i J 


c2/ 


■i - 




« * 


m , 




m 


X 


1 


rl 


X 


X 


oc 


m. 


■ ■ 


» * • 



1 - 

/ 


• •• • 


X 


m 

fit . 


- 


V 


f 1 


« ■ 


I 


O 


* 


4 * 


à coefficiêûts uniformes, après division parle coefficient du 


1 


terme, en 


Si 



ne F est une éq 


aura m = n, et les équations F 



o. 


5 


irr 



ctible. on 


G 


o se confondront. 


\ 


168 



rmes, et 



les 


r 

Leurs 



V', 


p 


1 * 

coefficients, étant des fonctions algébriques et uni- 

e 1 n . • 


aux ei 



rationn 


e 





grales seront ré 




critique, les 


ières. Considérons, en êfFet, un point 


ritique quelconque a. Une intégrale quelconque oc 0 sera 


■ 



puissanc 



r 

d 



1 


e 



S 


cpnve 



e. 


' 1 


0 


a)P 



r < 



■ % 


- 1 ■ . 


■ 

ppement. Groupons ensembl 



do 


posants ne di 




que 



no 


■ - 



res entiers ; on 



1 


• ■ 1 1 
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r / i 


2l5 



- C*. 


r * ■ 


il • i 

Il ' : 


X 


0 


I « 


a 


■ 


» i 


5 


étant des séries qui 



* 

suivant, les 



entières de t* 


a. 


\ : 


Si Ton fait décrire à t un lacet autour du point a une fois, 
deux fois, etc., on obtiendra de nouvelles intégrales 


» -444 — 


a 


/y* 


0 a (t 


a 


_ 

a)Pu$-\-. . 
p 


• * 


■ * 


. . . . 


* ■ 


\ 


en posant, pour abréger, 


2 71/ 


0 


Résolvant ces équalions par rapport à 


♦ * ' * 


* 4 { 


a 


F r 


a? 


1 

a)Pu$ 


- t ' • t; • > {- ["• 

I « L 4 


■* - r r f 

r 


on voit que ces quantités s'expriment linéairement en # 0 , 


ce sont donc des intégrales; d'ailleurs elles 


sont 



On voit de même que 


les intégrales seront régulières 


pour t 


oo. 


) 





résultat nous donne 



quelque 


lumière sur la forme des équations cherchées. En effet, 



ur 

le n° 150, chacun des points critiques t { , 


t 


evant être un pôle d'ordre A" tout au plus pour le coef- 


ficient de 


d m - k x 


dt m ~ k 


? l'équation aura nécessairement la forage 


d m x 
dt' n 





d m " 2 x 


M 


T 2 dt 



m 


x 


1 désignant le 


pro 




I 1 


e 



t des fonctions entières. 


t t )..,(t — ^) etM,,M 2 ,f. f , 

* 


c 


216 




Il reste encor 


aux environs de t = oc. A cet e 


on a 



\dt 


t 


■■ 


et généralement 


i 


u 


du 

d 
du 


d'où 


u 


dx 
du 
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intégrales sont régulières 
posons 


dt 


du 


u 


2 5 


u 



2 U 


dx 
du 



k 


U 





du k 



2k 



/c— 1 




k-l 


ïk-ï 


d k ~*x 




* 

«M-i> • • • étaiU 4es entiers, dont le premier est égal 


a 



i); car on voit sans peine que cette formule, étant 


s 



PP 



ee vraie 



tte. 



Substituant ces valeurs 
posée, et divisant par 


i 


formée 


d 


m 


X 


du 


m 



a 


I 

u 


d 


m 


X 



m — 1 


M, i 


T u 


où il ne restera plus qu'à 
Le point u — o 







des 


encore vraie pour la dérivée 



* i 


dérivées dans l'équation pro- 


on fuira l'écjuatiôn trans- 


l < ' 


i 


a. 




I 


M 


i 



T? w 


d m ~*x 


du 


m— 2 



• • • 


0 




-dans T, M n M 


• • ♦ • 



un 





d' n ~ x x d m ~^x 
du" 1 - 1 ' du» 1 -* 


h 2, ... au plus 
-, .... Il faut 


et il suffît pour cela que 


Mi M_a 


soient dévelo 




tivement par 





t 




termes de degrés i, 2, .... Mais on a 


i 

T 


i 

a 


- l i 


i 


a 



* • • m 



M, 


M 2 


» donc avoir 


-1 


^1 


9 



e 


2 


4-, . . = rf^t 1 - 1 




* * 



— i 



• * 


1 


* 

Donc M,, M A , ... sont des 

degrés au plus égaux à m 




mes 

*■ - 


6 J- ^ 


I ^ J * » • • 



170. Il est aisé d'établir que la somme des racines des 
équations déterminantes relatives aux points critiques t { , 


U, cp est égale à ( u. 


0 


m(m — i) 


rlr 


2 


En effet, l'équaLion déterminpnte relative au point u sera 



m 




T'(«/) 


T ( h) 


2) 


— m + 3)-+- 

J i > » ■ 1 • 


o 


f » 



e de ses n 



sera 


m ( w 



2 


M, (M 





, l'équation déterminante 


oo sera 



au 



i). . .(r 




H— J ) 

d x )r{r — i). ..(r 
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et la somme de ses racines sera 


m (m 


2 



m {m — i ) 


2 


La somme totale des racines de cés équations sera donc 

■ ' * 

■ 

. , 7 , ^. M 1 (t i )-: m(m — r) 




car on a, d'après une formule connue de la décomposition 
des fonctions rationnelles, 



M,(f,) i M,(0 


T' ( ti ) t — ti T ( 0 


* 1k, t, _J 

d'ôù, en multipliant par £ et posant £ 


M 


» > 


1 


a 


r 



M,(«,) 




. Nous venons d'obtenir la forme générale des équa- 

i * 

tions dont les intégrales sont 'partout régulières; mais il s'en 
faut de beaucoup que toutes les équations de ce genre aient 
leurs intégrales algébriques. Pour qu'il en soit ainsi, tin 


second caractère est nécessaire : il faut que le groupe de 


1 équation ne contienne qu un nombre uni de substitutions. 


En effet, chacune des substitutions du groupe est définie 


par le système des fonctions dans lesquelles elle transforme 
les intégrales indépendantes mais chacune de 


ces intégrales, étant algébrique, n'a qu'un nombre fini de 




rmées distinctes; le nombre des substitutions dis- 


tinctes est donc fini. 


Réciproquement, toute équation à intégrales régulières, 
dont le groupe ne contient qu'un nombre fini de substi- 
ions, a toutes ses intégrales algébriques. 

* » 

En effet, soient x K une quelconque de ces intégrales, # 2 > 



ses transformées par les substitutions du groupe. Toute 


fonction symétrique de ces transformées étant évidemment 


uni 
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* • 1 


■ 1 


1 I 


* * — ■ " • 


(.3) 


( 


- 1 

(a? 


t3?2 ) • * i 


o 


ài ' * 'Vu T <v ' - ' * 

dont les coefficients sont uniformes. 

Considérons d'ailleurs un point critique quelconque É£» 
1 anra aux environs de ce point un système d'intégrales 


0 


ements auront la fo 


• 1 » 


R 
J 


(* ^£i) r [ w 0 + 'og ( * — ) 4- . . . -h u k log* ( i 


M] 


Uoj • • • > ll k étant monodromes aux environs de t A . 


Mai 


autour de 


rmees 
demm< 


1 


o 


que 


6 


disparaissent, 2 0 que r soit rationnel. On aura 



hmes 

* 

c un 


système d'intégrales distinctes 


*1 ) r ' « 


01; 


8 


• 1 


02? 


* 

fi 


Soit/>le plus petit multiple de leurs dénominateurs. Les 
intégrales Ç l7 ta, ... seront développables suivant les 



ne 



pais 

de même de x K , # 2 ? 


entières et croissantes de (£ — t K Y ; et il en sera 

■ ■ ■ ■ + v * / f 


£ 2 , . ... Le point t t sera donc un point critique algébrique 

Une des intégrales x t , ... et, par suite, pour lés 



pour 

mi m "1 

coeihcients de 


M 


co 



cients sont 


uniformes; donc t % sera un pôle (ou un point ordinai 



pour chacun d'eux. 


verra 


00 est un pôle ou un point ordi- 


naire pour ces coethcien 

Les coefficients de 
n ayant d'autres points 



1 ■ 


1 


(i3) étant uniformes et 


q 



des 


même 


l'infï 


seront 


* t 







1 


ques 


1 
1 


Si donc on savait déterminer tous les groupes 
in nombre fini de substitutions entre m variables, 



naîtrait par là même les divers types possibles d'équations 
linéaires d'ordre m à intégrales algébriques, et il suffirait 
pour reconnaître si une équation donnée appartient à cette 


catégorie, de chercher à identifier spn grpupe avec J'up de 


ceux dont on aurait dressé le tableau. 



5 



problème arithmétique de la ppiiglruclion 


un no 





de s 



s 



ue pour m 


a ou 3. 



groupes 

tions, auquel la q^ion se 


rouve ainsi ramenée, n'est résolu d'une manière complète 

fois démontré que, pour 



une valeur quelconque de m, le nombre de ces groupes est 
lipnité, et l'on en a déduit ce théorème : 



f Véquat 



iques 


5 



o ? d'ordre m, a toutes ses intégrales 
admettra un système d'intégrales dis- 




• • • 


/y* 




ç'or, 



* * 


p étant un entier et U 1? U 2 , ... étant des fonctions ra- 


tionnelles 


équation 



t et d'une irrationne 






u 



nie par une 


M*> fi 



dont le degré est limité en fonction de m. 


Nous nous bornerons à énoncer ce résultat dont la dé- 



on 



tion exigerait une expositi 




f 

e 


■ 





s prmc 



de la théorie des substitutions. 



i 


• Le c 




générale de l'équation G 


o 


intégra 

est non seulement algébrique, mais rationnelle, mérite une 
attention particulière. Il est aisé ,de le reconnaître. 



r enet, les intégrales devant n'avoir d'autres points cri- 



ques que des 



s, l'équation déterminante 



p à l'un 


quelconque des points critiques de G n'aura qqe des racines 
entières, et les développements des intégrales régulières ne 


contiendront pas de logarithmes. 



vur 





f 7 % ~4 



ition soit re 



il faudra 
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d'abord 


multiples (15 


S 


5 • 


soit ainsi ; soit 




déterminante 


o l'équation 


ses 


racines, rangées par or 




grandeur croissante. L'inté 
du point t x sera de la forme 



t 


h) 



m « 



et, en substituant cette valeur dans l'équation différentielle, 

, on obtiendra une série d'équations li- 


comme au n 



néaires et homogènes qui détermineront par voie récurrente 
tous les coefficients c, c', c u \ ... en fonction des m 




C(Xi c a *, 


qui restent 



3itraires. 



voit 



leurs sans difficulté que tous 



coefficients & \ c !f 


q 


Ul 


multiplient des termes logarithmiques s'expriment en fonc 


tion des m 


i 



ents c' a -, <v, 


, et que ceux-ci 




xpr 



ions de la forme 


OC' 


Àc 


// 


Bc a 



B ; <v, c'a» -Cc a + C €£. -¥ C" c&f 


1 


m • • • 


Donc, pour que les log 

m 

suffit qu'on ait les 



m (m 


9 

e 


s disparaissent, il faut et il 


quations de condition 


o 


A 



B' 


G 


3. Réciproquement, si l'ensemble des conditions qui 


est rem 


n effet, elle n'a pour points singuliers à distance finie que 

* ■%' W m - * 

^s pôles. Elle est donc uniforme. 
Formons d'ailleurs l'équation 



rminante pour t 


et groupons ses racines en classes en 


es 



îrences mutuelles sont entières. 



t p, p', ... les 


plus petites racines de chaque classe; [/., jx', ... le no 



re 




i 

dans leurs 


classes respectives. Pour 


des valeurs suffisamment grandes de t 1 ori aura, pour Tiilté- 


• 

w 
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grale générale, un développement de la forme 



cp -h ^ilog - - 


If 


t 




-i logf-- 1 - 


I 

7 


■ 


I 



<p'-K . .-h cp^jlogf*'- 1 


i 

7 


les expressions cp, <p<, 


• • • ? 


5 




des séries procédant 


suivant les puissances entières et croissantes de 


i 



is 


puisque cette expression est uniforme, les logarithmes dis- 
paraîtront nécessairement et les exposants p, p 7 r . * > seront 
entiers. L'intégrale générale aura donc un simple pôle à l'in- 


fi 


ini; ce sera donc une fonctio 



ati on 



e 


P 

Q 



il leurs la déterminer par des opérations 

ce qui pré- 


purement algébriques. En effet, on connaît, 





cède, la situation de 


multiplicité de chacun d'eux. 


à distance finie et l'ordre de 

donc former le dé 




nominateur Q. L'ordre de multiplicité du pôle t = co étant 
également connu par le développement obtenu suivant les 

I 1 

puissances de le degré du numérateur P sera déterminé. 
Pour déterminer ses coefficients, il suffira d'identifier le dé- 


P 


veloppement de ^ suivant les pui 
fourni l'équation diffère 


ssances 


de - a cel 


t 


m q 


u'a 



174. Considérons plus généralement, avec M. Halphen, 
les équations dont les intégrales sont partout régulières et 
sont monodromes dans toute région du plan qui ne contient 
pas le point t ]m Les autres points critiques t 


2 j • • ' ? 




coefficients de l'équation ne pouvant être que des pôles pour 

les équations déterminantes qui leur corres- 


l'inté 


pondent n'auront que des racines entières et les logarithmes 
disparaîtront des développements correspondants, ce qui 


donnera 




m ( m 


T 1 ♦ V" " 

équations de condition, dont 


l'existence sera à vérifier. 
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Lorsque l'ensemble des conditions précédentes est rempli, 
on peut trouver l'intégrale générale. En effet, d'après Tana- 

, on peut déterminer un système d'intégrales 



du n° 



articulières formant une ou plusieurs séries, et telles qu'aux 

1 / 1 


environs du point t K les intégrales yk d'une même 


série soient de la forme 


7o 


0 



«l)> 


5 


y* 


«l) r (0A«O 


A-i «1 4 


* ■ 




«0 


Uk étant des fonctions monodromes aux environs du 
point £ n r désignant une racine de l'équation caractéristique 


ui correspond à ce point, et les 9 étant 



is par les re- 



0i = 


i 


:log(* 


M, 


1 


k 



0 


« • k. 


Les fonctions w 0 , définies par les équations précé- 


dentés, seront des fractions rationne 



t 


2) 



f 0" 


^ étant 
" r et log (t 
il de simol 


des 


effet, les points 
r les 



Éi), et de simples pôles pour y 0 , 


seulement 


ais dans tout le plan. D'autre part, 


i 



i 


et 


log 


i 

7 



log 



î 


t 




expressions rég 




po 


ur t = oo ; il en est de 

i 


même pourjKo? •••> - 7 /p a et, par suite, pour m 0 , 

deux propriétés réunies on déduit que w 0 , 

, ' ' ■ P« P 
raclions rationnelles de la forme 


7 


un- De ces 
i/A sont des 


— 



Q 


d'ailleurs les déterminer par des opérations 


# 


# 


algébriques. Eii ëffet, connaissant 





in- 


tégrales ët leur drdre dè multiplicité, on pourra former le 
dénominateur Q. Lé dévelôppemént de l'intégrale générale 



■ 

r 


oo fera connaître lë degré des numérâteurs P 0 , ,. M 
P*. Pour obtenir leurs coefficients, il ile restera plus qu'à 
substituer les expressions précédentes dans l'équation diffé- 
rentielle et à identifier le résultat à zéro* 


175. Considérons encore les équations de la forme 


(i4) 


Po 


d m x 


dt 


T + P l 

7YI 1 




P/TÎ^ 


o 


où P 0 , P m sont des polynômes dont lé degré soit au plus 
égal à celui du premier d'entre eux, P 0 . 

Lorsque l'intégrale d'une équation de cette forme n'a pour 


points critiques à distance finie que des pôles, ce qu'on re- 
connaîtra aisément par les méthodes précédentes, on pourra 
obtenir l'intégrale générale par les considérations suivantes, 
également dues à M. Halphen. 

Remarquons tout d'abord que la coiiditioti imposée aùx 
degrés des polynômes P équivaut à dire que les développe- 



dp P 


m 


Po 


Po 


suivant les puissances décroissantes 


de t ne contiennent pas de puissances positives. 
Posons maintenant 




R désignant 


en y 

d m y 
0 dt m 



iôh rationnelle en t. La transformée 


i 



m P 0 R 


/ 



m (m 


0 


2 


P„R" 



(m-^-i^R' 

P 2 R 


d>n-z y 

dt m -' L 



0 


sera de la même forrne que la primitive en œ; car son inté- 

H é " * f • % t *>M Hà& * i ê 

-mm m _ * j*V4 • 


grale n'a que des singularités polaires, et ses coefficients 


sorit rationnels et pourront 



e re 



us 
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le dénominateur commun. Enfin, si nous admettons que R, 
développé suivant les puissances décroissantes de com- 
mence par un terme en tP, ses dérivées, R/, R", ... commen- 


ceront par des termes d'ordre moindre en tP 


\ 


n 


en déduit sans peine que les développements des coefficients 
de l'équation (après division par P 0 R) ne contiendront pas 
de puissances positives de t. 


176. Gela posé, on peut déterminer a priori les pôles t 



...de l'intégrale de l'équation (i4) et leurs ordres de 


multiplicité pu, ••»• 
Posons 


Jt » ' - "*r 



X 


y 



en y 


d m y d m ~ x y 


dt 




y 


o 


appartiendra au même type que la primitive; mais ses inte 
grales n'auront plus de pôles. 


Posons 


y 


e^ 1 z 


La transformée en z (après suppression du facteur com- 


f1 un e 


le 



o 


Qo 


d m z 



R 


d 


m 


Z 


0 


dt 


m 


o 


d 


m— l 


Z 


d 


m 



Qi 


» m 



d 


m — 1 


Z 


, dt 


m 


ni 


Q 


0 



1 


m 


'Q. 


Q 


ni 



Llli 




encore évidemment au même type. Ma 

e X, de manière à annu 
efficient du terme de degré le plus élevé dans R„ t , qui 
p lors un polynôme de degré moindre que R 0 . 



J. 


Cours, III. 


5 




■ 


■ ■ ■ 


CHAPITRE II 


177. Supposons ce résultat atteint, et cherchons à nous 
rendre compte de la forme des coefficients de l'équation en £. 
Soient 9|, 9 2 ? m> les racines de l'équation R 0 — o; on aura 

m * s 

par la décomposition en tractions simples, en remarquant 


que est au plus du même degré que R 0? 


R/r 


A 


k 





ikl 


(t 


h) 


1 


les A, R étant des constantes. (En particulier A. m sera nul.) 
D'ailleurs chacun des points G; étant un point ordinaire, aux 


environs duquel les intégrales sont régulières, l'indice / ne 
urra prendre dans Ja sommation que les valeurs i, 2, ...,/:. 

■ _ 

L'équation déterminante relative au point G/ sera 



i) . . . 



m 



i) 


B/„r( 




B /22 r(r 


0 


i). . .(r 


m 


La somme de ses racines est 


m 



2) 


3) 



0 


m(m 


2 


s 6/ étant un point ordinaire pour 


ces racines seront nécessairement enl 

■ 

inégales. Leur somme est donc au mo 


es, non négatives 


' S ^ 

et 


o 


i - 


+ - 



m 


i 


m (m 


0 


2 


donc B/, , est un entier non positif. A fortiori la somme 


S 


2 ï*«h 5 


étendue à tous les points critiques apparents, sera entière et 


• * 


non positive. 



178. Cela posé, admettons d'abord que R m ne soit pas nul 

dz 

et prenons pour variable auxiliaire la quantité z'= -r,- 


L'équation en z pourra s'écrire 


R 


d 


m — î r~ { 


0 


dt 


m— 1 



d m 


2 

4* 


dt 


+vi . + R 


Diflerentiant, il viendra 


ni 


4» 


o. 


R 


d nl z { 


o 




(Ri 



Ri) 


m— 1 ~ 


- 





R' z 


O. 


Eliminant 3 entre ces deux 


formée en 


R o l * M 


d"'z 


! 



m 


[(R' 0 + R,)R 


équations, on aura la Irans 


m 


tri— 1 


-4-. 



Cette équation est évidemment du même type que l'équa- 


tion en z\ et le rapport des deux premiers coefficients, qui 


dans Pé 



R, 


primitive elait — 


> sera devenu 


on aura 


et de 



Or soient 


même 


R,)R 


m 


R 0 R 7 


R 0 R 


tn 


R, 

Rq 


R'. 



0 


R 


o 


R 
R 


0 


tn 


-C 0 (t 


C m ( ^ 


Tl)&(* 


r: 


a, 


Ro 


t 


6 


R~ 


i 



2 




I ■ 


t 


L 2 



R' 

R/« 


t 2 )^. . . ; 


La somme S', analogue à S, formée pour l'équation en z' , 


sera 



S 



Ha 


2(3 





f 


S, car 2a, degré de R 0 , est supéri 



à S 




gré 



m 


La dérivée seconde z n satisfera de même à une équation du 
même type, mais où la somme S", analogue à S, sera> S'. 

Si l'on pouvait poursuivre ainsi indéfiniment, on obtien- 
drait parla une suite illimitée de nombres entiers S, S', S", ... 


non positifs et croissants, ce qui est absurde. Or on ne peut 




se trouver arrêté qu'en arrivant à une équation où le coef- 


ficient du dernier terme soit nul. Supposons que cette cir- 

* » ■ , 

constance se présente pour l'équation en z n . Cette équation 
admettra, comme intégrale particulière, une constante; et 
l'équation en z aura pour intégrale correspondante un poly- 
nome II de degré n) enfin l'équation en y admettra l'intégrale 


particulière e*'IL 
Posons maintenant 


y 


e lt II / y t dl 


m 


La nouvelle variable y K satisfait à une équation d'ordre 

■ 

\ 1 


i 


5 


et qui 


, d'après ce qui précède, appartiendra au même 


type que l'équation en y. On pourra donc en déterminer une 

• ■ # * 

solution de la forme eVlL, IL désignant un polynôme. 


Posant 


y 2 dt, 


on continuera de même, jusqu'à ce qu'on arrive à une équa- 
tion du premier ordre, dont l'intégrale sera 


y 


/M— 1 


//2— 1 7 


c m désignant une constante arbitraire. 


Les intégrations indiquées sont d'ailleurs de celles qu'on 


sait effectuer et 



iront un résultat de la forme 



les désignant des polynômes et les des constantes 


arbitraires. 



îs 


antc 


cette expression par le produit (t — ti)^(t — t%jjfë&> 



on aura l intégrale générale de 


l'équalion en sous la 


forme 

05) 


/yi 


I c k eWf k (t), 


les fk étant des fonctions rationnelles. 


179. Réciproquement, tonte équation différentielle dont 

■ 

l'intégrale générale est de cette forme appartient au type que 
nous avons considéré. 


En effet, éliminant les constantes c* entre l'équation (i5) 
et ses dérivées et supprimant les facteurs communs exponen- 

on obtiendra une équation à coefficients rationnels, 
pourra rendre entiers en chassant les dénominateurs. 



Soit 


r> d ' n 

r 0 


dt 




P 


m 


œ 


o 


* 

cette équation* Son intégrale n'a, à dislance finie, que des 


singularités polaires. Reste à prouver que les degrés de V K 
P m ne surpassent pas celui de P 0 . 

La chose est manifeste pour les équations du premier 
ordre; car de l'équation 


/y* 


on déduira, en prenant la dérivée logarithmique, l'équation 


dx 


t 



x 



/(O 


où le coefficient X 



fit) 

An 


développé suivant les puissances 


décroissantes de t, ne contient pas de puissances positives* 
Supposons d'ailleurs le théorème établi pour les équations 
d'ord 


re m 


i. Il sera vrai pour l'équation 


A- 


d 


u 


dt m ~ x 



m m t * 



Q 


m— 1 


O 




CHAPITRE H. 


qui admet pour intégra 


A(0 
/i(0 





dt 




5 


car chaque terme de cette expression est le produit d'une 




expo 

vrai pour l'équation 


une 



d m u 



ion rationn 




# # * 



gre m 



Q 


//i— 1 



. Il 


sera encore 



c 


1 



et si nous 


il 





c 2 






-ci a précis 



G S t 




5 et 1 




« ■ 






, /«• ( « ) 


/i(0 


pour 

T 



en Or 


graie générale Scaô**'/*^). 




La 


grer par 




fini de points critiques 



qui n ont qu un no 
aisément s'étendre au cas où les 




l'équation, au 



uni 


if 



es 



f, sont 


des fonctions uniformes de t et 






e u 




5 


une e 






o. 



En effet, les points critiques de l'équation consi 

aux environs desquels u reste mo- 


de deux sortes 



nodrome; 2° ceux autour desquels les diverses détermina- 


tions U S yU<L, 





e s 


5 r 



gent 



unes 




A 


■y 





uë de 



sorte, 


une 


coupur 


jusqu'à l'infini. Tant que t ne 



u \ , u 2 , 


dromes. Su 



• m 


resteront mono- 






uation différentielle à la place de w, on obtiendra 



une suite d'équations différent 


I \ 

elles 


F/ 



i 



Chacune d' 



0 | [_ 

es ad 



ra un système de n intégrales dis- 
tinctes x n ^ qu'on pourra exprimer par des séries 

dans la région considéré 



Il reste à voir quel changement subissent les intégrales 
lorsqu'on traverse les coupures. Or, si nous supposons qu'en 
traversant Tune d'elles m se change en w*, l'équation F; se 


changera en Fa. Les intégrales x ih x 


ni 


se chang 



nt 


donc en intégrales de cette dernière équation, soit en expres- 


sions de la forme 


Cn &ik 



f~ c i n X n j.^ 



» • 




a eg 



Pour déterminer les coefficients c, on n'aura 
es valeurs numériques que prennent les intégrales x x ^ . .., 


m 


et leurs n 


i 



emieres 



en arrivant a la cou- 



pure 



cl 



que prennent C\\X\k 



m « 



C\ n ffinkî 


et leurs n — 1 premières dérivées de l'autre côté de 



cou- 



181. Nous terminerons cette section en effectuant quelques 
applications particulières des principes généraux que nous 
avons exposés. 

Proposons-nous d'étudier les équations linéairesdu second 


re à trois points critiques t 0 ^t^ t 2 et à intégrales régu- 



lic 


ères. 



SoitF=o l'équation proposée. Changeons de variable 
indépendante en posant 


t 



u +- n 


- 


- — 


/ 


m a 


n 


* * ' * 

Soient 9, u deux valeurs correspondantes de u. On voit 
sans peine qu'on aura, aux environs de ces valeurs, une 
lation de la forme 

i 



t 


B 


a x ( u 


u ) -+- a % (u 


) 



* 9 * 
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(form 


s 


51 



ù l'on devra remplacer t — 9 ou u 


i i 

u par y ou - 


ou u aevie 




Cette val 



de t 


finis). 

9, étant substituée dans une fonction 


entière de t — G, donnera une 



ion entière de u 


u. 


D'autre part, en la substituant dans une fonction régulière 


de t 


9, telle que 



o 



Tilog<* 





9)1 


où T 0 , T<, . .., Tx sont des fonctions entières de t 
obtiendra évidemment un résultat de la forme 


6, on 


( M -u)'TU 0 +U I log(« 


u) 



* m 



Uxlog*(« 


»)], 




t des fonctions entières de u 


Tl 

Donc l'équation transformée entre x et u admettra comme 


ints u 07 Uty u 2 correspondant à 



cri 



ues 





t 0j t i} t 2 \ ses intégrales seront régulières aux environs de ces 




et les 



a 





seront Jes mêmes qu'aux points correspondants de l'équation 
rimitive. 

Nous pouvons d'ailleurs disposer des rapports des coeffi- 


cients m, /i, m 1 \ n f de manière à donner à u Qj u {1 u 2 


des 


valeurs arbitrairement choisies. Nous ferons en sorte que 
ces valeurs soient o, j , oo. Ce résultat pourra évidemment 



être obtenu de six manières distinctes, 




u 


0 


o, iï{ 


1 , u 2 


oo, ou 



0 


1, U K 



o 


nt qu on posera 
u 2 = oo, etc. 


182. Soient respectivement A, V ; p., et v, v' les racines 


des équations déterminantes relatives aux points critiques o 


I , oc. 


Si 1 


A 



h v 


t 


v ne sont pas entiers, on aura, 


pour les intégrales aux environs de chacun de ces trois points 
des développements de la forme 





c 


■ 

c{ u 


l)H-V -t-C 1 (il — ■l)V-'\' i 


t 


I / 


C 


u 


W 



c 


f 


I 


u 
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U 5 U' étant des fonctions entières de u ; V, V 



s 



ions 


entières de u 


i; W 


W des fonctions entières d 


e 


Posons maintenant 


u 


x 


1 r , 

j étant vine nouvelle variable. Nous aurons entre u et y une 


dont les intégrales seront 


équation transformée H = o, 
données aux environs des points o, i, oo par les développe- 


ments 


cU, 



c'« x '- x Ui, 


c 


I 



H-V 



■ 

4- c 




(I 

( 


-u)-v-U f 


i 



W, 


* î 

w; 


(— i)V-u- l V 


i 



W 


étant respectivement développables suivant les puissances 
entières et positives de w, de u — i et de 


L'é 


équation 



o a donc ses intégrales régulières, et ses 


uations déterminantes par rapport aux points o et i 
admettent une racine nulle, la seconde racine étant respec- 


tivement X 

■H 


\ et uJ 



Il existe évidemment quatre manières d'arriver à ce résul- 
; car on peut prendre pour X une quelconque des deux 


racines de l'équation déterminante du point o, pour une 
quelconque des deux racines de l'équation déterminante du 


point i. Sur ces quatre manières, il y en aura une telle que 


les racines )/ 


X et 


■ fjt aient leur partie réelle positive 
(à moins que ces différences ne soient purement imaginaires). 
L'équation H — o doit être de la forme 


du? 



u(u — r i ) du 



M a («) 


a 2 (u 


y 


- o 


1 



i, M 2 étant des polynômes de degrés i et 2, et ses équa 


tions 



par ra 



aux 



o et 1 seront 


r(r 



O 

) 


M, (o) r 


M 2 (o) 


o 


M^^r-f- M s (i)'"=o. 


Comme elles ont une racine nulle, M 2 devra admettre les 

• 1 • * • 1 1 / \ T^i rv\ 


racines o et 1 et sera divisible par u(u — i)> En effectuant 
la division et chassant les dénominateurs, l'équation prendra 
la forme 


1) 



2 



■ M _ H# 




dy 




* 


o 


ou, en remplaçant À, B, G par trois nouvelles constantes a, 


(3, y définies par les relations 


A 


2 




a) 



y 


■ 1 9 


B 


y 


c 


a(3, 



2 


+ [y 



(a 




0"! 


i 


" O. 




. Les équatio 
critiques o, 1, 00 sont res 



latives aux trois points 



r) 4- yr 


o 


1) 


(V 


r 



-4- 1) -I- (a 


a 



P 

i)r 


1) r 


a(3 


0 


o 


et ont pour racines 


o et 1 



o et y 


(3, a et (3 


L'équation admet donc une intégrale 



aux 


environs du point o suivant les puissances entières et posi- 



es de u 



fi 


c 


0 




m m 



■ # 


cette intégrale. En la 



ant dans l'équation 


et égalant 


a zéro 



termes en a$ 



[ 



0 


(« + (3 + i)F 

r 0^4- 



i)]c 


o: 


1 




3 


1 OU 



c 


(a -H ft) 






c 


et, par suite, en donnant à c 0 , qui reste arbitraire, la valeur 



fi 


i 



y 


a(a + OP(P 



i) 


i.2.y(y 



0 



F(a, (3, y, 


désignant la série hypergéométrique (t. I, n° 379). 


• 

184. Gela posé, il existe, comme on Ta vu plus haut, vingt- 


quatr 


e substitutions delà forme 


m u + n 


y 


qui transforment l'équation proposée en une équation ana- 
logue. L'équation transformée admettra comme solution une 

hypergéométrique, et l'on en déduira aisément une 

1 1 S" 1 J 9 * * * • 


série 


intégrale correspondante de l'équation primitive. 

Au système de valeurs o, i, co données à u doivent cor*- 

■ 

respondre pour u les mêmes valeurs, mais dans un ordre 


arbitraire, ce qui donnera, pour la traction — — ? Jes six 
formes suivantes : 


m f v 


n 


j 


I 


0 


I 


u 


r 


j 


u 


i 


u 


A chacune d'elles correspondent qualre équations trans- 


muées, qu'on obtiendra en prenant successivement pour 


1 


chacune des deux racines de l'équation déterminante du 



point o, pour .jjl chacune des racines de l'équation détermi- 

nante du point i . 
Nous allons donner un exemple du calcul de l'une de ces 

intégrales. 


18o. Soit par exemple u 


v 


Pour 


v 


i 


u — 


O, ï, 00, 



aura u 


o, oo, i ; l'équation enlrey et u aura donc ces trois 
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points critiques, et les racines des équations déterminantes 


corres 
ment 



ant à 


ces trois 


o et i 


y 


o 



y 


points seront comme précédem- 


a 


(3, oc et (3. 


On pourra donc prendre 


O OU I 


y 



a ou (3. 


Prenons, par exemple, 


X 


: I 


y 


i 


OC * 


Les racines des équations déterminantes pour l'équation 


entre z et u seront 


Pour o. . . 
Pour oo .. X 


Pour i.i. 



a 


a 


o 


5 


I 


[ 


1 


i 


y 

3 


a 


1 



X 

P 
P 



o 


1 



a. 


p. 


Si nous 



y 


d'où 


a 


j 



i 


i 


y 


5 


y 


U M 


P 


I 


P' 


I 


a 



P* 



a' - (3 


y 


2 


cette équation admettra la solution 


F (a', (3',/,u). 



admettra donc Ja solution 


y 


uMT ( I 


u)«F(a',(3',y» 


ou, en remplaçant u par sa valeur 


u 


u 


i 


et a', P', y' par leurs 


valeurs et supprimant 



constant (— i)ï _0C "S 


y 


«)T-«-»F(a + i 


7» 1 


P,2 


y 


i 
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186. On obtient par un procédé tout semblable les vingt- 


uatre in 



suivantes : 


«6) 


F(a, (3, y, m), 


(•7) 


(' 


II 



a 



a 


y 


(3, y, a), 


F 


1 


18) 


■ 

(' 


a)- a F(a, y 


Pi Y* 


I 


9) 


(1 


a 


I 


20) u x ~ Y F (a 



y 



(21) «H(i-k)ï-«-PF(i 


1, 2 


a. 1 


(3, 2 


y, «)» 


(22) M 1- Y(l 


a )t-«-i f r 



y -+-1, 1 


(3, 2 


(23) u l ~y(i— a)Y-P-« F( (3 


y-* 


1 . 1 


a, 2 


y 


1 


y 


£1 


I 


»4) 



a, (3, a -h (3 


y 



»> 1 



5) a 1 -YF(a 


y-* 


I 


(3 


y 



1, a 



(3 


y 


a), 


(26) i/r* F ( a, a 


y 


1, a 


P 


7 


u 


1 



1 


(27) u-PF [3,(3 


y-+ 


1 . a 



(3 


y -h 1 


u 


(28) (f — «)ï-«-PF(y 


*»y 


P. y 


a 



1, 1 


M), 


(29) (1 — a)T-«-Pa»-TF(i — ex, 1 — (3,y — a — (3h-i, i — w), 


(3o) ( 1 _ w )T-«-P tt «-Y F ( i 


a, y 


a, y 


[3 


U 


I 


I 


5 


(3i) (i- tt )T-«-PtfMF i 



2) 


3) 


34) 


a 


b I a, a — y 



j 


a 


I 



F 1 


a ( 1 — 


1 


a 


F 


P, y 


fry 




+ 1 


1 


u 


a 


(3, y 


(3, a 



1, — u 

u 


a, y 


(3+i, 


1 


1 


4 
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(j \ y— a— l / j \ 

i — - j F( a — y-hi, i — (3,a — (3+r, — -j, 




i 

a -+- i, — 1 5 

uj . 


a, y — a, (3 


a. 





P 


(3g) «- p ('--l) ï:p - 1F fr-/+ 1 ' 1 -^- a +'^ 



Coupons le plan suivant la portion de l'axe des x 


qui s'étend de o à + oo. Dans le plan ainsi coupé, chacun 
des développements précédents restera monodrome. Pour 

■ 

achever de les préciser, nous pouvons adopter pour argu- 
ments de « ? î — j ceux qui sont compris entre o et pour 



argument de î — u celui qui est compris entre — fi et +t:. 


Les puissances de u 7 i — ^> i — u qui figurent dans les 
expressions (16) à (39) auront des valeurs entièrement déter- 


minées. 


La région de convergence des développements ci-dessus 
sera: i° pour ceux où la série hjpergéométrique a l'argu- 


ment u ou 1 — u, l'intérieur des cercles Gn, G 


décrits autour du point o ou du poiaL 1 respec 



Lment -> — - — > l'extérieur de ces mêmes 

u 1 — u 

¥ ■ 

il 


cercles ; 3° pour ceux d'argument , la moitié du plan 

r 0 u — 1 r 


située à gauche de la droite x = 4 

2à 


il — r 

IL 


an à droite de cette 1 


Il restera à déterminer les relations linéaires qui lient enlre 


ppements 


gence commune. 
Les différence 


relatives aux points o, 1, x> sont respectivement 1 — Y 




T 



• 23g 

a. Nous supposerons que, parmi ces quanti- 
tés, il en existe au moins une dont la partie réelle ne soit pas 
nulle. Les 24 transformations de l'équation de Gauss permet- 
tant : i° de permuter entre eux d'une manière quelconque 
les points o, 1, 00 sans changer les équations déterminantes; 
0 de chansrer à volonté les signes des différences des racines 


des équations déterminantes relatives aux points o et i , il 
nous sera permis d'admettre que y — a — (3 ait sa 
éelle positive. Dans ce cas les séries hypergéométriques . 



F (a, (3, y, u), F(a 


y 



y 



I, 2 



II), 


a, a 


y + 1, a 


I 


r 


u 


7 


F (3,(3 


oc ~\- 1 


i 


u 


seront encore convergentes sur la circonférence du cercle C 0 


et, en particulier, pour 


i elles prendront Jes valeurs 


suivantes (t. I, n os 379 et 382), 


i 




1 


■m 


a 



a 


r(2 



! 



F(i 


or(v 


(X 




> 


b 9 


r((3 


a 



a; T(i 

OF(y 



ru 



a j 



a pose, désignons par , 




et 


t (20), par b K z K , b 2 z 2 les développements (32) et 
soit x une intégrale quelconque de l'équation de Gauss. On 
aura dans l'intérieur de C 0 


x 



et à l'extérieur de C 


0 


x 


d\Z\ -+- d 2 z.y. 



ur trouver la liaison entre les constantes c { , c 2 , d K * d 2 , 


nous remarquerons que sur la circonférence 



-même, où 


les développements restent tous deux convergents, on aura 




d x z t 




2 ^2 * 


n particulier, au point u = 1 , on au 
a coupure 




sur le bord supérieur 
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2^0 


et, sur le bord inférieur, 


y* 


■ 

d'où les deux relations cherchées 




c i -+- c 2 — ^1 -+- 


•m 

Tirant de ces équations les valeurs de d<, d 2 pour les 
substituer dans l'expression x = z\ -4- o? 2 ^2» 




_ ( g -»B/p_ — ( g -««<«_ Qc 2 

37 ~ 1 e -ini\i e -27i/a 

■ 

Cette expression, convergente en dehors du cercle C 0) 
représentera dans cette région la même intégrale qui, dans 


l'intérieur de G 0 , était égale à c i y i -f- c^y* 


- 

188. Il ne reste plus qu'à voir comment les constantes c n 
c 2 se modifient à la traversée des coupures qui joignent les 



critiques o et i, i et oo. 


y 


pas, y 2 est multiplié par e~ 27t/ Y ; et x = o K y\^r 


changé en c K y\-*r c % e 27 "\x2- Ainsi c 




1 par g- 2Wl Y. 


Si l'on traverse la coupure 1 go (en montant), d Ky d 2 seront 
changés en 


(4i) d\ — e'^d^ d f 2 — e'^d 


■ 


et C\ j c% en deux nouvelles constantes c\, c'. 2 liées à d\, d' 2 par 


les 



(42) 


c t + c 2 — d d z1 


En résolvant les équations linéaires (4°)> (4 1 )? (4 2 )> on 


éliminera 





/ 

o 


et Ton obtiendra 


l'expression de c\, c[ 2 en fonction linéaire de c iy c 2 . 

Si l'on traversait les coupures en descendant, les coeffi- 
cients Ci, c 2 subiraient évidemment Jà transformation inverse 


de celle qui vient d'être déterminée. 


Les coefficients des formules de transformation ne ren 


fer 



L comme on le voit, crue des exponentielles. 

7 7 1 . I 


li 


189. L'équation 


(43) 


u) 


d\y 
du 1 



[y 



i)w] 


dy 
du 


cc&y 


O 


étant 



, donnera 


ll{l 


u) 


da A 



[y 



i 


(« 



(3-+- 3)«] 





o 


dy 

ou, en posant ^- 


r'. 


u) 


du' 1 



[y 



i 



( 




i 




i 



o. 


■ 

Cette équation ne diffère de la précédente que par le rem 
placement de a, (3, y par m + 



La dérivée 


y 


du 11 



i 

satisfera donc à l'équation 

1 


■ 


u) 



n—l 


du 1 





n 


i 


(a 



P 



2 11 — I ) U ] 


dy n 


(oc 



n 


0(P 



du 

î)y n-l 


O 


Cette équation, multipliée par 



i 


pourra s écrire 


d 


w w ( i 


(a ■+- n 


i 




J. 


Cours, III. 


16 
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9 

en posant, pour abréger, 



M-=mTM(i — n) a+ P-ï. 


En la diflerentiant n — i fois, il viendra 


-u n (i— u) n M y n 


du 


(a + n _,)(P + »-l) J^f ( I - « )-* M 




L'application répétée de cette formule de réduction don- 
ra, pour toute valeur de n entière et positive, 

-h 

(44) ^ ' 



a(a + i)...(« + w-i)p(p + i)...(p + n-i)My, 


Cette formule est particulièrement intéressante lorsque [3 est 


un entier négatif — n. L'équation (43) admettra dans ce cas 
comme solution l'expression 



■ 9 » , 

— y, u), 

laquelle est un polynôme de degré n, dont la dérivée n 

m 

se réduit à la constante 


icme 


a(« + i). - -+- n — i ) p ( p + . , (p H- /i — i 

y(y + 0---(yH-* — 0 

La formule (44) donnera donc dans ce cas particulier 

■ * y 

I rf" 

F (a, — /i, y, u) — ——. — — -j— h ;i (i — u) tt M 

K 1 9 M y (y + 1). . . (y -+- n — 1) du' 1 K 


■ 

ou, en remplaçant M par sa valeur et changeant a en a + 


F(a-hn, — /i,y, u) 





0---(y-ï 



M )a+»-y 


Le polynôme 


F(a n, — ai, y, f*) = Z tt 


est donc un produit de puissances par une dérivée /i ieme . 



■I 
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quantités y et a + i — -y étant 
, les intégrales définies 


J 


m 


- r 

0 


(i — u) <x ~yZ fn Z n du 


2 





1- 


seront finies et déterminées ; elles auront d'ailleurs les v 



urs 


suivantes : 


(45) 


J 


m, n 


(46) J 


m , n 


O, 


i 


si m > 


r(/i 




Al 



2/i 


r(a 



/i)T(y 



Al) 


- 

En effet, Z rt satisfait à l'équation 



') 


« * 



O 


qui peut s'écrire 


d 


du 


u 


w(ai 4- a 



4 0 



a)* 



n 


Multiplions par Z m et intégrons de o à i ; il \ 



n(n-h a)J, w ,« 



1 


u) 


ou, en intégrant par parties et r 



nt que le terme tout 


deux limites 


n(n 




< * » 14 


a) 



m (m 






membre ne change pas si l'on y 




et n 


> 


On aura donc, si m m 


J 


o. 



/i, on remar 




a une 



de même forme que Z n , sauf le change 



de a, n 1 y en 


244 


ti 




(n 
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2, n — i, y 


i) (n 



i ; on aura donc, par un pr 





0 


] 


II) 


«)««-TZ'Z'rfa. 


Continuant ainsi, on aura finalement 


Y Z^ Z /t c/w 


tout 


J 


I 


nn 


0- 


i (a 



/i)(a-t-/i-+-i)...(a 




î 


mT+»- , (i — M) a+ ' l -ïZ£Z;;^M. 


D'ailleurs 


(a 



î 


0 



n ) . . . ( a 



2 


0( 


2 n 


n 



o 


.. . 


y (y 


i). . .(y H- /ï 


0 


a V+»T l: (ï — u^+n-Tdu 




/i 


y 



0 


r(a + 2/i + i) 





urs et rem 




s 



par 


des quotients de fonctions T, on trouvera la formule (4^). 

Soit maintenant f(u) une 
nous proposons de développer en une série de la forme 



quelconque, que non 



/(«) 



A.Z.4 



Un semblable développement étant supposé possible ( { ), 


on en 



aisément l 



deux membres par 



itt~ { ( 


efficients. Multiplions en 
i — u) a ~y r L n et intégrons 


de o à i : il vi 



ra 



u 


) w Y-i(ï _ W )«-YZ„ du 


A n 3 



le Mémoire de M. Darboux Sur les 


(*). Sur cette possibilité, 

de grands nombres {Journal de Liouville, 3° série, t. IV, p* a 



et 377). 


* * 1 


'1 
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ce qui donnera le coefficient A„ exprimé parjune intégrale 



191. Les résultats que nous venons de trouver renferment 
comme cas particuliers ceux qui ont été obtenus précédem- 


ment pour les fonctions X„ de Legendre. Posons en effet 

Ml fc- 

a = y = i ; nous aurons 

» •» m « 

* * m. 

Z w — F(/i H- i, — /? i, u ) — , — u n (t — u) n , 

i . 2 . . . n du' 1 v 7 


et, en posant u = , nous obtiendrons le nouveau poly 



nome 


r 

F (/l + I, — /l, I, • ) = — (^2_ An— X 

\ 2 / 2'\ I .2. . ./I dx n K ! n 


192. Considérons comme dernière application l'équation 


de Bessel 


dx % x dx V a? 2 °" 


Substituons pour y la série 


y = c Q x r -h c { x r + 2 + . . . -h C^'^-h . . . 


11 viendra, en égalant à zéro le terme en x r+2 V-, 


(r+2pL + 2)(/' + 2fZ + )) Cjj, +1 


d'où 


lJ '" hl ( /• H- 2 f/. 4- 2 ) 2 — n 2 


JL I 


■j; , + au + a+ /i)(r+2fi + 2- B) 


En posant a = — i, on aura l'équation déterminante 


r 2 — n^ — o. d'où r =zt n 


2/J6 
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Prenons d'abord r = ai, il viendra 


c 


(MM 


et, par suite, 


y 


c 


0 


X 


n 


X 


;n-2 


2 2 (/ZH-l). I 



(n 




F- 


c 



0(f* 



i) 


( 


^[/.^ 71+2(1 


2 2 f A (/l+l)...(w + /Jt.).I.2...^ 



• • • 


Le terme général de la série entre parenthèses peut s'écrire 


ainsi : 


2 n T{n + 1) ( 


1 


T(n 


F- 



i)T(u 



0 


Si 




nous 



i 

c 0 égale à r 


nons, pour plus de simplicité, la cons- 

■ 

endra comme première 


solution la série 


oo 


2r( 


( 


o 


i) 


il 



2 



fx + i)r(/x 



o 


que nous désignerons par J 7Î . 


En 



r 


7i, on trouvera un résultat tout sem- 




L 



, sauf le changement de signe de n. 

* ■ 

deux intégrales J^, 3_ n seront évidem 


dantes si n n'est pas un entier réel ; l'intégra 



t in 



en- 



en 



sera 


donc 


C o ji 



c J__ n 


s 


car il ne figure que par son carré dans l'équation différen- 

i ■ ' 

tielle. Dans ce cas, les n premiers termes de i_ n s'annulent, 

en dénominateur des fonctions T d'argu- 


car 



contien 




ment 



es s 



O 


00 


J 


n 





n 





n 
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ou, en posant p. 



oo 


J 


n 



( 


o 


r 


1 ) «HNP 


30 
2 




I 


n 



( 



Les deux intégrales J, 2 et J_ w ne seront donc pas indépen- 
dantes et ne suffiront pas pour former l'intégrale générale. 




193- Pour obtenir dans ee cas une 
nous supposerons que l'argument, au lieu d'être tout d'abord 
égal à soit égal à n — e, s étant infiniment petit. Nous 



pourrons prendre pour intégrales indépendantes, au lieu de 


J//_e et J 


et 


( 


La limite de cette 


S 

o nous 


dernière quantité pour s = 
chée, que nous représenterons par Y n . 


premiers 


termes du 





sèment de 
sommation jji 


en n 


fji ; il viendra 


n 


( 


Y 

x n 




£ r(^ + i).r( 


ii 


E 




0 


lim 


2< 



S 


o 


en posant, pour abréger, 


i 



t 


I)f(£ 



0 




r* 




■ 

Or, en appliquant la formule connue 


■ 


r(/>)r(i 


p) 


71 

sin pu 


2^8 


TROISIÈME PARTIE. 



CHAPITRE II. 


on aura 


i 



n 


E 



0 


— 



7 


si n [ h — £ 


7TS 


expression dont la limile pour s = o est 


T(n 


p.) cos( n — ft)TT = (— i) w- H- +i r(/i 


D'autre part, 


lim 


/'(o) 


£ 


2 log 

2 


I 


11 



F- 




0 




Substituant ces valeurs, il vient 



1 


0 




0 


2 


00 


( 


o 


2 



0 


2 îos? 



2 


01> 



0 


n 



y- 



0 




l) 



0 


r ( n + p. + i ) 



Les fonctions J„ sont liées par la formule récur- 



2 n 



T 



J 


En effet, substituant pour les fonctions J leurs développe- 
menls en série et comparant le coefficient du terme en x n + 2 P~* 


i n ( 


2«+ 2 ( i r(/jL 



i)T(n 



0 


y- 




i ) r ( « 



o 


r on a 


dans les deux membres, on aura à vérifier l'égalité 



( 


î 



î 


2 »+»ii-ir(fA)r(/i 




0 


■5 




1 ) 


(n 




|0 




Substituant ces valeurs et supprimant les 
muns, l'égalité à vérifier se réduira à 


n 


F 


I 



n 



y- 


ce qui est évident. 

On vérifiera de même cette autre formule 


2 4q 




* f 


urs corn- 


(48) 



2 


dx 


j 


f ■ 


naison avec la précédente donnera 


(49) 


di 


n 


dx 


J 


/y* 


Nous signalerons enfin les deux formules 



(5i) 


2 


71 


dx 


x 


m 

J„ (v/^) 


I 

2 


,3? 


2 J 


î 

2 


71 


3? 



qu'il est également aisé 




9 

e 


On peut rattacher à l'équation de Bessel plusieurs 


quations qui se rencontrent fré 



dans les a 



î- 




cms en effet cetle équation en p 


y 


X 




Vd ésignant de nouvelles varia 



dx 


dv 



ii 

dx- 


fiylP- 1 dt, 


i 



I 




dt 


^7 


1 

^ 2 




t f 


V 



~~â 1 




D'autre 




7 
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dy_ 
dt 

de- 



t* 


dt 


d*Y 


2 





2 a / a— 1 




-f- a(a — i)« a - J V 


Substituant les valeurs précédentes de r et de ses dérivées 
dans l'équation de Bessel, on aura l'équation transformée 


(52) 


t* -r^- H- ( 2 « 



l)t 


dV 

dt 



(oc 



o. 


L'équation 



, pour intégrale générale, 


C $ lt ( «2? ) — |— C J — n ( «2? ) 5 




V 


/2 



vaut 


aura, pour intégra 





être 


On pourra donc intég 
équation de la forme 




dt' 1 



V 





ctr*J n (yt$) -h df* J_„(yfP) 




r Y /4 si 7i est entier), 
transcendanles J toute 



car on peut 



oser des quatre 



manière à identifier l'équation (53) avec (52). 


% Y, * de 


P et y ne pouvant 
t si c ou X étaient j 


alors l'équation (53) se ramène à une équation à coefficients 




cas 


vants 




plus intéressants sont les sui- 


t 


d 2 Y 




( 


2/1 



0 


dV 

dt 



fV 


o 



ridant à a 


t 


d'Y 
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t 


n 



+ (i + n) 


T 

ÊL 

dt 


i , et 



i 

4 


V 


25f 


o, 



nt a a 


n 

2 



I 

— j Y 
2 1 


1 ; 



l'équation 



c 


o 



a a 


i 

2 



I 



T 


t 

2 n y/c, n 


I 


x-h 


2 


IV 



par des intégrales définies. 


196. L'équation de Gauss est un cas 


suivante 




de la 


o 


(0 



Q(x) 

* 

. a 


d n \ 

dx n 


- n 



'(*) 


d n 



dx a 


n -f- 1) 


R(^) 


i . i 

dx"- 1 



(x) 


d' 1 - 2 1 
dx' L ~' x 



( 


n 



i)R'(x) 


d n ~ 2 1 



5 


où Ç est une constante, et Q(#), R(#) deux polynômes, tels 
, un des polynômes Q(^), xJ\.(x) soit de degré /i, et 
FauLre de degré ^/z. 
Nous essayerons de sati 

mi 


à cette é 



en 







U étant une 



de 


u 



ne L d'intégration 



a 



Substituant dans l'équation 1 


ainsi que 


ant le 



commun 



suppri 



il 



[l- n) (u - x)t-"-i 




L 



œ) 


f M 


R (x) -f- R'(a?) (u — 0) 



J . 2 


n ) ( « 


.r ) 


n 


f Q(«) 



(m 


a?) 


R(m)] U afo. 


Délerminons U par la 



Il 10 lï 


R(«)U 


du 


UQ(«), 


d'où 




a) 


R(m) 


. logUQ( M ) 


RQ) 

Q(«) 



et enfin 


U 



a) 


,1 


) 
) 


l'équali 



viendra 


o - 


d\J Q(u) (u 


/y» 


L 




en 


posant 


}30Lir 



Ï3 CI ? 


(2) 


V 


UQ(a)(« 


.27 


)*-» = <? 



n («) 

Q(«) 



(a 


a?) 


L'intégrale de sera nulle et l'équation sera satisfaite : 


i° Si L est un contour fermé tel que V reprenne sa valeur 
initiale lorsqu'on revient au point de départ; 

2° Si L est une ligue telle que V s'annule à ses deux 
extrémités. 


197. INous allons voir, en discutant ces diverses lignes 
d'intégration, qu'on peut 



r en 




n intégrales 
la combinaison donnera l'inlé- 



grale générale de Téquati 


osée. 


La fraction 


R(g) 
Q(ïï) 


> décomposée en fractions simples, don- 


nera un r 



rme 


R(ti) 

Q ( « ) 





o 



\ 



a 


(a — a)V- 




i 


u 


ou 


\ 


(3 


( U 



V 



b 



• • • 


On en déduit 



(4) 


( w 


en posant, pour 



ger 


l W 


(5) 




m 0 u 


a. 


M- 


I 


OC 


[ 



v 


I {u 


i 


. . + const 


Les fonctions U lu — x)*> 1 , V admettent donc comme 
points critiques le point x et les racines a, 



d 



l'équation Q = o et se reproduisent multipliées par e 271 ^, 
e 27 " a i ? e 27t/ Pi, ... lorsque Ton tourne autour de ces 
points. 

Gela posé, soit O un point quelconque du plan. Joignons 
ce point an* points a, b, x par des lacets A, B, X : 

... XJes valeurs de l'intégrale / U(u — x)l "' du 

rise dans le sens direct le long de ces divers contours 
avec une détermination initiale donnée M de la fonction 



1 


On pourra prendre pour Ligne d'intégration L 


un 



des contours suivants : ARA 


i 


? • ■ • ? 



décrit 


contour 



B 



P 



V 




u ira, au retour, mul- 



Ijphee 




e 


e 



■ e 


t. 
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La valeur [AB] de l'intégrale prise suivant le contour 
ABA"' B~* est donc une solution de l'équation proposée. 

'abord 


11 est aisé de la déterminer. En 
le lacet A, on obtiendra une 



et, en 


miere 



U(« 



po 


ur 


vale 


ur 



intég 

e 2w *iM. 



A, et 



ensuite le 



B, on obtient comme seconde partie de 


l'intégrale e 27t/o£ iB, et XJ(u 



\ 



aura pour valeur finale 
L'intégrale suivante, le long de A~% serait 
— A si la fonction à intégrer avait pour valeur 
initiale e 27 " a i M (qui est sa valeur finale lorsque l'on décrit À 


évidemment 


avec la valeur initiale M); elle sera donc, dans le cas actuel, 
égale à — e 27 "'PiA, et U(u — x)^~ x aura pour valeur finale 

Enfin l'intégrale suivant B -1 



B. 


On 




en 




(6) 


[AB] 


(i 


e 


sWf i ) A 


0 


V 


On obtiendra des formules se 




pour les intégrales 
analogues, telles que [AX], [BX], .... On déduit immédia- 

H 

tement de ces relations les suivantes : 

r 


(7) 


[XA] 




( 



e 





e 2 TO « t ) [BX] 



e 



o 


qui montrent que toutes les intégr 


1* t * i * 

ineairement au raoven des intégrales 



s'expriment 





a moins 




cas on aurait é 


ne soit un entier, auquel 



i 


e 


O, X — O 


5 


d'où 


VPÉ 


[ AX ] 


O 


[BX] 


O 


* ■ » } 


de telle sorte que l'é 





il identique]. 


198. Le nombre des intégrales obtenues par ce qui pré- 
cède est égal au nombre des racines distinctes de l'équation 


Q( 


o. Si donc 



inférieu 


orne Q 


velles intégrales particulières. 




us faudra trouver de nou- 


obtiendrons 


choi 


sissant la ligne d'î 
à ses extrémités. 



gration L, 



telle sorte que 




nu 


I 


e 


Soit a une racine multiple d'ordre pi de l'équation 



o. 



u — a 



et 


coscp + i sin cp) 




I 


r (cos/> -h / sin p ) 


dans les formules 

■ 

on aura évidemment 





et 



sons tendre p vers zéro; 


V 



ai (cosa,<p H- «sinat©) e r P l 11 cia- i)?n-i'Bini/>— (|i-i)qp]} 


0 étant un facteur qui tend vers Ja limite finie 

JL 


{a 


b 



Cette expression tendra vers o ou vers oo, suivant que 


cos[/? 



sera négatif ou positif. 


Or l'équation 


cos[/? 



0?] 


o 


donne pour <p un système de a (jjl — i) valeurs équidistantes, 
dans l'intervalle de zéro à 27c. Si du point a on mène des 



droites dans ces diverses directions, elles partageront 
environs de ce point en 2([ji — i) secteurs. Et, lorsque u 
endra vers #, V tendra vers o si u se meut dans un des 
secteurs de rang impair, vers oo s'il reste dans un secteur 


de 


rang pair 



nous su 


ppo 


sons 



que partant de Ja 


Fig. 2. 



* 


0 


valeur a, s'en éloigne suivant le premier secteur, traverse 
ensuite le second secteur et revienne en a par le troisième 


256 
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secteur, 


la ligne À ain 



écrite pourra être prise comme 


liçne d'intégration, car V est nul à ses deux extrémités. 


La valeur de l'intégra 



*e ainsi obtenue variera 


évidemment suivant que Ja ligne À enveloppe quelques-uns 
des points 6, x ou les laisse tous en dehors. Nous admet- 
trons qu'elle ait été tracée de manière à satisfaire à cette 
dernière condition* L'intégrale ainsi obtenue ne changera pas 
si l'on contracte cette ligne de manière à rendre ses dimen- 
sions aussi petites qu'on voudra; Ja diminution du champ 
de l'intégration sera compensée par l'accroissement de la 
valeur de la fonction soumise à 

ti m 

V 

On obtiendra une autre intégrale particulière en inté- 



grant suivant une ligne infiniment petite À' qui s'éloigne 
de a suivant Je troisième secteur et y revienne par le cin- 


[uième, etc., ce qui donnera évidemment u. 


i 


intégr 




œres. 


e 




de l'équation 


un r 


ana 



ue 





donnera 

♦ * 

jiie, si *k 


est nul, nous aurons le nombre d'intégrales voulu. 



199, 

lorsque u 



m 

nui, cherchons ce que devient V 
oo. Nous aurons à poser 


u = p(cos<p -+• i sincp), 



isin p) 


et à 



te 


ndre p vers oo. On aura évidemment 


V 


0p«i+Pi+-.- [cos(ai 



(3 


• ■ •)? 



is\n(<x l -{- S, 



• •)?] 


X e''P*[cos (/?-f-X?)-t-/sin (p+k<p)] 


le facteur G tendant vers l'unité. 




a vers o ou oo suivant le signe de 


valeurs de ©. 


l'équation cos (p 


Ko) 


o donne aX 



plan, des droites 
Je pJan en 2X secteurs 


ns, a partir d'un point quelconque du 

ces directions. Elles partageront 




r u 


oo, on aura 


4 v 


V 


o 


ou 


00 


* I 




uivant que u sera dans un 'secteur de rang impair ou pair, 
t si Ton suppose une ligne A partant de l'infini dans le 



(2 m 




ieme 


secteur et y retournant par le (im 




rès avoir laissé à sa gauche lous les 


3)» 


emc 



e fournira un 



1 



nts a, bj . . . , x), 
3grale particulière. On en obtiendra 



ainsi A. 



. Nous avons ainsi oblenu dans tous les cas le nombre 
d'intégrales nécessaire. On pourrait en déterminer une foule 


a 11 tre s 


.11 


est clair, en effet, qu'on pourrait prendre pour 


ligne d'intégration : 

i° Toute combinaison de lacets, telle que chaque lacet 
fût décrit aussi souvent dans le sens direct que dans le sens 
élro grade ; 

2 0 Toute ligne L joignant deux des points a, 6, 00, 



pourvu qu'elle arrive à ces points dans une direction telle, 

* 

u'on ait, en y arrivant, V 

Mais nous savons d'avance, et il serait d'ailleurs aisé de le 
vérifier, que ces intégrales sont liées linéairement aux inté- 


grales fondamentales que nous avons déterminées. 
201. Pour une valeur donnée de x, les lignes suivant les- 


quelles sont prises ces intégrales fondamentales peuvent être 



rmées à volonté sans 


q 


ne la valeur des intégrales soit 


altérée, pourvu que dans cette déformation elles ne traversent 
jamais les points a, 6, x. Si l'on fait varier x d'une 


manière continue, ces intégrales varieront également d'une 
manière continue, pourvu que Je mouvement de x soit 


accompagné, Jo 
atioti des lignes 



7 ■ ' 

inte 


a devient nécessaire, d'une défor- 
eur fasse éviter la 



on 



traversée des points a, b, x % 

Ces considérations permettent de déterminer le 


groupe d 


e 


iques de cette équation sont les 



'équation différentielle proposée. En effet, les points cri- 

ts a, 6, et il est 
se de se rendre compte de la manière dont varient les inlé- 

i j 

gfales fondamentales lorsque x tourne dans te sens direct 



autour de l'un de ces points, tel que a. 


l 


J. 
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202. Les lacets B 


i * 


n auron t 


lacets X et A, pour éviter d'être 


dû se 



en X' et A' 



mais 



Fiff. 3. 



x, auront 
nouveau 


ù . 


contour X' est évi 
contour À' à 




i... 



et l'intégrale suivant A' a 



grale 


équivalent à XAXA~'X 


A /V. « 


suivant X 7 sera 




1 



1 


e 





1 


[AX] + A. Par suite, Tinté- 

■ 9 J ■ * ■ 


se trouvera 



e 


MCfÇ) A' 



(i 
(■ 


en 


e 2ma > ) X 


(I 


1 i 


« f S 



une qu 


sera 




gee en 




i) e 



• • • 




m ■ ■ 1 

# est une racine multiple d'ordre 
o, il existera p. — i intég 



tion Q 

correspondant à des contours fermés i 




l'équa- 
elits À, 



TIONS 



20g 


A, ... passant par ce point (198). Ces conlours n'étant pas 
traversés par x dans son mouvement pourront être conservés 

• i * * ■ Là * "m 

sans altération. Mais la fonction à intégrer contient le fac- 
leur (u — a?)* - ", qui se reproduit multiplié par e 2 ™? lorsque x 


tourne autour de a, car il enveloppe en même temps le point u 


qui en est infiniment voisin. Les intégrales I", I" se 
reproduiront donc multipliées par e' 2m Z. 


Soient b une autre racine multiple de Q = o, v son ordre 
de multiplicité. Il existera v — i intégrales particulières cor- 
respondant à des contours fermés infiniment petits passant 
par b. Le point x restant extérieur à ces contours lorsqu'il 
tourne autour de a, cette rotation ne changera ni les lignes 
d'intégration, ni la valeur du facteur (u — x)^~ n . Ces inté- 
grales resteront donc inaltérées. 

n il en est évidemment de même des intégrales cor- 
respondant aux \ racines infinies que pourrait présenter 
l'équation Q = o (199). 

■ 

Nous avons ainsi déterminé d'une manière complète la 



transformation que subissent les intégrales par une rotation 

■ 

autour de a. On déterminerait de même la transformation 
opérée par une rotation autour de chacun des autres points 
critiques b, .... 


4 


204. Il peut arriver, pour certaines valeurs particulières 
des coefficients de l'équation différentielle, que les intégrales 
obtenues cessent d'être distinctes. Ainsi, si nous supposons 

■ 

* * 

que a, soit un nombre entier m, l'intégrale 

[kX] = (i — e™X)\—(i — e™ i «>) 




identiquement nulle; car, d'une part, e 27 " a i=i et, 

-» 

d'autre part, A. = o, car Ja fonction à intégrer reste mono- 


drome dans l'intérieur du lacet A. 

tenir dans ce cas l'intégrale particulière qui 





it remplacer l'intégrale évanouissante, nous supposerons 


a, = /w + e, e étant infiniment petit. L'intégrale [AX] dans 


¥ 

cette nouvelle hypothèse ne sera plus nulle, et, en la déye-, 


2Ô0 
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loppant en série suivanl les puissances de &g on aura 



t 


8 

I - 2 



H" » • m 4 


Le premier terme de ce développement est identiquement 
nul. Divisant le reste par e 5 nous obtiendrons une autre inté- 


grale 


-[AX] 



qui, pour s 


o, se réduira à son premier ternie 


-^-[AX] 


= m 


2 7T i [é? 27ua 


m 



nAi) 


désignant ce c 


a 

it 




devient l'intég 


dans la fonction à intégrer 







Jière a i = m. 

■ 

On pourra opérer de même 
où une combinaison linéaire des 



s 


5 


u on y rem- 


a) a t par 






e identique 




tous les cas analogues 
intégrales - 
varier infiniment peu l'un 




5 


c 



i 



n 



sserait de s'annuler. Sa dérivée par rapport à ce paramètre 


donnera l'intégrale 



lémentaire dont on a besoin. 



m 

. Considérons en particulier le cas où toutes les racines 



de Q(w) sont inégales et finies; on aura 


R(gQ 

v 


u 


a 


u 


(u 


a) ( u 



• * 




6 



a)»(n 


5— « 


et les intégrales 



de l'équation proposée seront 


ÉQUATIO 







OÙ 


T Fi 

Wh 


L est un conlour 


a)* 


i 



• * ■ \^ H- 


X 




conque, 



que 



n a 









so 



ur initiale après l'avoir décrit, 
e signe / donne évidemment 


.0 4 * ff 



a 


I 


I 



* 

a) . . . f| — ft) I a p, ... 


u. 




on 




donc à une relation linéaire entre les n 



ap...fc équivaut 


H- i i 


cutives I a a...ç, ïap...,£-n I«a..., 


intégrales consc- 


D' 


autre part, on a 



ment 



72 



4- ( # 


Cette formule et ses analogues, combinées avec la relation 

, montrent que toutes les intégrales de la forme 



I 



, . . . , / 



5 • ' ' J 


r sont des entiers, s'expriment 

ni + _ j 



ou /?, 

en fonction de ai d'entre elles, telles que I a p...Ç-ij 


V 




encore ce 



dont la vérification est 


im 





o 



a 


(a 


O 


ox 


(x 


a) 


<? 2 Ia6... 






i les exposants a, (3, 



tégral 






sonL r 



et rah 



nne, et l'-inlégrale l B p...ç en sera une 


prévoir a /?a 


nor« que les périodes d'une in lé- 

1 I î 1 

de 1 un des 


érées 
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i 

paramètres a qui figurent dans l'intégrale, seraient les solu- 


tions d'une équation différentielle linéaire à coefficients uni- 


formes. En effet, soient P, P 4 , . .., les périodes linéairement 
distinctes. La forme générale des périodes sera 


m P 



7?ll Pi *+- . . . > 


m, /n n ... étant des entiers. Si nous faisons varier a d'une 
manière quelconque, P, P n ... varieront d'une manière con- 

! 

tinue. Et, si a reprend sa valeur primitive, les valeurs finales 
de ces fonctions, étant encore des périodes, seront de la 


forme m 



m K P { 



.... L'effet du çontour fermé décrit 


* » 

par a sera donc d'opérer sur P, P<, ... une certaine substi- 


tution linéaire. L équation linéaire 


i 


ï 



Pi 


dl dP dP t 





■ • 


o 


7 


périodes sont les solutions, se rep 



terminant 


orsque a décrit ce 


contour; et, si nous divisons l'équation par le coefficient du 
premier terme, les coefficients de la nouvelle équation obte- 

■ 

nue se reproduiront sans altération. Ce sont donc des fonc- 
tions uniformes. 


207. Proposons-nous, comme application, de former 


l'équation différentielle à laquelle satisfont les périodes de 
l'intégrale elliplique 


I 


dt 





2 ti 


1 ) 




o 


*ées comme fonctions du 


n a 
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ou 


en 


kl 



1 Tu 

— lu 

2j 


I 


i 


X 


î 


1 


* 2 


II. 


1 


0 — x) % du, 


Les périodes de cette intégrale, considérées comme fonc- 
tions de satisferont à l'équation différentielle (î) si l'on 



Q(«) 


0. 


I 

2 


R(w) 


■MM 





2 (« 


Q(«) 


u 


2 


î 


I 

2 


Substituant ces valeurs, il viendra 


x(x 


d'-kl 

dx 2 


-h ( 2 3? 


0 




I 

4 


o. 


I 

Il reste à transformer cette expression en substituant à x 


sa valeur 


j 


k 2 


On 


a 


dx 


dkl 
d 2 kl 


d 



\ 


2 dk 


k 


3 


d'où 



j 

_ £3 

2 



2 


£ 3 , 


i 

2 


3 


et, en substituant, 


k % ) 


d*k l 
dk 


(i-h/c ! ) 




+ 1 


o 




L'équation différentielle de 





d n \ 

dx 11 


g 


d n ~ x l 
dx n ~ x \ 



• * 
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où les /, g son 
cédé tout sem 




es constantes, peut s'intégrer par un pro- 
e à celui qui nous a servi pour l'équa- 


tion (i). 

Posons, en effet, 

m ' 


I 



du. 


■ 

Le résultat de la substitution de celte intég 


) 



en 



<4I 

♦ 

, pour abréger, 


R(") 

Q(u) 


fu* 
gu n 




i 


u 


n 


■ 



i 


u 


e 


ux 


du, 


• ■ 



i • 



cr 


* 



e sera 


» 


Si 




d'où 


l'intégrale 


■ 

erminons ici encore U par la condition 



u 



d 


du 



-4 


U 


I 


Q(«) 


e 



R(rt) 




se 



uira a 


i • * 



d. UQ(«) e 


use 



* 

Elle sera nulle, et l'on obtiendra, par suite, une intégrale 
de l'équation proposée, si l'on choisit pour L un contour 
fermé tel que V reprenne sa valeur initiale quand on revient 


au point de départ ou une ligne telle que V s'annule à ses 
deux extrémités, 
oient : 


m leur 

A., B, G 



racines distinctes de l'é 



o; 



4 

7 



• 

correspondants. 


Il 




265 


On 
pour 



ra m 


i 




s en prenant 



L les contours 



i 



Si l'équation Q = o a des racines multiples, sôient a l'une 
, [x son ordre de multiplicité : on obtiendra, comme au 



n 


o 


198, 


i 


nouvelles intégrales, en prenant pour L des 


contours partant du point a et y revenant dans des directioi 



ns 


Q 


Enfin, soit X le nombre des racines infinies de l'équation 
o (ce nombre pouvant être nul) ; on aura 


R(«) 

Q(«) 


\— 1 



# * 




U 


a 



a 2 


{u 


a) 


2 



1 


U 


b 



et, par suite, 



V 


/ Rf u 


) 


p 


iA + 1 



e 


À -Kl 


( W 



le facteur 9 restant fini pour w 

On verra, comme au n° 199, qu'il existe A 
corres 
infini. 





i intégrales 


es lignes L ayant leurs deux extrémités à 


Ce résultat subsistera, même si X = o, auquel cas V serait 
le la forme 


V 


3 û 

3 » . . . o. 


Les X 



i 


intégrales ainsi obtenues, jointes aux précédentes, 



compléteront le nombre des intégrales requises pour former 



; g raie générale. 


\ 


209. Nous allons appliquer lamé 



récédente à l'équa- 


tion 


(io) 


d'I 



4 _i,V g ■ 

ax 


o. 


2Ô6 
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i 

On aura, dans ce cas, 


R'(«) 


{in 



0") 


Q(«) 



I 


R(«) 

Q ( w ) 


du 



i 


2 


lofif( 


0- 



aurons 



comme 


solution del'é 



on 


pro 



e 


l'intégrale 



e 


ux 


(" 2 



1 

2 


pourvu que 



V 


e Maf ( w 



) 


1 

71 H 

2 



la même 


gration 



ur aux deux extrémités de la ligne 


«1 ii 


210. Avant de procéder à l'élude des solutions fournies par 

• # I * 1 * 11 1 1 • ■ ■ 


cette intégrale, il convient de donner que 




.icalions 


sur les fonctions eulériennes, 
quantité complexe quelconque. 
La définition de 'T(z) par un 




ur argument es 




uit in 




n'est soumise à 



elle est infinie du premier 


aucune restriction; elle donne, pour toute valeur de & une 
valeur unique et déterminée de laquelle est toujours 

différente de zéro et reste finie, sauf pour les valeurs entières 
et négatives de s, pour 

ordre. Mais, pour qu'on puisse considérer F (z ) comme fonc- 
tion de la variable imaginaire s, il faut encore établir qu'elle 

t " 

a une 

Or r(^) est un produit infini ayant pour facteur général 
(t. f , n° 325) 



n 


In 



_ 



z 


Donc logr(^) sera donné par une série infinie S ayant 


pour ternie général 


\ogn 


\og(n 




s!og(/i 



I) 


z log/z 


Prenant les dérivées 





if ■ 

cette série, nous aurons 


ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


une nouvelle série S' ayant pour terme général 


! 


T 



Ai 


log(/i -h i) 



is on a 


logn 



i 


n 


n 



e 


8a élant une quantité comprise entre o et 1. 


Le terme général de la série des dérivées sera donc 


ï 


à* 


n + z 


à + On (" H- *) (" -b 6 n ) 


et son module aura pour limite supérieure la quantité 


A 


Z 



i 


n 


— 5 

L)n 


* 

Z désignant le maximum du module de z dans la région où 


l'on considère sa variation. 

Les quantités A n ne dépendent plus de z et forment une 
série manifestement convergente. Donc la série S' est unifor- 

* 1 ■ ^ < ■ ' • ■ * • ' 

mément convergente dans la région considérée et sera la 
dérivée de JogT(^). Donc T (z) = 
une dérivée égale à ST (z). 


e 


iog r ( z ) 


aura lui-même 


211. La définition de T (z) par l'intégrale définie 



e- l t z ~ x dt 



est bornée au cas où z est réel et positif. Mai 
la modifier, de manière à obtenir une 
intégrale définie applicable à toute valeur de z. 
Considérons, en effet, l'intégrale 


is il est aisé 



de T ( 



e~~ l t z ~ x dt 


t > 



suivant une ligne L partant de l'infini positif e 




re 
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venant, après avoir entouré l'origine dans le sens direct, 

comme l'indique la figure 4- 

complètement celte intégrale, il faut préciser 


Pour 



Fig. L 



quelle est celle des 
adople. Soit 



t 


on aura, par 



p(c 



îniuon 


7 


t 


3-1 


de la fonction t z ~ K qu'on 



* sincp); 



ue position du point t, p/est complètement déter- 
l'argument cp n'est connu qu'aux multiples près 


de suivant 



va 



qu on 



)te 



-1 


variera. 




rons pour valeur de <p celle qui varie de o à 21: 



sque t se 



ut sur la ligne L. 




a 


7 



ce c 







et, 




s de cette égalité sont des fonc- 
conlmues et uniformes de z. On sait que deux sembla- 
bles fonctions sont égales dans tout le plan dès qu'elles sont 
égales le long d'une ligne déterminée. Il nous suffira donc de 
montrer que l'égalité a lieu pour les valeurs réelles et posi- 
tives de 


* 


Dans ce cas, la ligne d'intégration L peut être déforméede 
manière à se composer : \ » <Je l'axe des de 00 à e, e étant 


xae quantité infiniment petite; 2° d'un cercle 
utour de l'origine ; de l'axe des x de s à oo. 

i e tend vers zéro, l'intégrale rectiligne 



limite 



aura 


pour 



OO 


t /3 — 1 


dt 


I 

où l'on prendra pour t z ~ { sa valeur réelle 


Cette intégrale est égale à 


- ■ 


L'intégrale suivant le cercle est nul] 


retour sera 


•** 1 * * 



fin l'intégrale de 



00 


e- l t z -i dt 



e 


27W\3 


r(«), 


arce que la rotation autour de l'origine a multiplié t z 


e facteur e 27U * (s ~ I} = e 
L'égalité est donc démontrée. 


pa 


212. Considérons, d'autre part, l'intégrale 



tP~ x ( i 


t)?-* dt, 


^ABA- l B~ l 


■ 



+ * • 

A, B {fig. 5) désignant des lacets rectilignes qui joignent Jcs 



de tP 




ues 



i et o à un point 



ue a. Les valeurs 


Fig. 5. 


a 



4» 


» * * # 




dépendent des valeurs initiales adoptées 


a pour les arguments <p, o { des quantités t et i 



t. 


terons celles 




ces valeurs qui sont comprises 




7c. La signification de l'intégr 





précisée, nous aurons 



tt>- x ( i 


aBA- 1 B- 1 


t ) i- 1 dt 


(I 


e 27 "> ) ( i 



11 suffira, comme tout à l'heure, d'établir la proposition pour 
le cas où p et q sont réels et positifs. 

En désignant par A, B les valeurs de l'intégrale prise le 


_ 

long des lacets A, B, 



aura 


( 


IBfiSES 


ABA- 1 B" 1 


(i 



E >)A 




D'ailleurs 


nulles, on aura 


Donc 


A 





oc 


B 



o 



ABA" 1 B" 1 



a 


o 


o 




= (l 


es petits cerc 



e 



w 




I 


0 




Mais, en vertu de l'hypothèse faite, t et i — £ auront leur 


argument nul entre o 



i 


donc tP~ K et (i 



9~* seront 



s 



l'intégrale 


r(/>)r(y) 



celle-ci aura 


0 



q) 


(t. II, n os 221-222). 



me 


po 


ur valeur 


213. Revenons à l'intégrale T e Ka; (M 2 + 
Soient ( 6) : 



i 

re — 

2 du. 


A, B des lacets joignant l'origine aux points critiques i 


et 




27 1 


c 


GO 


X 


in- 


fini dans la < 
A, B, C les 

lignes, en choisissant celle des déterminations du radical 



00 

de l'intégrale prise le long- de 



i 

71 — - 

2 


q 


«i se 



uit à 



i pour la valeur initiale u 


o 


ce qui revient à a 




squels 


parmi les divers arguments de la 
diffèrent les uns des au 1res de 


mulliples de ztz) celui dont la valeur initiale est nulle. 


Fig. 6. 


Y 



On 


ligne d' 
étant 



une 




olution en 


ABÀ" 1 B~ 1 . L'inlé 




e v 



on voit, en supprimant un facteur constant, que 


pour 


te 


est une solution. 


I 


i 


A 


B 


\ 

* 


On obtiendrait d'ailleurs directement cette solution en-pre- 


nant pour ligne d'intégration le 
trémité duquel la fonction V re 



fermé AB 


7 


a 



sa valeur initiale 


l'ex- 
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car les deux facteurs exponentiels par lesquels elle a été su 
cessivement multipliée sont inverses l'un de l'autre : 


Ii 


A. 



ux 


(u- 



0 


n 


1 

9 




1 

n 

1) % du i 


ou, en 




en séries, 


7/73=00 



ce 


m 


m m 0 




u m (u 



1) *du 



■h I 


I) 


n 


1 

2 



Si m est impair, les deux intégrales entre parenthèses ont 



èmes 




et se détruisent; si m es 


pair = 2\x, ces éléments seront égaux et 
on aura donc simplement 


I 


1 


m 



r ( 2 jUL + I 


0 


• 4 



2 



signe 



0 


1 

n— - 


du. 


Posons m = f7 2 , il viendra 



71 — ~ 




n 



1 

i 


A' désignant 1 





et 




qu 


1 10 1 11 




1 



1 


origi 



e au 




t 

n 


Dans ces conditions, l'intégrale sui 


1 




1 

2 


po 




u on va 



r 





2 



+- /ï + i) 


1, / 




o a 1 . 

égale i 



mule 


m 


mz 




I 


* t • 




77Z 


* 

outre, si dans la for- 



1 


777 


1 1 


ni 


( 27T) 


m 


t 


i 



au 







i 

2 


LINÉAi 


I, ri 0 ' 385, on 



1 ( 2 JUL 



») 


r(fx 



m 


i 


i) 2 2 i x 



7T. 


f 4 


2 7 

ï 


2 


Substituant ces valeurs, il 


( 12 ) I,= (i4-e 27ï ^)«T( /* + 


(i + e îw '*)ir( + 



i 

2 


J 


2 


ndra 


s/tc 



00 



0 



/y* 


2 


J « {0 ) • 


214. Nous obtiendrons une seconde solution 1 2 en intégrant 
suivant une ligne L partant du 




avoir enveloppé, dans le sens direct, la partie de Taxe des y 


emprise entre 



1 et H- i 



6); car e ux (u 2 



1 

1 s an 


00 


au 



osons 


u 


t 



(i3) 


M 2 H- I 


t 



2 



I 



2 



et, par suite, 



( 


4 


« — 



r 



e 


(in 




1 


/y* 


» 2 /i — 1 



oc- 


1 

71 

2 


un entier choisi de telle sorte que les deux membres 

i3) aient le même arg 




00 



a 



te - 


ous adopterons pour arguments de t et de 


~2 



I 





J. 



"5, III. 
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dont la valeur initiale est nulle; pour argument de x celui 
qui est compris entre — -et — > pour argument initial de 


u- 


" 1 i celui qu'on obtiendrait en faisant décrire à u la 



ligne G et prenant zéro pour l'argument correspond 


l'origine. 


décrit la ligne C, l'argument de 


l'un des facteurs u — u -h i a 


L.1 5 I 1 I I (' W 




chacun d'eux varie d'une quantité inférieure à % ; 


donc 1 argument n 
entre — tt et + it. 


- + i sera compris 



erminer /c, de telle sorte que l'argu- 




2 argâ? 



du second membre de l'équation (i3) soit compris entre — * 




Si # est à droite de l'axe des y f arg# sera compris entre 



et -> et l'on devra poser k = o ; si x est à gauche de cet 

2 2 

7T 3 7T 

axe, arg# sera compris entre — et - — , et l'on devra poser 



2 


k — i . 


Gela posé, faisons u = dans l'intégrale 




i 

n — — 


-h i) 



elle deviendra 




1 

71— - 


— 1 / —2 \ 2 


£ ayant pour valeur initiale et finale + ce, et «on argument 


variant de O a 2. 7Z le long de la nouvelle ligne d'intégration. 
En supposant, ce qui est évidemment permis, que le module 


de t soit plus grand que celui de x tout le long de cette ligne 


i 

2 \ 2 


on pourra développer le facteur ( i + ^ ) par la formule 


ÉQUATION 

du binôme, et l'on aura ainsi 




r 


n 



1 



I 


2 



n 


r 





n 4 


i 


2 



j 

2 


e 



2(1-1 





or 


n 


J 


2 


i) r(2n 


On a d'ailleurs, en changeant p. en n 


mu 



r ( 2 /* 


i 

2 


dans Ja for- 


2 fj.) 


2 2«-2(X-l 


r 


fi. -t 


i 


2 



7T 


r(n 



2*2/i — 2fJL— 1 




7T 


î) sin (n 


Enfin 


2 sin ^71 


( 


i 


0 


I 


si n n 71 


^ e 


7t 1 Al 




e 27ti "). 


On aura, par suite, 


('4) l 2 



6? 


x iT 


n 



j 


2 




: ( 


V 2(X— 2/i 


2 


r(/j. 



i 



X i r ( n H- 


2 


215 



un resu 


donc, à des facteurs constants près 
«!_»(#), ce qui 

0 195. 

On peut trouver deux nouvelles sol 
le long des lacets D et E joignant 


nous venons d'obtenir sont 

à x~"$ n (x) et 




enu au 




3 et I 4 en intégrant 

les points 


2^6 TKOISIÈME PAHT IE. — CHAPITRE II. 


ues i et _ ,'au point Kfig^)\ car e«*(u*-+\) » 

en ce dernier point. Nous préciserons le sens de ces 
pn adontant encore pour argument de w 2 +i au 




mtég 



ment de 


pris entre — tz 
Il est d'aillei 


et -h 7t. 


déterminer les relations qui Jienl 


ces nouvelles intégrales au\ précédentes. En effet, l'argu- 


ment de w 2 + i reprenant sa valeur initiale lorsqu'on décrit 
contour AB~'. ce contour sera équivalent au contour 




C -1 AB" 1 G= G -1 AG.G -1 B _1 G qu on peut aisément défor- 
mer en DE - '. L'intégrale relative à ce dernier contour est 
I 3 — I 4 ; on aura donc 

(15) Ii = I3 — * 
D'autre part, le contour L peuL 

formé en DE ou en ED suivant que 

gauche de l'axe des y. Dans le premier 
de cet axe, et l'on aura 

(16) I 2 = I 3 4-e< 2 »- 1)7 "'I 4 . 


00 


ent être trans- 


est à droite ou à 




Dans le second cas, x sera à droite de cet axe, et l'on 


aura 


(17) . l % =zh+e^ n ~ x ^ £ 


216. Proposons-nous de déterminer une valeur approchée 



de U et I /( lorsque le module de #est très grand. Nous admet- 
trons, pour plus de simplicité, que n ait sa partie réelle plus 


1 . I • 

grande que - — • Le cas où elle serait <C — - - se ramène im- 

2 .2 



it à celui-là, car, en posant V — x 2// R, l'équa- 


■ 

tion transformée en K ne diffère de la primitive que par le 

■ 

signe de m 

Dans T hypothèse admise, les intégrales prises le long de 
cercles infiniment petits décrits autour de i et de — 1 sont 


nulles, et Ton aura évidemment 


I, = -(l + 


1,=— (1 + 




I' et I' 4 étant les inté 



sui 



2 77 
P et Q 


qui joignent respectivement les points i et 


00 


i au 



00 

Soit P' une droite menée à partir du point i et faisant avec 


la droite P un angle 



ur en va 



r absolue à L'inté- 

2 


grale suivant un arc de cercle de rayon infini tracé entre P et 

F. 
sera nulle; car e mê tend vers zéro tout le Ions de cet arc 

plus rapidement qu'une 



négative 



nque 


i 


'ayoo. On pourra donc remplacer l'intégrale suivant P 



l'intégrale suivant P ; . 

Or on a sur cette dernière droite 



u — i 


t e 


e 


oc 



t 

— % 


OC 


t élant réel et variant de o à oo. 
On en déduit 


08) 



I 



+ 


e 


x- 


2 e 


t 


x 



> 



i 



t 


2X 


lx élant un entier à déterminer de telle sorte que les deux 

L 

membres de l'équation aient le même argument Je long de P 7 . 
Nous adopterons, comme précédemment, pour argument 

TZ 3 7T 

de x celui qui est compris entre et — ? pour argument 

/ 2 2 

d +x > 



1 

■ 


e 


t 


2X 


f 


de t celui qui s'annule sur P', pour argum 

celui qui s'annule pour t ="o. 

Considérons sur les deux lignes P et P' deux poinls /?, p 
infiniment voisins du point i) l'argument de u + i aura sen- 
siblement la même valeur en ces deux points; et la valeur de 
l'argument de u 


i au 




' surpassera de X sa valeur 


au 



P 



point p 


l'argument de u 2 


i est compris 


entre 
entre 


Tu 


et 



7t. Sa valeur an point p' sera donc comprise 


il 


X et 


il 


À. 



2 7 8 

Mais L'argument du 
point p } est égal à 


PARTIE. 




7T 
2 



CHAPITRE II 


re de la 



au 



Pour qu'il soit compris entre 



À et 7z 



J 


il faudra poser 


k 


! 


oou k f = i, suivant que l'argument de x sera compris 


entre 


- et - ou entre — et — — On aura donc, en tout élat 

2 2 2 2 


de cause, k — k, le nombre k étant celui qui figure dans 
l'expression (i4) de l'intégrale I 2 . 

Prenant donc t pour variable indépendante au lieu de u 



et remarquant que e 


L il viendra 


1'. 


3 



1 

-1 e 


i 



H désignant l'intégrale 


ce 


e- eli£ (e u t) 


n 


1^ r 

2 


0 


T 



i e^* t 


2 OC 


_ 


1 

i 


o 


r on a 


i 



l ë à t 


2 t27 


re-- 

2 


/rt — 1 


r 


n 




i 

2 


o 




or 


fAH- 


1 

2 


2# 


"I~ 1^ m î 


R /rt étant un 
Donc 


reste dont nous aurons à discuter 


H 


(X — 7/2 — 1 


Al 




I 


2 


o r(/j. 



or 




(e kl t) 


i 


i 

2 


Xi dt 


o 



2X 



u r. 


§ 

le reste U étant donné par l'intégrale 


u 



e 


(e Kl t) 


re— - 


Mais 


€ 


e 


o 


n'est autre chose que l'intégrale 



e - 


d 


i 

prise le long d'une droite allant de l'origine jusqu'à l'infini 
avec un azimut 1. L'intégrale de cette même fonction étant 


évidemment nulle sur un arc de cercle de rayon infini, com- 


ligne d'intégration j: 
aleur de l'intégrale, 


s x 

■ 


ce qui donnera, pour 



r /h 


2 


Nous aurons donc, pour expression approchée de H, la 


se ne 


» r 




n -4 


i 

2 


r 




I 


2 



f*4 


j 

2 


2 


e 1 



de l'intégrale U, qui nous permette 

si 


J 5 


peur commise. 



érieure du 


récier l'er- 


O 


module 


/ cos X 


ns 


n 


Cf. 


; et, si nous suppo- 


( e u tf 2 — e 


(Logr< + X<)(a — ^ 



aura pour module 


t 


Po 


ur 



, d'autre part, une limite du module de R mi 


posons 



i e li t 

2.2? 


A2 — — 


1 

2 


F(0 
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f(t) et 'f (t) étanL des fonctions réelles. La série de Maclau- 
rin, appliquée à ces deux fonctions séparément, donnera 


/(O 


/(o) 



tf (o) 


<p(0 


9(0) 




1 .2 ... (/H : — I ) 


t 


m 



1 . 2 . . . ( m 


m 


I • 2 • //A 


/ 


m 




J #2 itk 


9 el 9' étant compris entre o et 1 ; on aura donc, pour l'ex- 


pression du reste, 


R 



m 


Or on a 



2 « • # Yw\ 


-[f" l (9t) + i<p« (©'/)] 


F'"(0 


et, par suite 


/»<(0-+-*>'"(0 


5 


F m (Ol>l/ w (0|. 


F'"(£) 


> 



Mi 


('H 




donc M la valeur maximum du module de F m (l) 


entre o et 00; on aura 


d'où 


D'ailleurs 


F'"(z) 



r 


ni 


(6t) 


< 


M. 


r 


n 


R 


m - 


1— — 


/M 



<p m (0'£) 


1 . 2 . . . m 


2 


1^ \ m 


2X 


M, 




t 


m 


et, si nous supposons 


on aura 


x 


• 1 * 



2 OC 


1 


Le module de 



p (coscp -4- i sin o) 


2 



sin (X 


tte expression 



2 


2 


P 


cos(X 


<?)• 


ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


28 r 


a pour 



eur minimum 


cos (A 




ondant à / 


est nul pour t 



cp), el son argument <L, qui 



2 p sin 

, sera constamment compris entre 


Cela posé, 


14 




/i 


1 

2 


m 


e 


1 


/// 


P 


a pour module 


1 

a — 

2 


7/1 


6 


« 


Sî nous avons poussé Je développement assez loin pour que 


m soit 



a 


-> le maximum de cette 

2 


expression corres- 


1 

pondra au minimum de /• et sera au plus égal à 


cos( A 


9) 


2 


e 


On aura, par suile, 


r 



j 


r 


m 


1 


2 


T 


(ap) 


m 


cos (A 


a — - 


1 

2 


7/2 


7C|P| # 



. Nous obtiendrons donc, pour limite supérieure du 


module de U, une expression de la forme 


1 

a — 


771 


00 


P 


7/1 



1 

» OC — — 
/ ens À / 2 


7/7 


0 


K désignant une constante indépendante de .r et de X. bail- 


leurs, en 



Zj on aura 



00 


/ cos X 


1 

2 


777 


ï 


0 


(cosA) 


1 


1 


777 



t 00 


6f" - 


1 

2 


7/7 




H h m ï 


2 / 


(cos 


1 

a -h - 
2 



et enfin, par suite, 


U 


< 




I 

2 



m 


?) 


2 


m 


ï 


(cosX) 


a 


i 

2 


p 


Le second membre contient l'indéterminée X, vari 



entre 


- et - et dont nous pourrons profiter pour rendre 

2 2 

m 

I 


minimum le coefficient de 


La limite ainsi obtenue pour 1 




odule du reste U est de 


l'ordre de — > tandis que les modules des termes de l'ex- 




pression appro 

circonstance qui justifie notre 


sont de Tordre de —, où p. < m ; 





sque 
d'ailleurs. 


d'approximation 
sera suffisamment grand, toutes choses égales 


219. Un procédé analogue permettra de trouver la valeur 


approchée de I' 4 . On substituera à la ligne 


Q 


Q 


7T 


inférieur à - en valeur absolue. On aura, le long de ce 

2 



ligne, 


te 


Kl 


a 


i 


e 


7T i 



{ 7t-hX ) i i 


X 


X 


ie 


TZ 

7 


X 



t 


* 00 


i 4 



les arguments des deux membres étant ici égaux, comme 

■ 

étant tous deux compris entre — tz -H X et tz + X. 


On aura, par suite, 


e 



- ) —i n 

2/ 2 2 


2 c 


X 


n-\- - 
2 
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Hi désignant l'intégrale 



€ 


i 
* 


i 


0 


2X 


n 


t 

2 


e li dl : 


■ 

t enfin, en développant la puissance du binôme, 




2 


r 




i 


2 


Al* 


(1 = 0 



or 



i 

2 


2 W 


+ u 


1> 


Ui étant un reste dont le module a pour limite supé- 
rieure — -> Aj désignant une constante. 


220. En nous bornant au premier terme des développe- 
ments de I 3 et de I 4 , nous aurons pour 


ces intégrales les 



urs asymplotiques suivantes : 


I 


3 


I 



e 


. e 



1 \ 7T / 

- — n 

%} % m 


1 

2 gix 


(l + e 


2 «TU 


* v 



) 


I \ IZi 1 
- V — n 

2/ $2 2 


1 

2 



1 


r 


r 


« 4 


I 

- 

2 


I 


2 


On en déduit, pour la fonction 


l fl (x) 


! 


(i 



e 


).t( 


J 


2 


2 



3 


10, 



asymptotique 


(2 


e 


(1 \ 


7ÏZ 

2 


I JTH- 



/ i \ TU I 


28'" 


+ 
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Si x est à droile de l'axe des y, on aura A = o, et cette 
expression se réduira à 


i / — cos 



n 



i 


2 



S'il est à gauche, on aura 
viendra 


k 


i, et l'expression de- 


fan— i) 


e 


7t l 


/ 2 




' cos 

x -h 

("" 

-I) 






Au moyen des relations (i4) et (17) qui lient J_„ (x) à 1 5 
et cette dernière intégrale à I 3 et I 4 , on trouvera de même la 
valeur approchée de J_ n (x). 


221. Les deux valeurs asymptotiques trouvées ci-dessus 
pour Jn(#) coïncident si n est la moitié d'un nombre entier. 


T 


Soit, en effet, n = m -+- Elles se réduisent à 

' 7 2 



2 


71^ 


cos 


(m 



1) 


71 



• 4 

D'ailleurs, dans ce cas, les développements trouvés pour H 
et H, se limiteront d'eux-mêmes, le dernier terme étant 

* 

= m; H et Hi seront donc des polynômes enliers 


cel 


ui ou 


1 


en -, 

œ 


de degré m et conjugués, dont le premier terme 


est T(m 



* . 1 


Soient 


II 



Y (m + 1 ) 


I 4 


l 

Ct! 1- 

X 


• * 



OL 


ni 


l 

X 


m 


Hi 


0 



a 


1 


1 




( 


0 


m 


OL 


m 


l 
X 


m 





Les autres formules donnent pour n 


ni 



I 



1Ç . 

— m — i 

e 2 2 m e lJC 


e 


x 

m — i 

2 


II, 


IX 


X 


I 

2 


J 


/// 


i(^) 


OC 


m -h - 
2 


« r ( m 4- 1 ) v'tc \ 2 




— + ) « 


(i; 



4 ) 


H,<? 


/ /w TC 


2 i T ( m -h i ) 




ou, en substituant les valeurs de H, H 1? 


J 


«I 4- - 



cos 


2 



■ 

(m 



TÏX 


t- sin 



(m 


■>*]( 


i 



2 


■>?]( 


a 2 


«j 



a 




«s 

3 



222. M 

l'équation 



a montré que l'intégrale générale de 


d n -V-y 



xV-y 


a 



a v x H 


* # 


s'exprime par des intégrales définies multiples. 


Soit, pour fixer les. idées, jjl = 3. Posons, pour abréger, 


2TZÎ 


a 


n 


e 


n 


0L k 11VW X 


On 


a 


OC 

du 


i 



( 


( 


« — î 
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et, par suite, 


àx rt 


vw*l 


a 


3/c 



w 7i-3 çïl— 2 

dw 


3/f ,#/ï— 3 


4- ol 1c uvx\ ), 


or* k u 


—3 2 




a 




a~ 2>t xu 1l ~ 2 



3/f 11*1 — % çli — 2 



dw 


2/f S£ U ,l — Ï 





a~ k x 2 wu n ^ 


3/^/1-3^-2 



dv 


oc~ k x*w 




x z çw* X. 




îgrons cette équation par rapport à v, w, de o à oo, 



il viendra 


y h 


S vw % \du dv dw; 


d 


II— 3 



dx n ~ z 


^Mi — or k x % M«, 


M 0 , M i} M 2 désignant les intégrales 


M 0 


M. 


M 


S a B-> v"-* 



dw 



S U "- 2 




Ces intégrales sont des constantes indépendantes de x et 
de k) car si, dans la première, par exemple, on intègre 
d'abord par rapport à «>, on aura 



oo 


0 


dl 

dw 



W — 0 


€ 


n 
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d'où 


M 


0 



#00 


0 



II 


tl 


3 çfl 


e 


n 


du dv 


const. 


0 


D 


e même pour 



.,M 


2 


Po 


son 


s maintenant 


y 


C 0 r 


0 



Celte 



sion satisfera à l'équation 


d n -*y 
djc* 


Je* y 


a 0 + a x x-\- a % x*\ 


si 


tablit entre les constantes G 


M 0 2a- 3 *C* 


a 


a 


M.2 


a 


a 


2» 


il restera encore n — 3 constantes arbitraires. On aura donc 
ainsi l'intégrale générale. 


V. 


Équations de M. Picard. 


223. Soit 


(0 


d n y 




m 

du n ~ 


1 


une équation différentielle linéaire dont les coefficients soient 

de u 1 aux périodes 2tù i et 2to 2 . 


des fonctions 


ques 
int 


est aisé de s'assurer en les développant en séries. Nous allons 



moyen de les détermin 


Soient cp, (u), # , M fn ( u ) un système de n intégr 



s m 


- 



endantes. Si nous 



geons u en w+20),, l'équation 


transformée, laquelle est identique à l'équation primitive, 
admettra comme système d'intégrales indépendantes 


<Pi(« 



2Wj), 



2 a»!). 
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Ces nouvelles fonctions seront donc liées aux intégrales pri- 
mitives par des relations linéaires de la forme 



» i 


. . , n)i 


les c étant des constantes dont le déterminant n'est pas nul. 


■ 

Le changement de w en 


u 



-20)! dans les intégrales 


©„ revient donc à o 





intégrales une 


substitution linéaire, que nous désignerons par S. 
On verrait de même que le changement de u en u 



210 


équivaut à une autre substitution 
Enfin le changement de u en u 




! 


2(0, 





2(i> 2 équivaudra 
la substitution S suivie de Ja subsli- 

i vie de S. Les deux 




tulion S', ou la substitution 

* a 

opérations S et S' satisferont donc à la relation 


(2) 


SS 


S'S. 


224. 



roposons-nous de simplifier l'expression des substi- 



tutions S et S' en remplaçant cp ( . o n par un autre sys- 

* 

tème d'intégrales in 

■ * 

Soit s Tune des racines de l'équation caractéristique de S; 

r s ; soient y r 







il existera des intégrales que S multi 
y\ . .. celles de ces intégrales qui sont distinctes. La forme 
générale des intégrales qui jouissent de cette propriété sera 

éy[ 

■ 

Soit Y la fonction que S' fait succédera y; SS' remplacera 

'S doit produire le même résultat; or S' rem- 
place y par Y; donc S doit transformer Y en «Y; donc Y 
est de la forme ay -h a! y' 

a substitution S' remplaçant ainsi chacune des inté- 
grales y y y\ ... par une fonction linéaire de ces mêmes 
intégrales, il existera au moins une fonction linéaire x de 





ces intégrales que S' multiplie par une constante s r . 


Nous avons donc prouvé qu'il existé au moins une inté- 
grale x que S et S' multiplient respectivement par des con- 
stantes s et s f . . 
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225. 



allons démontrer qu'on peut déterminer un 


système d'intégrales indépendantes 


/h 


1 


* ) 


fx,/ 


■ « 


mm Â 5 


• * } 


• 5 


2h 


• # * 


« * 


c • • 


[J.15 


* ■ 


■ • 


î 



tel que les deux substitutions S, S' prennent la forme sui- 

■ 

vante : 


s 


*1 


t ?\k> • « • > Vikr ... s { yikj . . . , s { (yik -+- Y z7t; ), . . . 


% • • • y ^2 ( £ 



• • } • • • ^ 



• * * • * «j 


* * 


* * 


S' 


As 


1/«T5 



^ ■ « « ^ * * 


5 


/ ^ 
2 *l A? 


1 7 ' N 


ft5f'i|î ^2? étant des couples de constantes différents; 

Y;*, Y' ik des fonctions linéaires de celle des intégrales y 

i ; Z/# r Z'a. des fonctions li- 


premier 


est 




dice 



éaires de celles des intégrales z dont Je 

s L i ^ c t c * 

Cette proposition étant supposée vraie pour les substitu- 
tions à moins de variables, nous allons montrer qu'elle 
subsiste pour deux substitutions S, S' à n variables. 

On a vu qu'il existe au moins une intégrale x que S et S ; 
multiplient respectivement par des constantes s, s 1 . En la 
prenant pour intégrale indépendante à la place d'une des in- 
tégrales primitives, telles que ©„, S et S' prendront les formes 


suivantes 


S 
S' 


9 M " • ■ 5 ? ra- 


il * * * 5 ?«— 1? 


1? 



✓y* 



a 


les diverses quantités 4>, étant des fonctions linéaires de 


7 ? Il 


i 



gnons par 2, 2' les 



j. 


2 . 
2' 


Cours, III. 


91» • • -s ? 



tions à /i 



î 



»9 


s 
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L'égalité SS' 


S'S enlraînera évidemment la suivante : 



On pourra donc, en appliquant le théorème à ces substi- 


tutions 


Le m 




t sous la forme 


1 


* * 


4- Y 



• * 


5 2 £>i / L - 



, 5 2 ( 5 


/A: 



)-+-</. 


• * « 


1 


• # 


■ * 


1 


■ • 


1 

• ï 


• • • 


1 



1 


507 




+ 


* • * 


m • 


î ^ 2 ( ^ 



Z//f ) 




* ■ 


• * ■ 


1 • * ■ 


pour in té 



É 

antes, au lieu des y, les 


suivantes 


! 


1 * 

les substitutions S, S' conserveront la forme 
sauf le changement de 



Cik en (s 

en (s' 


Si) oc 



A/À j étant ce que deviennent Y,-*, quand on y rem- 
place les y par les a correspondants. 

Gela posé, si s î$ s ( , on pourra évidemment disposer des a 



de manière à faire disparaître 
coefficients c\ h disi 


tous les coefficients c;*. Les 





en même temps, en 
/S. Égalons en effet les coefficients 


vertu de l'égalité SS' = 
de x dans les expressions que S S' et S' S font succéder à yih \ 

* • 

il viendra 


1 w jr • t 



s 1 ( é;* + c; a ) 


• 

C/a, GJ A élant ce que 



1 


s c iJc 


s\ ( c ik -+- C jA ) 





et ^1* 
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lorsqu'on y remplace les y par les c ou 

c ik sont nuls, ces relations se réduisent à la 







forme 


s ) c' ik h- s t C'i 


o. 


Ces équations sont linéaires et homogènes par 
aux c' ik , et leur déterminant, étant une puissance de s { 



s 


5 


n'est pas nul. Elles ne peuvent donc être 



les c' ih sont tous nuls. 
Si s' Z 


ites que si 


^s 15 on pourra de même faire disparaître les c' iA ; et 
les relations (4) montrent que les c ih disparaîtront en même 



S. 


Si donc le couple de constantes s, s' ne se confond avec 
aucun des couples s Xl s\ \ s 2 , s[, m , . . on pourra faire 
raître tous les coefficients C/* 



et ^ , S 


seront ramenées à la forme requise ; aux diverses classes d'in- 



tégrales y, ... viendra seulement se joindre 
nouvelle, formée de la seule intégrale x. Soit, au contraire, 

disparaître les coefficients d^y 


s 


Si: s 


s t ] on pourr 



. et Ton n'aura qu'à poser * = s t , d iK 


Â m 'ik 


pour ramener S et S' à la forme requise, la nouvelle inté- 
grale x rentrant ici dans la catégorie des intégrales jKu? qui 
appartiennent à la classe des y et ont l'unité pour premier 
indice. 



Admettons donc 


que 


1 



aient été choisies de manière à 


intégrales indépendantes 

les substitutions S, 



'S' à- la forme (3)- Considérons en particulier une des classes 
formées par ces intégrales, telle que y KK , . 



changement de u en u 
les 



2(0, OU U 





■ 


• « 



y 


2 (±> 2 


leur 





epro 


u v e r 




squelles devront é 




ire a 



ion 


(6) 



<t'<7 
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On a, par définition , 



Y: 


ik 



b'" 1 


la sommation s'étendant à toutes les valeurs du premier in- 
dice / qui sont <«, et aux diverses valeurs de m corres- 


poo 



à chacune de ces valeurs de 


On voit aisément que ct' remplace en général y ih par 


i 

s \ s \ 



Y 


ik 





U t 


v m 


l'nr ~, . 
lm J l'tn' 


la sommation par rapporta f :j m! s'étendant aux valeurs de 
V inférieures à L et aux valeurs correspondantes de m f . 

a substitution <r'a- remplacera yi h par une expression ana- 
logue, où les coefficients a et b seront permutés. 




Ces deux expressions 

(6). 





ues, en vertu 



égalant les coefficients des termes en y Vm *, on 







■ 


* 


(7) 


i 



Un Ul'rn 
Un 


m p. 


°ik a 



) 


O 


la sommation s'étendant à toutes les valeurs de / qui sont 



i et ^> et aux valeurs corres 



m. 


227. Réciproquement, soient a, a-' deux substitutions de 
la forme (5) et satisfaisant à la relation (6) ou aux condi- 

èntes (7). Nous allons montrer qu'on peut 
construire des fonctions y KK , . . . , qui subissen t ces subs- 




titutions 


nous 


lions. 





u'on accroît la variable u de itù { ou de 2(o 2 , 

fo rme 


dérons à cet effet la fo 


d 


e 



es 



G( u) 


du 


Elle admet les multiplicateurs 



qui se réduiront respectivement à s { 
a par les équations 


2 b 4- 2r] i a 


2 co. 2 b 



2Y] 2 a m log^ 


On peut toujours y satisfaire, le déterminant 


2(à 1 . 2Y) 2 


2C0 2 . 2f} 1 


élant égal à 


2 7ti 


Posons 


y , A , = G ( w ) x ik 


orsqu'on accroîtra u de 2o) r ou de 2 0) 2 , les nouvelles 



tions xik subiront les transformations 



•7 


• 9 


mu 



ik y 



) 

I * • ■ 

X/^, étant ce que deviennent Y,*, lorsqu'on y rem 
place les yiu par les Xih* Les substitutions % ¥ seront échan 
geables eutre elles. 

Il reste à obtenir l'expression des fonctions mm- 



228. Pour cela considérons l'expression 


mu 




a. 


Lorsque u s'accroît de 2w, ou de 2(o 2 , elle subit des accrois- 



3 


A G 


2 0)! m 



2 y)i m 


A'cp 



2 0) 2 W 



2Y) 2 m'. 


Il 


n 


choisissant convenablement les constantes /h, W 7 > 


on 



obtenir : 


i 


0 





i 



2° U 



m\U-\-m\^u dont les accroisse- 
soient i et o ; 


m 2 w 



m^u dont les accroisse- 


ments Àjji' n A'jji, soient o et i 
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Posons plus généralement 


Pi 


i 




i 


r 



1*2* ■ » L 

i ). .. . ( a' 


i 



i) 



aurons 


évidemment 


i 



l ) a, . . . 



I » 2 * • ml 


(8) 


Mi ( Pi 


0 


(M 


i 


i -4- 1) 


r . 2 . s . « 


A>, 


o 


5 



A' jut; — 


et ces formules 



i 


i, si l'on convient de 



I 


* 

Tout polynôme entier 



\ 



nt se 


fora 


Po + 


p 

les A étant des polynômes en , dont 
tour se mettre d'une seule manière sous Ja forme 




à son 


le polynôme J 
sous la forme 



^ o P-o + A/if* i 


ne se mettre d'une seule manière 



***** B^^^' ^j.p ^Xj*< m 


229.. Ces 


■ 

mu 

existe 



préliminaires 
s fonctions ém q 



nous allons établir qu'il 

respectivement 



transformations (t), (t') lorsque u augmente de 2 oudc2U) 2 , 



qu 



ont pour forme générale 


/ œ 


m 

H 


l/i'5 


H 


ik 


* * 
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les H désignant des fonctions elliptiques arbitraires et 



lesP t 7 des polynômes d'ordre « — / en jx,, u.; et entièrement 
déterminés; la sommation s'étendant d'ailleurs à toutes les 
valeurs de / inférieures à i et aux diverses valeurs de m cor- 

nt à chacune d'elles. 

I tout d'abord que les fonctions a? 1/f , restant 
inaltérées, sont des fonctions elliptiques, telles que E tfs . 

pposons 

toutes celles des fonctions dont le premier indice est 




moindre que A, et qu'elles aient la forme annoncée. TNous 
aurons, pour continuer l'opération, à construire des fonc- 

» 

lions x\h que le changement de u en w+îw, ou u 
transforme respectivement en 

" ' m 

■ 

Substituons aux fonctions Xik qui figurent dans Xxa, Wkm 
leurs valeurs déjà déterminées; il viendra 


■ * 1 I f •■ * 

QxT) Q>jT étant des polynômes en [/ n lesquels dépen- 
dent linéairement des coefficients de Xxa, X^; !a sommation 
s'étendant d'ailleurs à tous les systèmes de valeurs de /, m 
pour lesquels l << X. 

Les substitutions tt' et^T transforment respectivement x\k 


en 





et en 


r ■ 




8'Xu désignant l'accroissement que subit Xu par 1» substi- 


tution x'; SX^ celui que subit X'^ par la substitution t. 
D'ailleurs en aDDiiauant ces substitutions aux fonctions 



ïjà construites, ou aux quantités X'x*, Xu qui en sont des 


fonctions linéaires, on obtient, par hypothèse, le même 



at qu en changeant u en u-\-iu>i ou « + 2W 2 , on aura 


donc 


à' X u . m A' X u = A' 2 Qu H„„ , 

AXu=A2Q'/fH //n . 



Q 
Q 
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Les 
de ces deux 

m 

tème de valeurs de /, m où l<i À, 


CHAPITRE If. 



elliptiques H/™ élant arbitraires, l'éga 

exigera que l'on ait pour tout sys- 



A' Ou 



Or si l'on met les polynômes Qj$, Qx™ sous ' a forme 


■ * 

lm 
\k 


Uni 
lie 


r 

2i \i rr ' fJ-f £J~r' 


I 


0, 


on aura, en vertu des relations (8), 


lm 


A' Qi'l 


il m 


A Qx* 


^ B;v' fr— 1 pr u 


f 

Ces deux expressions devant être identiques, on aura les 

■ 

équations de condition 


(9) 


r ! — l- 


* 

Cela posé, on pourra déterminer un polynôme 



l 


I 


en 


v 



r 


0» 


tel que ses variations 


AP 


U 



A'P 


V 


f 

Cf 


se réduisent respectivement à Q x '£, Q^*; car ces deux iden- 

nt les équations de condition 



/'7^' J J ^ 


i, 0 y 


n 




qui sont compati^^^, 



Posons maintenant 


en vertu des relations (9). 


44 » 



* * I *" 

Le changement de u en u 



SAPfffi 


1 9 


m 



lm • 



2 u) i accroîtra cette ex 



ion de 


lm 


A^+2QuH 

lm 


* ■ ¥ 




< 




et celui de u en « + 20) 2 l'accroîtra de même de v\k 



Pour que la fonction x\k satisfasse aux conditions 
il sera donc nécessaire et suffisant que l'on ait 


o 


A' vu 


ce qu 



que 



d'ailleurs arbitraire. 


2 97 

Xt 
u - 



est une fondion elliptique H),*, 


230. Les intégrales yik sont donc de la forme 


G(t/)H 1/i: , 


> 




Mais les constantes b et les fonctions elliptiques H ne sont 
pas encore connues. Il s'agit de les déterminer. 

Le procédé qui nous a permis de reconnaître que l'inté- 
grale générale était uniforme nous a fourni la position de ses 

c, d, ... et leurs ordres de multiplicité y, S, .... 

u = — a [lequel 



autre part, la fonction 


G(a) 


a un 




disparaîtra même si a = o, auquel cas G (u) se réduit à une 
exponentielle]. 


Rlnfin les fonctions [x, , ^ qui figuren 


t dans les 



nomes P 


admettent le pôle simple u 


o. 


Les fonctions 


H 



G(«) 


■* v 


auront donc les pôles c 1 d, . .. et le pôle inconnu 
des ordres de multiplicité au plus égaux à y, 8, . . 
fonctions 


a, avec 


5 



1 


G S 


H 


ik 


^^^^^^^^^^^^^ 

G(u) 



en outre, Je pôle u 


O 




re 


us égal à I (car si cela est vrai pour les 


dont le premier indice est <i, u 


o sera 


d'un 


ordre de multiplicité / pour Hi m , et d'ordre i—l pour le 


i 

polynôme qui 
On aura donc , 

■ 

simples, 


H 


ik 



re i — / en jji 4 , p! t ). 
décomposition en 




c) 

d) 





* * 







a) 



K 


d) 


avec la condition 



Les termes 

» 1^1 — - " - 

comme il suit. 


• 


Posons 



aura 


D 1 


i7c 



derniè 


K 


+ . . .-t- A 


i 

* A: 


O. 



L 


/7c 


t êlre 


4 



ormés 


A \ k K ( " 


a) 



K 


+ a) 


A 1 


ik 


tu 



Par suite de cette 

* p 

ne figurera pins dans H;* que 


Ça] + h t 


ik 



la constante inconnue a 



t 


pa 


231. Il ne resle plus d'inconnu que les constantes a, 6, 
G||, . .., L/a. On les obtiendra par la méthode des coeffi- 

inés, en substituant les valeurs ci-dessus des 
intégrales dans l'équation différentielle. 
Cherchons d'abord celles de ces intégrales 




G(u)H ik , 


dont le premier indice est i et qui, par suite, sont double- 
espèce. Il en existe toujours, 


ment périodiques de s 

» * 

comme nous l'avons vu. 




On a, en prenant la dérivée logarithmique 


G f (u) 
G( a ) 



QUÀTIONS LINÉAIRES. 



a) 



Ça 


I p u 


I 


p a 


•1 


pu 



b 





une ; 



i 

elliptique où a et 


dans les combinaisons Ça 
our abréger, par I. 



b 


b ne figurent que 
pa et p 1 a. Désignons-la, 



aura 


d 



GH 


! 



G' H 



d' 2 


du 


2 ^ 1 le 


G(H' |jfc + IH u .)' 



G [(H' 




G'(H', 





• ■ 


On voit donc que le résultat R de la 
ans l'équation différentielle est de la forme 



de y xh 


GE 



E désignant une fonction elliptique dépendant linéairement 

■ 

. , L<*, qui figurent dans la fonction 



constantes C! 



1 



U 



i/n ^t ra 





ta 


b 


b', 


pa 


Les pôles de G E sont les points c, d, . .. avec des ordres 


de mulliplicilé au plus égaux à y + ^, 8-+-/?, E peut 

admettre, en outre, le pôle simple — a, qui est un zéro de G. 


Le nombre total des 



de 

». « 



ne peut 



surpasser 


y -h n + o 



n 




i. Si donc nous exprimons que cetle 



fonction a des zéros en nombre supérieur à ce chiffre, nous 
ons qu'elle est identiquement nulle, et y h k sera une 



intégrale. 


Nous pourrons, par exemple, développer E suivant les 
uissances croissantes de et égaler à zéro les 
des diverses puissances, jusqu'à celle d'ordre 



y 



n 





inclusivement. Les équations de condition 


forment un svstème sura 
qu'il a des solulions. 


oblen 



m 


Liât 


fi 


sont linéaires et homogènes par rapport à 

4 


La, rationnelles par ra 



Ce 


tés seront donc déterminées par des éq 


lions algébriques, auxquelles on devra joindre l'équation 


connue 


p' 2 a 


£a, et enfin b 


b 


! 


dédui 


enfin, les 


Cl, ...,L ( /f s'expriment en fonction linéaire et homogène 
d'un ou plusieurs d'entre eux, qui resteront arbitraires. 
Si le nombre total des solutions trouvées est égal à l'ordre n 


* ** < > ■ |r . Jt 

de l'équation, ce qui sera le cas le plus habituel, leur com- 
binaison donnera l'intégrale générale; dans le cas contraire, 


il faudra déter miner de nouvelles intégrales. 



232. Supposons que nous ayons construit louies celles des 
intégrales j^/a, . dont le premier indice est <)v, 


et déterminé les fonctions linéaires correspondantes Y/*, 

» * t i i » - . * é 

Y^, .... Cherchons à déterminer les intégrales yy ç (s'il en 
existe) et les fonctions correspondantes Y^*, Y^. 


O 


n a 




m 


où tout est connu, sauf les coefficients indéterminés 


polynômes P[f 

Substituons cette expression dans l'équation différentielle 
Le résultat sera de la forme GEx*> Ex* étant une fonction 
aisée à obtenir par la differentiation et telle que la somme 
des ordres de multiplicité de ses 




rement. 



pas 


1 



n 



S 



n 




i . D'ailleurs, celle fonction est 


elliptique. En effet, changeons u en u *f 


évidem 


— v 

substituer dans l'équation différentielle ou de la faire dans le 
résultat de la substitution. Dans le premier cas, on change yy< 
en $\ {y\k+ Yx*) 5 et, comme Y\k est une fonction linéaire 
des intégrales déjà trouvées, le résultat de la substitution de 


celle nouvelle expression se réduira à s x GEx/ f . Donc GEuse 




îe par s K 



on change u en u 


t 



G jouissant de celte même propriété, Ex* ne sera pas altéré. 
On verra de même qu'on ne l'altère pas en changeant u en 

u + 2(0 2 . 

» ■ 

* 

Il suffira donc, pour annuler Exa, d'exprimer qu'elle 


admet plus de y + n . + 8 -h n + . . . + i zéros. On obtient 
ainsi un système d'équations linéaires et homogènes pour 



déterminer les coefficients inconnus. Si ce système est coni- 





on obtiendra des intégrales de l'espèce cherchée. 
Sinon, on sera assuré que la classe des intégr 
entièrement épuisée, et Ton fera une recherche analogue 
sur les autres classes d'intégrales. On finira nécessairement 
par obtenir un système de n intégrales distinctes. 


233 



ci-dessus se trouve l'équation de Lamé 


du 


o 


n est un ei 


;etle équation par M. Herm 


point de départ de la ihéori 




Les intégrales n'ont aux périodes près qu'un point cri- 



ue u 


elles 


L'équation déterminante est 


fît) 


r(r 


n( n 



o 


Ses deux racines, 


n et n 




1 1 une 



et l'autre 


impaire. Soit r l'une d'elles; on aura une solution de la 


forme 


u 


r-f 2 




302 
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éveloppement de x, ainsi que celui de pu 


pu 


i 

u~ 


4- c 1 u 



e 2 u 



m « 


et égalons à zéro Je co 
la formule récurrente 



u terme en u r+2 v-, nous aurons 


dont l'application ne peut donner lieu à aucune difficulté, 


F(r 



2 pi + 2) n'étant jamais n 



bter 


■ 

inctes, car Tune est paire et l'autre impaire. L'intégrale géné- 



résultant de leur combinaison sera 
d'ordre n au 



sim 



u 


o. 



allons 



uler 


cette intégrale dans 




ou n 


1 . 


L'équation se réduit 


le cas le plus 


\ 

a 



2 



( 2 p u H- h ) x 


0. 






o'r 



per 


1 



ues 





GH 



e u 


o, qui est 



La fonction H n'admet plus le 
un pôle pour G, elle ne pourrait donc admettre que le seul 

• ' m * p 

pôle simple u = — a, mais cela est impossible ; elle se réduit 
donc à une constante et nous pouvons 
l'unité. 




oser eg; 



Nous aurons donc au moins une intégrale de la forme 


y 



a(u -f- a) 


e 


bu 




n a 


e 


1 4- bu 






a(u 



a) = va 4- ua r a 


u 2 <j f/ a 



2 



m 1 


1 


1 


au 


u(i 



d x u* 


— H • • • / 


I 


U 


d x u 



m « 


d'où le développement 


y 


M 


u 



M 0 



M t u 



M» u- -t- . . 


en posant, pour 


ab 



M, 


On a enfin 



i 


ger 


va, 


2 


du 1 


M 


0 


b % aa H- ba f a 


2pU 



h 


2M 



U 


3 


2 


baa H- <r' a, 


1 

2 


cr"a 



2 M. H- 


• * 



A 



2Cj W- 


T *. 


Substituons ces valeurs dans l'équation. 
Le résultat sera une fonction doublement périodique de 

près) 



ece qui ne 



avoir 



aux 



que pour u = o. Si nous exprimons que les coefficients des 
puissances négatives de u et le terme constant s'annulent, 
la fonction, n'ayant plus de pôle, mais ayant un zéro, sera 



On obtient ainsi les équations suivantes 


2M 


2M 


o, 


2 


M 


0 


AM + 2Mi 


o 


2M 




0 


o 


5 






ou 



o 



et 


ou 


aux deux suivantes : 


o i 



2Mi 


b 


M 


0 


o 


ha a 


baa 





b^aa + 2 ba'a + cr fT a; 


<y r a 




Ça 


1 


a 1 ' 1 a 
aa 



1 


Celte dernière équation donne pour la constante a deux 
valeurs égales et contraires 



a et 


aux 



pondent pour b deux valeurs égales et contraires, 


corres- 
Ça et 


+ JNous avons donc, en général, deux solutions particu- 


lières distinctes 


a 




y a(u-ha) Y a(u — a) 

au au 



les racines de l'équation 


h. 





234. Si h est égal à l'une des 
exemple à e K} les deux racines a — w> K et 
égales aux périodes près, et les deux solutions 


e*i 63,, par 


10 


1 




ne sont pas linéairement distinctes, mais se réduisent à la 



ulion unique 


0"( W + 0)!) 




Pour obtenir, dans ce cas, la secon 



qui nous 



nécessaire 


ime 





>osons que A, au lieu d'être égal à e {) en 
voisin. L'équation J3# = 




£ et g)j 


e: nous aurons d 

7 





inté- 


gral 


00 j ^ — - 6 


C0| -h e) 


au 


C -I4Ç((0 -6) 


4- w, — e) 



Le 


ur co 




19 / I 

onne 1 intégrale 


de trouver la limite pour s 


On a, en 





1 



0 


-Il 


oc 


1 


o. 



* 


t T 2 



dont il est aisé 


[ 


e- u ^^—e^i u (i + ge^i +. . .), 




(1** y ¥~ 

M -H w.)[i 


t-. 




COj ) -+- 



'1. 


• 





d'où 



au 


1 





* * " \ * 


# 2 s'obtiendra en changeant le 
demment pour limite 


signe des; — 



ura evi- 



e 


y* v 



&>,) 


a;/ 




Ce sera la seconde solution cherchée. 


235. Ch 

dmet com 


aux 


4 w, et 4 


altérée p 


m, « + 2co,, m 2W 2î admetlra aussi comme solution les 


p tiques M ( 


M( 



M( 



2Ci) 2 ). 


Mais ces nouvelles intégrales ne peuvent être linéairement 


distinctes de M ( u ) ; car l'intégrale générale de l'équation ne 
peut être elliptique, puisque, parmi les intégrales particu- 
lières, il en est une qui est une fonction entière s'annulant 
pour u 


On aura donc 


M( 


u) 


cM(«), 
M (m 



co,) 


Cl 



2 W 2 ) 



c 2 M(w), 


c, c t , c 2 étant des constantes. D'ailleurs, en changeant 
encore une fois u en — u, « + 2«, ou M-|-2a) 2 ,on voit qu'on 


aura c 


i, c { 



I , c 2 



1 


On pourra donc écrire 

M(u)~ NP, 

N désignant l'une des huit expressions 


i 




u 


m • 



r 


fa « /S U /• 



ont le choix dépendra des signes de e, c 0 c 2 ) et P une 



ion e 



i 


que paire, aux 



es 2 a), 



2 




e que pour u 


polynôme entier 


n 


J 


Cours, III 


20 


est aisé de former les dérivées successives d'une expres- 
sion de cette forme. On a, en effet, 



pu 


e 


P «, 






n, 


i 


2 


t 


II désignant an polynôme entier en pu, et N < 



uit com- 


plémentaire de N formé par ceux des facteurs f a u que N ne 
contient pas. 



On aura, par suite 


5 


du 


W p' u 

2 N 


■ 


itn,, 



■M 


P 


«6 



rirp + aiiP' 

V 





1 } 



i étant un polynôme en pu 



n trouvera de même 

' I . • • i 

'li • ' : - M' 

d 2 NP 




25 


P 2 étant encore un polynôme en pu.- 

Le résultat de la substitution de NP dans l'équation de 



é sera donc de la forme. 


d 2 NP 

t * 1 

du 3 


-h i)pu -h /*]NP 


NQ 


4 « 


où Q est un polynôme entier e 
quement si ISP est une solution. 


J m 


Soit 




a 


l 


U 




a 


0 


nombre 


sera înli 



2 



même du second. Donc O 




Le premier membre 
= o; il en sera de 


orne de degré pt + 



- 


v - - 


*• p ' 



-+-...-+- A 


* 


0* 


comparaison des valeurs principales donne immédia 


A. 



2 



I 



2 


« ( n + i ) ] a 


if I * 


t 


Les coefficients suivants sont évidemment de la forme 


i i. m 


A 


B 



1 


» I 


A 


* 0 


B 


0 


ha 


01 



en «o. 

L'é 


0 


étant des fonctions 



aires et 



mogenes 


o 



donnera 



o 


k 



2 


n 


Les autres équations 


* « 


A 


A 


0 


O 


fourniront ensuite les rapports des inconnues . , BJ a 0 si 



leur déterminant est nul, ce qui 
lion de degré i . 
Cela posé, si n est un nombre pair 


pour h une équa- 


m : on pourra 


m, ce 


qui 


supposer k= o, ul 
admissibles pour h. 

On pourra encore poser k 
dra m valeurs pour h\ soit 3m valeurs 
vement pour N les trois produits de 


H— 



eurs 


«M 


2, a 


m 


d 

i , et l'on obtien- 


on 


/c 


V 


Le nombre total des valeurs de h, pour lesquelles Téqua- 
tion admet une solution de la forme désirée, sera donc 


m 


Si m est un nombre impair im 4- 




ra 



i 


0 



I 


1 f* 


m, d'où m + i solutions, ou 3(m-|-i) en pre- 


nant successivement pour N chacun des trois facteurs f^u\ 


2° ou k 


3, [x 


m 


i , d'où m solutions. 

7 


Le nombre total des valeurs de h qui fournissent des solu- 
tions de l'espèce NP sera donc 


3 {ni -f- 1) 




2 n 



i 



dans le cas précédent. 


236. M. Halphen a montré qu'on peut ramener aux 
équations de M. PicarJ les équations 


d il y 



n — l 


d 





-■ -■ . -r — 


i 





à coeffîcienls elliptiques, lorsque les rapports de leurs inté- 
erales sont des fonctions uniformes. 

Soit, en effet, a l'un des pôles des fonctions />, , ...,/)«. 


L'équation déterminante qui correspond à ce point sera 


/'(/■ 


i)...(r 



i) 



ar(r — i). • . (r 


n 



2) 



0 


a désignant le résidu de p K par rapport au point a. 

Les quotients des intégrales étant uniformes, les racines 
de cette équation différeront les unes des autres de nombres 
entiers. Si donc on désigne par r l'une d'elles, leur somme 


sera 



a 


le à 


nr 



e 


e désignant un entier. 


Mais cette somme est égale à 


n ( n 


2 


On aura donc 


nr 



e 


n(n 





a 


0 


a. 


Faisons la somme des égalités analogues pour les divers 


pôles a contenus dans un parallélogramme de périodes. La 


somme dés résidus a étant nu 



il viendra 


nlLr 


entier. 


Donc £/' est un nombre commensurable. 
Soit m le plus petit entier tel que la quantité 


ÉQUATIONS LINÉAIRES 



soit un entier. Posons 


P 


u 
m 


E 


n[>(tt 


*)y. 


Si nous 
période 
liplié par 




geons u en a + 2/nco (20) désignant une 
uelconque), c(« — a) se reproduira, mul- 


et <r se reproduira, multiplié par 


e 


• 

Donc P se reproduira, multiplié par 


S [ 2 /7i VI (« -f- #t d> — a) -h m 7T / ] r — |~2 Y] +(n)j -h 7U i J 


P' 


E 


et sa dérivée logarithmique %r sera accrue de 


P 


2 m Y) 



r 


E 

1 y\ — 

m 


o 


P 


Donc ^ est une fonction elliptique aux périodes îmw,, 


2mo) 2 . 

p// p/// 

11 en sera de même de -p j -p- , 


récurrente 


PU 
"P" 


Pc- 1 



I 


. . , en vertu de la formule 



pn-i p' 


1 


P 


Posons maintenant 


P 


La transformée en z sera 



U 


+ />,P 


1 



n (n 


0 


P" 


2 



(« 



/> 2 P 



/î — 2 


ai 


du 



* • 


o 


et si nous divisons 
tions elliptiques aux 
admettent ces périodes 

D'ailleurs, l'intégr 



coefficients seront des fonc- 


2/?2(i) i , a/nco 2 , car/? 1? /? 2 , 




de cette équation 



u 



e. 




dra 




de 


- L'équation' transformée 
M. Picard, sauf que les périodes des coefficients ne seront 
plus 2 0)|j 20) 2 , mais 2/720^, 2/na> 2 . 


* 

* 


■ 
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PARTIELLES 


3 


1 1 



m. 


■ * 


s. 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES 



ii:lles. 


I. 


Notions préliminaires. 


* 4 t 


237. Tout système d'équations aux dérivées partielles 
o, F i = 


F = o, Fi = o, . .. entre des variables indépendantes x Xl 
x n , des fonctions de ces variables u iy u m et leurs déri- 



vées jusqu'à l'ordre /?, peut être remplacé par un système ne 
contenant que des dérivées partielles premières. 


En effet, chacune des dérivées partielles.^ d'ordre />, qui 


figurent dans les 


équations, est, par définition, la dérivée 


première d'une des dérivées partielles d'ordre p 
celles-ci sont des dérivées premières 


i 




cl'ord 


re 




F 


2, etc. Si donc nous prenons pour inconnues auxi- 
les dérivées partielles d'ordre les équations 

o, F i = o, . . . ne contiendront plus que des dérivées 




m s 



il en sera de mêrhe des équations qui défi— 
t chacune de nos inconnues auxiliaires, et qu», jointes 
aux précédentes, constitueront un système évidemment 
équivalent au système primitif. 


On peut donc se borner à considérer Jes systèmes d'équa- 


tions simultanées aux dérivées parti 



du premier ordre. 


11 est même permis de supposer que les dérivées partielles 
n'y figurent que linéairement, à la condition de joindre aux 


équations différentielles certaines conditions accessoi 


Soit, en effet, 



« .i 


F 



u 


1> 


X n j U 


t àu tn 

— m m m m * — 



1 



O 


> 


n 


3l2 
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un semblable système. Prenons pour inconnues 



1 1 9 " ' 

les dérivées 




m 


m * * ^ 


ôx n 


i que nous représente- 


rons par /? H , 
suivant : 


5 


p ma% Le système donné équivaudra au 


(i) 


F (a?!, . . . , x n ; « lT 


/n n ) 


O 


5 



du* 




Pn 


m 


7 


1 


dx n 


p 


ma 


D'ailleurs, pour que F, . . . soient i 



uement nuls, il 


faut et il suffit : i° qu'ils s'annulent pour une valeur pani- 



ère 


de la 



X\ J 2 


0 



leurs 



vees par rap- 


port à x K soient nulles. Nous pourrons donc remplacer les 


équations (i) par les suivantes : 

j F ( ç i , - • • ) x n \ u j , . . . y u m \ p 1 1 7 



1 


P m n ) 


O 


pour Xi 


\ 5 




■ * y 


dF 



dF 




• Pu 





P 


ni l 


(4) 





dF dp 


m n 


àpma àx x 


O 


Or les équations (2) et (4) forment un système d'équa- 
tions linéaires, auquel il suffira 



les conditions 


accessoires 



238. 



e d'équations aux dérivées partielles 


F, 


o, 


. . . 


F, 


o 


entre n variables 


* 11 

îableî 


1 


• « 


^pendantes x K 1 . . . , x n et m fonctions 
u m sera en général incompatible, si le nombre i de 








Supposons, en effet, que les é 



données renfer- 


■ 



AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


3 1 3 


ment les dérivées partielles des fonctions m j usqu'à l'ordre p. 
Joignons à ces équations leurs dérivées partielles successives 
par rapport aux diverses variables |indépendantes. Il arri- 


vera nécessairement un moment où le nombre des équations 


obtenues surpassera celui 



s 



notions u et de leurs déri- 


vées partielles qui y figurent. En effet, lorsque nous prenons 
les dérivées partielles d'ordre k des équations primitives, 


, .n(n -+- i) . . . (n 

nous obtenons i — 



k 


i • 2 , . « i\ 


^ A *• Il 

— équations nouvelles ; 


• 1 * 

d'autre part, nous introduisons comme nouvelles inconnues 
les dérivées partielles d'ordre p + k des fonctions «, dont le 


n 



bre est m 



k 


i) 


I.2...(/) + A) 


• Ce nombre sera 


inférieur au précédent, dès que k commencera à satisfaire à 
l'inégali té 



711 



~hk)...(n 



k 


i) 



k). ..(/? + k ) 


A partir de ce moment, le nombre des équations succès- 

* 

sivement obtenues croîtra plus vile que celui des inconnues 


et finira parle surpasser. Éliminant alors ces inconnues, on 



o 


obtiendra une ou plusieurs relations <É> 

entre les variables x K , , x n ; celles-ci étant indépendante. 

par hypothèse, on voit que Jes équations données seront 
incompatibles, à moins que <ï>, 4> t , ... ne soient identique- 

« * 

ment nuls, ce qui donnera autant d'équations de condition 



cessaires pour , que les équati 
puissent subsister simultanément. 



F, 


o 


, . . . , 


F, 


o 


239. On voit de la même manière qu'un système de m 
équations aux dérivées partielles 


o 


F 


m 


O 


enlre x i7 . . . , x n et m fonctions a { , . . . , u m peut en général 
être ramené à un système d'équations 


TROISIÈME PARTIE, 


CHAPITRE III, 


ne contenant plus qu'une seule fonction inconnue w\ \ car, 
en joignant aux équations proposées leurs dérivées partielles 
successives, il arrivera un moment où Je nombre des équa- 
tions obtenues surpassera celui des fonctions u 2} u m et 
de leurs dérivées partielles. L'élimination de ces inconnues 
donnera de nouvelles équations <ï> = o, = o, ... 


entre 


x 


j x n , U\ et ses dérivées par 




240. m Considérons un système d'équations aux dérivées 



tiell 


es 


Ft 


o 


F 


m 


O 


entre les variables 



u 


5 


■ 

endantes X\ , . . . , x n et m fonctions 
u m ) et soit ta Tordre des dérivées partielles les plus 


élevées de la fonction itk dans ces équations. On pourra, en 


remplaçant x K , 


dantes 


(5) 


x n par de nouvelles variables indépen- 


c 


ii 



y 


n 





choisir les constantes c de telle sorte que chacune des déri- 

♦ A. 



à'* u , 

4r? 


dy\ k 


- 

. ., figure dans les équations trans- 



rmees. 


En effet, on aura 


à 


9 » 


eu 


d 


d 



0Jm 


Chacune des dérivées partielles des fonctions u h , u 


m 


par rapport aux variables x^ .... x 
rement au .moyen des dérivées 



rimera danc linéai- 


s 


du 


même 



re 


prises par rapport aux n 
Posons, pour abréger, 



es van 



X* 


•5 


■* V 


i-h...+a 


1 


dx^ 



a 


P(Xi ... a R 


L'une au moins 



es 


equa 



ns 





pie 


F, 


o, contiendra des 




soient 


ielles d'ordre w A de la 


» 9 


1 


ces dérivées partielles, La dérivée 



G 0 


É 


sera de la forme 


-4-1 OL" 


■ < 


G i? G 2 , ... n'étant pas identiquement nuls et ne contenant, 
ainsi que G 0 , aucune dérivée de a { d'ordre 



Transformons cette équation par la substitution (5); il 


viendra 


àF 



c 


u 



P Ot J 1 j • . * î oc tt 



1 


4r 



« * # 


d 


/* 1 


» 


C 1 
1 1 


1 /i 


i 


R', 



étant linéaire par r 
i de la fonction 


n + i 
mise en 

Les autres dérivées d'ordre r K 



ression de 


On aura enfin 




c 


n 1 



1« 



1 


C 


un 



OL' 


n 


- 


ns 



i 


q 


donnent un résultat analogue. 


G 0 = r 


G, 


fo,! ,, ... ne contenant les nouvelles dérivées 


que jusqu à Tordre 

■ 

On aura donc, pour transformée de 



El 
doo x 


s de U\ 


l'expression 



i 




c 


n 1 


H-l 


a' 



a" H-i a" . 

2 ° il • * * i/i 


• ■ 



R 


♦ 


3i6 



I 



1 



CHAPITRE II f. 


R ne contenant pas la dérivée 


+1 


cient de 


ô 


ày'l 


-hl 


II 


1 


ne 



re î 


D'aillé tirs Je coeffi- 




; car, en l'ex- 


primant au moyen des anciennes variables x y il devient 


1 1 


1 II 



i 1 


a" 

1 H 



et comme G ( , G 2 , ... ne sont pas identiquement nuls, il ne 


peut évidemment s'annuler que pour des valeurs particu- 

ces valeurs* 


lières des con 


on 



t que 



LC S Cm 



nt soin 


c u 





f- c 


ni 


contiendra la 


dérivée , __ . / » 


-hi 


ce qui serait évidemment 



impossible, si F fl ne contenait pas la dérivée 



î 


241. Nous nous bornerons à con 




le 


cas ou 


les 



transformées ont pour premiers membres des 


fonctions distinctes des dérivées 


m k 


m 


î * • • ? 



/* 
1 


En les 


m 


résolvant par rapport à ces dérivées, nous pourrons mettre 
le système sous la forme normale 


(6) 


d r tu 


d 


ï 


* 7 



r m 
1 


$1? --m étant des fonctions des variables indépendantes 

M. 




1 ? 


■ à 


/M 


et de leurs dérivées 


squ a 


Ford 


re \ y • . 


r ^s 


de ces dérivées qui figurent 
exceptées). 





premiers membres étant 


Théorème, 



2 


"Il 



quantités y { , y tn u K 



dy^dy**'" 1 
étant traitées comme 



7 


• * • 


1 


U 



dans les fonctions <ï> n $ 


m 



indépendantes, soit 


I 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


3 1 7 


a,, a„, ©„V.j ---j ^a.a,..., ... un système quel- 


de valeurs de 


$j , . . . j O 


«Soi 


développables par la 


1 


î . 


?2 


1 . 


/>ar /a seWé flfe Taylor aux environs du 


* * y y n développables 


valeu 
point 


• • i 


et te 



système de 
en outre qu'on ait en ce 


t/fi 




00... i 


* â . . . 


O/i pourra déterminer, et cela d'une seule manier 


5 



système de fonctions w,, « Wl des variables y M 
développables par la série de Taylor aux environs du 
point a iy <z„, e£ qui satisfasse aux équations (6) a//m 
qu'aux conditions initiales suivantes : 


u 


i 


5 


i 

i * 


i 


1 


» » • 4 



1 


?ï* -1 


(7) 


2 


i 


i 2 


r 2 -l 


pourri 


i 


■ • 


- 


Gette proposition fondamentale est due à Cauehy. M me 
Kowalewska en a donné une démonstration élégante, que 
nous allons reproduire. 



242. Considérons tout d'abord le cas où les équations aux 
vées partielles proposées sont du premier ordre, linéaires 

« ***** * i i 


et homogènes par rapport aux dérivées partielles, et ne con- 
tiennent pas les variables indépendantes, de telle sorte que 
le système (6) se réduise à la forme 


(8) 


dut 

l «| 2 . . « . , ni y h 


du h 



1,2, . . . - m; / 



où les G sont des fonctions de u { , u m 


3 1 8 




CHAPITRE III. 


L'énoncé du théorème général se réduira alors au sui- 




ient b\ b m un système de valeurs de u i} u ni} 
aux environs duquel les fonctions G soient développables 
par la série de Taylor; a { , a n d'autres constantes 

M 


soient, a 


5 


m 


* 

tions de y 2 . 


* * * y 


y m q ui 



7 i 


m 


poury 2 


a 2t •••) JK/Z 

le Taylor a 



ent respectivement à 
A, e£ soient 




pourra détermine! 



une 


17 


u m des variables y i? 


point y K 


a u 


y 


série de Taylor aux environs du 
a ni qui satisfassent aux équa- 


ifin se réduisent respectivemen 


pour y x 


a 


\ 


Nous supposerons, pour simplifier l'écriture; qnea^ ... 
a n , . .., b m soient nuls, ce qui ne nuit pas à la généra 


lité de la démonstration,, car on pourrait au besoin pr 



re 



? variables indépendantes y K 


foncti 



erer 



inconnues u x 


a \ , . . . , v 


Yn — a 


n 



pour 



m 


enfin, consi- 



* 9 


ace des 
b m . 



étions 




ions 


D'après les hypothèses faites, les fonctions G' kl sont déve- 
loppables en séries, de la forme 

MM. § 



kl - 


t 

V 


c 


es séries 



convergentes tant que les modules de u u 



2? 



nt assez petits, on pourra déterminer 



con- 


stantes M, r, telles qu'on ait 


A 


m 



et, a fortiori. 


• * • 


(10) 


I A «i 


OC 2 


• ■ ■ 


(<*i-H 




M 


< 


On 


4 

aura de mém 


* r 

a, !&,-!.... r a,+a,+... 


e 


* v V 


. j l 


2 B b,...Hbf 


f i # 


j 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


*9 


et l'on pourra déterminer deux constantes N, p, telles qu'on 


ait 


B* 1 < 



Sa-*-, ..)!' 


N 



(3 2 ! (3 3 ! ... p^ + P» + 


> * i 


Les fonctions cherchées w,, « m , devant être dévelop- 

suivanl les puissances dey,, y n aux environs de 
l'origine, seront de la forme 



(12) Ui—yt 




• 1 


'fin <p*2> • •• étant des séries qui procèdent suivant les puis- 


sances de y 2 , jKw 

Remplaçons, dans les équa 



.0), les fonctions G 




puis les fonctions ut par les développements (9) et (12), et 
égalons les coefficients des mêmes puissances de y K dans les 
deux membres; nous obtiendrons, pour déterminer les coef- 


ficients fa, 
suivante : 


o/jj,, une série d'équations ae 


de la forme 


(43) 



1)0/ 


r /,fJH-lî 



étant une somme de termes dont chacun est le pro- 
duit : i° d'un entier positif; 2 0 d'un des coefficients À; 
3° d'un produit de séries <p dont le second indice ne sur- 

4° d'une dérivée partielle de l'une de ces fonc- 


passe pas 



tions 


Les formules (i3) fourniront, par voie récurrente et sans 





ambiguïté, les valeurs des diverses fonctions cp^ sous 

séries procédant suivant les puissances de j 2) •■•> jK/o 
ue terme ayant pour coefficient un polynôme formé 
avec les coefficients A, B et dont chaque terme est affecié 
d'un facteur numérique positif. 

Nous trouvohs ainsi une solution unique ; mais, pour 
prouver qu'elle est acceptable, il reste encore à établir la 
convergence des séries obtenues. 

- * * 

243. Or il est clair qu'on diminuera les chances de con- 
vergence en remplaçant les coefficients A, B par les limites 
supérieures (jo) et (1 1) de leurs modules; mais nous allons 


TROISIÈME PARTIE. 


CHAPITRE lu. 


prouver que, même dans ces conditions défavorables, la 
convergence subsiste lorsque y x , . . • ? JK/z sont suffisamment 


petits 


On a, en 



, dans ce cas, 



kl 




\ 



OC et I - 


oc j ! ce 2 ! . • 


M 


i 


M 




* ■ # 



r 


et de même 



en 


(i4) 


3 



^2 • r3 • • • • 


3 


pP»+P 


3 




(3 





I pour abréger, y 2 



• * 



71 


Les équatio 



aux 



vées partielles deviendront 


du. 


M 




I 


II 



d a k 


r 


m 



o) 



et 



(i5) 


Posons 


■ 

initiales seront 


u 


* 


m 


u 


1 


t 


» * 


pour 


u 


m 



7i 


o. 


Tu 0- 


Les équations (i4) 


vantes : 


O 6) 


('7) 


d'il 


et (i5) se réduire 


1 




P 





m ( /z 


0 


pou 


r 


/1 


Or l'équation (16) étant mise sous la forme 


1 


r 


Mm(n 


Tt 


aux deux sui- 



0, 







ien des deux 
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772 <L ^ 

i jr ) t + Mm(/i — fjf\. Elle équivaut donc à la rela- 


tion 


ni dj 

1— -i]J + Mm(n-i); 1 = F(^ 


F étant une fonction arbitraire. Cette fonction sera déter 
minée par la condition (17), laquelle donne 


1 


mNt 


ou, en posant 


*'(p — *) 


£= F 


P — 1 


v } d'où £ 


a. » ? \A VIA V — ■ 5 

p — t IN + r 


F(*)= » 


r / • N -4- ^ 


Donc ^ sera déterminé par l'équation 


j l - 

r 


f / N h- ^ 


Les deux racines de cette équation se réduisent respective- 

ment à zéro et à — pour y { = o, £ = o. Aux environs de ce 

m 1 ' 

* 

système de valeurs, elles sont développables en série conver- 
gente suivant les puissances de y K 
ces deux séries aui s'annule oour 


y h — o, f = o, on aura la 


substituer £=j/ 2 + ... pour obtenir les développement 

de a\ , . • . , qui seront évidemment convergents tant qu 

les modules des variables y seront moindres que — - 



y 



. La démonstration du théorème général du n° 241 se 
ramène aisément au cas particulier que nous venons de 

I 

discuter. 1 


J. — Cours, III. 


2 I 





I m y 




f 


Prenons, en eiiet, pour variables 



par 


tielles 


d 


a 


* û m 


u 


* 4 



a 
1 



a 2 . 


ta ti 

qui figurent dans les équations (6) et, pour plus de 
oosons en outre 'w= Les équations (6) et ( 





devien 



ront 


■ 


• » » * 


(18) 
('9) 



cp*i pour 




1 


i 


et 



I 

Ces dernières équations, dérivées par rapport à y 2 , 
donneront plus géné 


(20) 



i if 



2- 

1^ 


pour j, 


i 


et a^r, 


et, par suite, 



6 


pour 



i 


Enfi 


in, si l'on pose y K 


ai clans les équations (i8) ? il 




• • • 



■ ? 


i 

— y 


d**y*. 


pour y = a,. 


Aux 


ce 



équations (i8), (19), 
définissent 



savoir 


(22) 



(23) 


I * 




(20), il faut encore 




jvees 



1 



+1,0,0. 


» * » 




SI 


SI 


a 


1 


a 2 






? M > * 





(20) et (21) 
(23) et (18) sont 


' a 

tenant compte 





r - - 




par rapport ky K 



urs 


pour jk. 



les 
En 


on pourra évidemment 


remplacer ces équations (2$) et (18) par leurs dérivées par- 



AUX 



PARTIELLES. 



On trouve ainsi, en supposant 



(23)' 


àpi u * % g, _ d' +a8 - t ~- +g » /<0,0,... 


o par exemple, 


dpi 




T OC $ 1 j , » , t OC h, 


2 


► • ■ 

Si a 2 était nul, mais a 3 >> o, on trouverait de même 



oPa,,o.a :i ,. ■ 


-hl,o.a fl — 1,.:. 


3 


et, enfin, si a 2 , 0L n _\ étaient nuls, d'où oi n 



o 


(23) 


m 


dp 


OCj,0, , , . >0C|t 


"/ ? a 1 +i,o,...,a ll — î 


4r« 


Prenant enfin la dérivée partielle 



équations (18) par 



ort à y K , et 



le 



aux 



vees 



leurs valeurs (22), (^3)', (23)", (â3) 


/// 


1 > 


il viendra 


(»4) 


àp l r;,0,0, 

dyx 


0®i 



k 


dpa. x fi 0 


/'a,+i,...,o,...,o 




^/^a.+i.a,— 1.... 



-h 



OC 1 . OC^ - • 



2 


^^+1,0, ..a„ 


OCi ?0>- M^/t 


245. Nous avons ainsi remplacé le système des équa- 

par celui des équa- 




tions (6) et des conditions 

tions (22), (23)', (23)", (23)'" et (24) et des conditions 
initiales (20), (21). Nos nouvelles équations sont du premier 

mais elles ne sont pas homogènes et 
□ tiennent encore en général les variables indépendantes 

à la forme voulue, 



7 h • * * ? yn- Pour achever de 




de nouvelles variables auxiliaires 


1 




équations 


t 



t 


y^ 


Elles satisfont aux équations aux 




(25) 


dt 



1 


ày 


o, 


11 


m ■ 


1 



O 


1 


et aux conditions initiales 


(26) t 


1 


a 


1 1 


t 


y* 


1 


t 


n 


■ 



OUI 


ri 


a 


1 


11 


es 


t cla 


ir que ces con 


diti 


ons suffisent à 




Jo 


ignons ces con 


ditio 


ns an 



ons 




é terminer 


entes et trans- 
ans les déri- 


I 9 


y 


vées partielles de 3>; les var 
par les quantités équivalentes t iy t n ; 2 
tous les termes des seconds membres qui n'oint pas en facteur 


en multipliant 


àt 


une dérivée partielle des inconnues p par ~^"> qui est évi- 
demment égal à 1. Cette transformation opérée, les incon- 


urnies par un système d'équations 


nues p ei 1 seront îournies par un système u < 

linéaires et homogènes du premier ordre, auquel 


et t 




on 



vra 


joindre les conditions initiales (20), (21), (26) qui ont lieu 



ourjKi 



1 



s valeurs des variables t i1 t n e 





n 


a a a P our 

a n sont d'ailleurs a { , a, 7 et 6^ a 2 , ...ja^- 


environs de ce système de valeurs, les fonctions 4>/ sont 


par hypothèse développables suivant la série de Taylor; il 
en sera de même de leurs dérivées partielles 


> . 


Toutes les conditions nécessaires à l'application du théo- 


rème du n° 242 se trouvant ainsi remplies, nous obtiendrons 
pour les inconnues t et p, et en particulier pour les incon- 
nues primitives 


il 


» » • 


des séries procédant suivant les puissances de y { — a K 
y n — a>n et satisfaisant à toutes les conditions du problème. 
Les 



lions m ne sont définies par ces séries que dans 

s on pourra 
s mêmes 


la région où celles-ci sont conve 


suivre leur variation de proche en 

ployés 



procédés que nous avon 
tions différentielles à une 




m l'étude des équa- 


e variable indépendante. 



AUX DÉRIVÉES PA 


RTIEL 


LES • 



ii. 


Equations aux dérivées partielles du premier ordre. 



Considérons Yé 


néaire et du premier ordre 



aux 



partielles li- 


0) 


Pi 



i 


71 Pn 


z 


où P(, P//, Z sont des fonctions des variables in 
ntes a? <9 . x u et de la fonction inconnue z\ p K , . 



7 


n- 


Pn 


désignant les dérivées partielles 


dz 


s * * * 


La fonction z étant supposée 



dz 
par 



une 





ion 


(2) 


ii 


o, 


cherchons à déterminer la forme de la fonction <!>, de telle 
sorte que l'équation (i) soit satisfaite. 

L'équation (2) dérivée par rapport à Xj donnera 


(3) 


0® 


à® 

as* 


o. 


Substituant dans (i) les valeurs des dérivées partielles pi 
lirées des équations (3), il viendra 




P 



z 


dz 


o 


Pour que la valeur de z tirée de (2) satisfasse à l'équa- 


tion (i), il sera donc nécessaire et suffisant que l'équation (4) 


soit une conséquence de (2) 
Cela posé, intégrons le 



des 



différen- 



(5) 


dx x 

"p7 


z 



équations intégrales, résolues par rapport aux cons- 
tantes d'intégration c,, . . . , c w , prendront la forme 


(6) 


• <Pi- 


n 


• » 


C 


o M . . . , o n étant des fonctions de x K , . . . , x n , z. On sait 



qu en 



O as F(<pj, . . ., <p B ), 


* A 1,1 


. t •, 



une fonction arbitraire, l'équation (4) sera iden- 


.r . w 

ne une solution de l'équation (i) en 


déterminant z par l'équation 



1 > . - - • Cprc ) 



M 




ution 


pour qu on ait une soin- 


(4) soit identique 


satisfaite pour tous les syf 
qui satisfont à o = o. 


71) % 


■. Pour déterminer les autres solutions, s'il en existe, nous 
remarquerons que les équations (5) ayant pour intégrales 
générales les équations (6), les équations (5) ou les équa- 
tions équivalentes 


^^^^ 

P 2 dx x — P t dx % =o, . . . , P n dx t — P t dx tl 

P, afe — o 


o, 




des combinaisons linéaires des équations 


d(ç>i =. à, .... dcp n = o. 


On aura donc, en désignant par A t1 , B<, ... des 
fonctions de x { , ... y x n , z faciles à déterminer, 

r 





«5 


(8) Z rf^ — P t dz =B 4 .û?<p 1 + ...+ B w ûfcp w . 

ultiolions les 




ectivement par p { , . . . , 
/?/, ... et retranchons-en l'équation (8). En tenant compte 
de l'identité 

dz m pi dx x -4- ... -t- p n dx n 


et posant, pour abréger, 


2>< 


f » * * 




il viendra 




1 H\ 



■ * 


Si nous 





ra a 





Ô2J 


* , i ' i 



11 




k 



k 


l'équation (i) 





* * 



k 



O. 



ne sont pas toutes nulles, les dif- 
r/cp^ seront liées 





linéaire, et Ton aura entre les fonctions o une relation 

■ 


O. 


C'est la solution trouvée tout à l'heure. 


Reste 




s é 


Ci 


qu allons, 


o 




z.O. 



t; 




inent p { , 


- 

en (onction de x K \ . 


valeurs ainsi obtenues fourniront une 


ont aux relations 



pi 'y 




SI 




ce qui n 


il 








i 


des 


O i 







ox 



s cylindres parallèles à 





i° Soit à intégrer l'équation aux 


b 



ày 




i 



(x 


cl z 


* « > » 





n 


■ 



328 




4 9 


dont l'intégrale générale est 



a 



ion 



a 



x 


az, y 


■ i mt ■ i 




bz 



ur 1 


bz) 



c j . 



raie générale 


o 


2° Considérons l'équation aux dérivées 


(x 


a) 



dx 



x 


a 


(y 


des cônes ayant leur sommet 
le système 

dx 



d) 






dz 



y 



a 



y. On formera 


dz 


-^5 


y 



log(a? 



a.) 


log(s 


7) 



consL, 


log(s — y) + const. 


ou 




y 


const., 



L'intéer 





sera 


# 


a r 

# 

— 5 — 


(3 


7 


o 


3° Considérons l'é 


(yy 



des surfaces de révolution autour de Taxe 




2 



aurons 











Soit la valeur commune de ces rapports ; oh aura 




fiz)dt, dy=(<xs — yx)dt 



(8* 




S AUX BÉHIVÉES PARTIELLES. 


32 9 


n en 



uit immédiatement les combinaisons inlégrables 


t 


oc dx 



dz 


d'où 



y dy h- s 

fidy -hydz 



o; 


x 2 + y* 



_2 


consL, 



x 




yz 


const., 


et l'intégrale 



sera 



OLX 



$y 



y s) 


o. 


4° Soit, en dernier lieu, l'équation 


dz 

^ - ^^^^ 




qui définit Jes fondions ho 
formera le système 


mogenes 




en y. On 


dx 


d 


1 


7 


n 


ou 


const., 


x 


const. 


L'intégrale générale 



0> 


x z 
9 


y x 


O 


ou, en 



par rapport à 


~9 


X 


II 


m 

et enfin 


x 


n 


f 


00 


y 


<4> 



y 


248. Passo 

tielles da 


Soit 


(9) 


ns à l'étude des équations aux dérivées par- 




en gen 



-11 


o 


une é 



entre n variables indépendantes x { , . . . , x n 
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CHAPITRE III. 


une fonction z de ces variables et n constantes arbitraires 


a,, a n . En éliminant ces constantes entre 1 équation 0 = o 


et ses dérivées partielles 


(10) 


-h Pi 



à 


o 


nous obtiendrons, en général, une seule é 
vées partielles 



aux 



ri- 


ê 


<") 



o. 


La fonction 3, définie par l'équation (9), sera une solution 
de cette équation, quelles que soient les constantes a K , o n . 


Une semblable solution a reçu Je nom d'intégrale corn- 
plète. Il est aisé d'en déduire les autres solutions de l'équa- 
tion aux dérivées partielles. 

On pourra, en effet, dans cette dernière équation, faire 
abstraction de la condition que p K} p n soient les dérivées 
partielles de z, pourvu qu'on y joigne Ja relation 


(12) 



Pi d-X\ -+- . . . -+- p n dx n , 


qui exprime précisément cette dernière propriété. 

Gela posé, l'équation (n), résultant de l'élimination de 
a {J . a n entre les équations (9) et (10), s 



lgébrique- 

ment équivalente à celles-ci, pourvu qu'on y considère 
es a, non plus comme des constantes, mais comme des 


1 


inconnues auxiliaires. 


Nous aurons donc à déterminer les inconnues z, a K . 


a 




\ i • • • . Pn par les équations (9), (10) et (12). 
a posé, différerions l'équation (9), il viendra 

k 



dz 



Ô OC \ 


doc j — |— , . . — (— 


d<t> 

da. 


da l 




dctji 


o 


■ 


ou plus simplement, en v 




(i3) 


da 




es e 


à® 



ons (10) et (12), 


da 


ci a \ yi 


o. 


n 


Cette nouvelle équation aux différentielles total 
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. . * . ■ ■ • ■ 

remplacer l'équation (12) pour la détermination des fonc- 
tions inconnues. Il existe plusieurs manières d'j satisfaire : 


i° On peut d'abord poser 



o, 


1 


o. 


Ges n équations, jointes à (9) et (10), achèveront de déter- 
miner une solution, à laquelle on donne le nom d'intégrale 
singulière. 

2° Si les -r— ne sont pas tous nuls, l'équation aux diffe- 

(y Ct l 

rentielles totales (i3) montre qu'il doit exister au moins une 


d<5> 


quation de condition entre les inconnues a l5 
Admettons qu'il en existe k distinctes, à savoir 


• * 


• 5 


a 


n • 


(■4) 


A 


O 



O. 


On en déduira, entre les différentielles da x . da n , les 

k relations 


dA 


O 


o 


dont l'équation (i3) devra être une conséquence. On aura 
donc identiquement, en désignant par % ii X* des fac- 


teurs convenables, 


m p t 



àcii 





n 


* * 



■ « 


d'où, en égalant les coefficients des diverses 



dai, 

(i5) 


dai 


Ai 


dfx 




k 


da. 


Ces équations, jointes au système (9), (10), (i4), déter- 
mineront toutes les inconnues du problème, y compris les 
ultiplicaleurs A. Les fonctions f { , .. .,/* restent d'ailleurs 
1 traire s. 

* F 

Le système de ces solutions, renfermant des fonctions 
arbitraires, se nomme X intégrale générale. 


Si nous donnons, en particulier, à k sa valeur maximum n 


liées par n équations, seront des 
tantes, d'ailleurs arbitraires. Nous retrouvons donc, comme 

l'intégrale générale, l'intégrale complète 
d'où nous étions parti 

On voit par cette analyse que la recherc 




d'une équation aux dérivées partielles du premier 


(.6) 


V ( Z 9 X \ , • . • , X n y p J , . . 



n ) 


O 



ramène à la détermination d'une intégrale complète. 
Plusieurs méthodes ont été proposées pour arriver à celle 
intégration; nous allons exposer les trois princioales. 





Méthode 




ger, 



(-7) 


dz 


^9 




dxi 


ues. 


d¥ 


Pi 


Posons, pour 


1 h 






ra un 



une solution quelconque de l'équali 

système de valeurs de x K , . . . , x n corres 

de valeurs de z et de ses dérivées partielles p n . 

Nous appellerons éléments de la solution considérée les 
divers systèmes de va 



rs simu 



nées 



OC 


qui satisfont aux équal 


Soit(s<> ? x^p^Yun 



ces e 




varier 
tiales œf) de 
différentielles 

um 




ml 



a 


Xi à partir de leurs valeurs ini- 

constamment aux équations 



doc j 
! i 


dx 




n 


P 


n 



gnant une 


soit nulle. 
Les systèmes 


variable auxiliaire, dont la valeur initiale 


F 

t 



s successifs de ces quantités, asso- 
ciés aux valeurs correspondantes des quantités .z, don- 
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neront k une suite d éléments de l'intégrale, à laquelle nous 
donnerons le nom de caractéristique. 


250. Soient (*, xi, pi) l'un de ces éléments; (s + ùz, 


Xi-h 8 Xi, pi-\- opi) un élément quelconque de l'intégrale, 
infiniment voisin de celui-là. On aura, par définition, 


(19) <5s = pi ô\r t 4- . . . H- p n àx 


ti 9 


et, en désignant par p^ les dérivées secondes 
( 20 ) Spi = pu àx t + . . . -h p in àx n . 


dxi 


Soit (z + dz, Xi-\-dxi,pi-\-dpi) un nouvel élément encore 

ut voisin du premier, mais silué sur la caractéris- 
tique; on aura de même 



(21) dz = pi dx x -4- ... -h p n dx m 

(22) dpi— pu dx x H- ... H- pi n dx n . 
L'équation (16), différenliée par rapport aux 8, donnera 


z dz + y ( x t èxi +p i dp i ) = o 


5 


et, en remplaçant les quantités opi par leurs valeurs 

tirées des équations (18), (19), (20), 

o=y] ( X/ + pi'L ) dxi -+- X y p ik dx, c . 






Permutant les indices i et k dans la somme double et 
tenant compte de l'équation (22) , il viendra 


****** 


^ OC î ^ 






sont entièrement arbitraires, on en 


déduir 



( 2 3) x^+jo/Z-h ^ = ° = *)* 


Enfin, la 
aux d donne 


ifïérentiation de l'équation (16) par rapport 


o 


Z dz 




P if dp 


et, en remplaçant les dx» dpi par leurs valeurs tirées de(i8) 


et (2.3), 

(24) 


o 


dz - 




Les 







aux e 



(18), (23), (24), 



ue sa 



nt s'écrire 


4 • 


(25) 



Pj 


■ » 




p,Z 


t « • 


dt. 





valeurs initiales /?? des 




des 


xi) pi, déterminent 


complètement la loi de leur variation. Elles sont d'ailleurs 
indépendantes 



a fonction 





onc ce 


résultat remarquable : 


Toute intégrale qui contient Vêlement 


tiendra tous les éléments de la caractéristique correspon- 
dante. 


251. Les équations 


, . 




entielles intégrées en par- 


tant du système de valeurs initiales 5°, /?°, donneront, 
pour Xi) pi) au moins tant que les quantités Z, X/, P/ 
n'auront pas de points critiques, des valeurs parfaitement 



(26) 


Xi 

. 1 



f(t, z\ x%p<i), 

<p,(f, Z\ X$,jp$i 

z\ x^PÎ). 


* 

Ce système d'équations représentera une caractéristique 

r~ 

pourvu que 

(27) 




0 

i î 



o 

i 




ualion 


F (5 0 , 


0 


P 


0 

1 * 


• • • 1 Pti) 


qui caractérise les éléments des intégrales. 
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Les valeurs des variables z, x^, p t correspondant aux 


exp 


tion des %n + 2 paramètres t, a?J,/>J, ces derniers véri- 
fiant l'équation (27). 

En laissant z°, x% p*. constants et faisant varier t, on 
obtiendra une infinité d'éléments formant une caractéris- 
tique. On doit toutefois excepter le cas où les valeurs 


1er 


tités P/, X| + Pi 
réduisant alors à 


1 

des éq 


Z°, Xi—Xf, Pi=p?, 


seraient indépendantes de t, et la caractéristique se réduirait 
à son élément initial. 

Enfin, en faisant varier z<>, x*-, on passera d'une carac- 


téristique à l'autre. 


Soit maintenant 

- 

(28) z =z®(x u . . x n ), pi — 


1* 


une intégrale quelconque. Pour qu'elle contienne un élément 


donné z } a?/, il faut et il suffit qu'elle contienne l'élément 


initial a?| 3 situé sur la jnême caractéristique, ce qui 

1 

donne les équations de condition 

1 - • 1 * 

(29) ^.=?i#«i . f .ii.fiî% i>? 



Ces /i + i équations, jointes aux équations (26) et (27), 






ements qui appartiennent a 1 integr 
On relroiivera donc les équations (28) de l'intégrale en éli- 
minant les paramètres t, z° r x°, p? entre les équations (26), 

( 2 7)> ( 2 9)- " 


252. Réciproquement^ considérons l'ensemble des carac- 



istiques pour lesquelles les paramètres z° r œ^ p { } sont liés 


par n -f- i éqnalions de condition quelconques 


« 


1 tic yv \ *■ 4 * ■ — , *> 


Enlre ces équations et les équations (26) et 



on 


« 

pourra éliminer les paramètres xf y p { ^ t, et l'on oblien- 
i • .1 -il . f 


dra ainsi, enlre les variables z 9 x 



11 + 1 équations, 


o 


m 


d'où l'on 
fonction 


J__e 



tirer en général les valeurs de z et des pi en 


des éléments qui satisfont â ces équations 
constituera une intégrale si les valeurs ainsi obtenues satis- 



font aux relations suivantes : 


(3i) 


F ( z ; X\ 


) & n j pi ? • • « • pn ) 


O 


et 


(32) 


p 


dz 



253. L'équatic 
on effet, Z) Xi, pi 
ère. 


(3r) est 







n 




a 

te. 


11 système consi- 


_____ * 

En donnant aux paramètres t et s 0 , , »? des accroisse- 
menls infiniment petits, dt et oz°, S/??, ces derniers 


com 



es avec les équations (27) et (3o), on o 



ra 




+ Api infiniment voisin du 


un élément z + As, Xi 


premier, et les différentielles totales As, A#/, A/? Y seront évi- 
demment de la forme dz -+- ùz, 



$Xi, dpi + 8 


en 


désignant par dz, dx h dp t les diffère miellés partielles pro- 


venant 


Ici 




8 


celles 


proviennent de la variation des autres paramètres, s 0 , x\ 


Les di 



qui 

0 0 



- 

où l'on déduit aisément les combinaisons 


i, dpi satisfont aux équations (25), 



dz 


léiPidx 




o 


Z dz 




-4- P 



dF 



m 


Donc F est indépendant de t. D'ailleurs, pour t 


o, il se 


» 
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réduit a 


r 0 


1 ' 


équation de condition (27)* 


1 

254. Il reste encore à satisfaire aux équations (32). Ce 
système d'équations est équivalent à l'é 



aux différen- 



o. 


Remplaçant As, Axi par ofe -h Sz, dxi 




compte de 



, cette égalité se change en 



oz 


o. 


Désignons par U le premier membre 
cherchons comment il varie avec t. 
On aura 





d'ailleurs 


Donc 


dU 


ddz 


y. 


ï dpi dxi — lp £ d àxi ; 


d oz 


d dz 


li ( dpi dxi 4- pi d àjL'i ) . 


d\ 


U 


V 


i{àpidxi— dpièxi) 


ou, en remplaçant les dx 


il 




r leurs valeurs tirées des 


équations (26), 


dU 


% ( P £ èpi 4-X fe r |- Z^. èœ £ ) dt) 


mais l'équation F = o, difterentiée par rapport aux 0 




d'oî 




/u 


o 


z(<k 


2*7? i àx,-) dt 


ZU dt. 


1 


J. 




III. 


22 


Cette équation intégrée donnera 


4 4 



u 0 <? 



Z dt 


o 


U 0 désignant la valeur initiale de U. 

Il est clair que, tant que Z n'aura pas de points critiques, 


comme nous l'avons supposé, l'exponentielle restera finie. 


Donc, pour que U soit identiquement nul, il sera nécessaire 


et suffisant qu'on ait 


(35) 


O 


U 


0 


255. Les solutions de cette équation aux différentielles 
totales se trouvent aisément par Ja méthode du n° 248, 
Cette équation montre d'abord que z° est une fonction 


des D'ailleurs, les e >tn-\- i quantités étant liées 


par l'équation F 


o et les n 



i relations (3o), dont 



ous 


cherchons à déterminer la forme, il existera une re 





on au 


moins entre les quantités x\. Snpp 
distinctes, telles que 


(36) 


IF ( ™0 ~o \ 

* 1 \ ^ 1 } •••? U/ 7l/ 


o 



l en existe k 


o 


et sort en outre 


(37) 






o 


0 



relations par la différentiation 



o, 


L'équation (35) devant être une conséquence de celles-là, 


on aura identiquement 


U 


o 




les X étant des multiplicateurs convenables. Égalant sépa- 
rément à zéro les coefficients des diverses différentielles 8a?J, 


ÉQl 





PARTIELLES, 



on aura les n équations 


(38) 


dW 


0 


Pi 



k 



9 * 


qui, jointes aux équations (26), ( 
teront l'intégrale, les fonctions W f W ir 






res tan L 




256. La solution précédente donne lieu;' à diverses remar- 


marques : 


i° Le système d'éléments défiermioé par 
précédentes ne représente une intégp 






sens 



jusqu'ici à ce mot, que si l'on peut en tirer les valeurs expli- 


cites des quantités z } pi en fonction des mk ceux-ci restant 
indépendants. Il n'en serait pa&aîiasi dams le cas particulier 





où l'on pourrait déduire de ces ébattions u 
relations entre les X[. La considération de ces systèmes, qui 
ne fournissent pas des intégrales proprement dites, est pour- 
tant utile dans beaucoup de cas*. Pour en ternir eo/fl^pLe;,, il 
conviendra d'élargir la définition de l'intégrale en donnant 

à tout système d'éléments s, âê§^.p% dépendant de n 
variables indépendantes et satisfaisant a t ux relations 


F 


o 


dz 


/>! dx t 




Pn dx fl . 


2° Nous avons admis dans notre analyse que le système 


i 

de 


s 



urs imti 



0 


0 


,37,^7 repr 



n 



un 



rut ordinaire 


pour les fonctions Z, X/, P/ et n'annuïait pas Hmnltaaémeirt 
les quantités P/, X;-h/>;Z. S'il existait donc quelque inté- 


grale dont tous les éléments fussent des points critiques de 
Z, X,-, Pf ou annulassent les P; et les X,- elles échap- 


peraient à la méthode précédente 5, mais il est clair que ces 
intégrales singulières ne peuvent se rencontrer que dans des 

* * 

cas particuliers. 


257. Parmi les intégrales fournies par notre analyse, il en 
est deux qui méritent une attention particulière. 


La première s'obtient en posant k = n. Les quantités z Q 1 
œ\ satisfaisant ainsi à n + i relations, seront des constantes; 





8 


0 


S#? seront donc n 

l 



s et l'é 



tion (35) sera i 
On voit donc 




les équaiions (26), (27) de la caracté- 




une intég 



si 


l'on 




z°, comme des constantes arbitraires et 
inconnues auxiliaires. 



comme des 


L'intégra 




insi 



m I 



elle contient n 




ême 


n + 1) 



D'autre part, on ne petit déduire de 


Hissent aucune e 



aux 



vee 



plète, car 

arbitraires; 
nations qui la défi- 
rtielles 



Pli • • • > Pu ) 






■ - 

F = o; car, si l'on avait une sem- 



en y faisant t 







1 


^0 


0 

1 » 


• • ? h. ' n * • * i r n) 



1 


relation qui ne résulte pas des équations (26), (2 



n obliendra une autre 
admettant qu'il n'existe, entre les 


deux relations 



remarqua 


z ? x i 1 




l 

pn 

les 


t 



* ^ X n )> 

1 


o 
1 


const. 


Les autres 


tique pour 




in 




dente, 

7 


à celles de la caractéris- 

■ 

ir l'intégrale seront, d'après l'analyse précé- 


àW 



o 




a valeur particulière x s 


0 


0 


on aura t — o , oc o — - »> ? • ■ • i 




s 



urs initiales étant 





par la relation 



1 


on voit que nous avons résolu le problème de déterminer 


une in 



z satisfaisant à la condition 


z 



«2*2 v • • * } & ti ) 


pour 


.2? 


0 

1 » 
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I 


\p désignant une fonction arbitraire. L'existence d'une sem- 
blable intégrale avait déjà été élablie au n° 241. 



oinb 


ble 


réduit à deux, les résultais qui précèdent peuvent s'inler- 


éométi 


Une 


^ - 


présente une surface. Cl 



système de valeurs de x x , x 2 représente un point; p u p 2 
sont les coefficients de l'équation du plan tangent, 
élément de l'intégrale définit donc un point et le plan tan- 

dant. 

L'équation aux dérivées partielles 



o 


devient, en y remplaçant p K , p-± par leurs valeurs tirées des 
équations de la normale, 


X 


OC 


r 


C\ - 


P> 2 

OC 


] 


OLf 


2 


e 



È . 

ation d'un cône, dont la normale sera une génératrice. 

ractérislique représer 


loppable circonscrite à la surface intégrale le long dé cette 


théorème < 



pourra s'énoncer ainsi : 



ar ce 






caraciér 


corre 




Toute surface intégrale aura pour génératrices des carac- 
téristiques. En particulier, l'intégrale complète du n° 257 
sera formée par l'ensemble des caractéristiques issues d'un 


même point. 




' I l 

■ 

. Première méthode de Jacobi. 
une intégrale complète de l'équation 



a 



ner 


k - * S 


■ 


(4o) 


F(z ) Xi, . . . , X, n Pi, • • • 9 pn) 


O. 



On peut réduire le 



ème au cas où ê ne figure pas 


explicitement dans l'équaition 


Supposons en effet £ détermine par 1 équation 


V(£, x l3 


O. 


On en déduira 


(4 


dv 





O. 


Subs 
ans (4 


les 



urs 


de ^ 


• * 


5 p n ainsi obtenues 


(43) 


F 


-2* ^ X 


1? 


/y* 


dV dV 


ni 


âz dx^ 


dV 

UX a 


o. 


ri 


Si donc nous déterminons une fonction V des n 

x iy x n qui satisfasse identiquement 


i va- 



es Z j 


équation, laquelle ne contient pas V explicitement, on 
obtiendra une solution de l'équation primitive en détermi- 
nant z par l'équation 


V 


o. 


Si d'ailleurs la solution W qu'on a trouvée contient n 


constantes arbitraires b i} b fn de telle sorte que le jaco- 

àV 

bien J des quantités -r — par rapport à ces constantes ne soit 


ète de Téqua- 



par iaui* la valeur de z sera une intégrale c 
lion primitive ; car., d'une part, elle contient n constantes 


arbitraires, et ; d'autre part, le ïacobien J fl des quantités 
+^^7 par rapport aux «constantes b ne sera pas identi- 
quement mA ; car, cil j donnant aux quantités pt les valeurs 
particulières o, il se réduit à J. Donc on pourra tirer des 
équations (4a) Jes valeurs des constantes pour les substituer 


dans (4 1 )* ce fournira une seule équation F 


o. 



ion <ï> = o étant résolue, pour plus de simpli- 


ci té, par 



rt à 


dV 





(44) 


dz 



H 


x 



- * 


dV 


15 


• 1 n > 


«1 


9 * * 



o. 


n / 


ésig 


nons pai 


H ce que 



ient le second terme de ce 



équation lorsqu'on y remplace les dérivées partielles 



P 


ar 



des indéterminées/?/; et formons les équations difïéren 




ordinaires 



dz 


dK 


dpi 


-y 


dpi 
dz 


dH 

dx t 


Nous allons établir que la détermination d'une solution V 
de l'équation (44) satisfaisant aux conditions requises et 
l'intégration du système canonique (45) sont deux problc 
entièrement équivalents. 




262. Supposons, en effet, qu'on ait obtenu la solution 

* 



dée 


\ ( Z ] X\ y m * . j X n î bl . • • . j U n ) . 


Les équations 



dxi 


Pu 


dV 

dbt 


a 


où les ai désignent de nouvelles constantes arbitraires, seront 

l'intégrale générale du sjstème (45). 

En effet, les équations (46), différences par rapport à la 



ante z. donnent 


d 2 V 


(47) 


dxi dz 
dbi dz 



doc 



k d^t âx k 



d 



z 



k 


k dbt dx k dz 


o. 



x 


, d'autre part, en remplaçant 
par leurs valeurs pi, elle deviendra 



s l'identité 



âY 
dz 



H 


o 


les 


et, en prenant les dérivées partielles, par 



aux Xi et 


4 4 
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aux bi, on trouvera 


dx,- d 


V 




dz 


dR dpk 

kàpk if i 
dR dp u 



6^- 


G 


O. 



D'ailleurs on a 




d'où 


dpk 



dxi 





ôbi 


dbi 



Subslituons ces v 


chons ensuite chacune 
tème (47); il viendra 


<? 2 V 




s équations (48) et retran- 
de sa correspondante du sys- 



dx k 


d 




ic dxi dx k \ d 


à-y 



h 


dpi 
dz 


dR 



k dbi dx k 




-. o 



es équations sont linéaires et 

dûC 7 

aux quantités -^- L 





dp/ c dz 



par 

le < 


nant 




vees 



dV 


dx 



autre chose que le jacob 
rapport à b K , b ni Je 



, n'est pas nul. Nous obtenons donc, comme corj- 


s e 





slème d'équations 




k 


ci 


àpik 


o 


clz 



dxi 


o 


qui n est autre que le système (4 


263. Réci 




quelconque nous 




réussi à 






un procédé 
obtenir une intégrale géné- 
nira les valeurs des pi 


en fonction de M et de 211 constantes arbitraires C\ } c 2n . 


oient d'ailleurs bi les valeurs des x^ pi pour une valeur 


initiale donnée z° de la variable z. On 



urra 



iner 


les 


constantes c au moyen des 6/. Substituant ces valeurs 

uations intégrales, celles-ci prendront la forme 



(49) 
(5o) 


OC 


Pi 


fi (^5^1? * • • ? &\9 • • • ? Vfi)j 
Cp,; ( Z^ Cli y • - . ) (%n *> • • • j b n ) , 


où les Ù$% &/ peuvent être considérés comme de nouvelles 


arbitrair 


a a 


1 ? " * * y 


lière z 


tiquemen t 


fi par ra 
car, pour la valeur particu- 



(49) 



aux ai et fourniront les valeurs de ces quantités en 
fonctions des Z , Oui* bi. Il résulte de là que toute fonction 



des quantités z, x { , p h ai, bi peut s'exprimer à volonlé, soit 


pa 


r 


les z, ai, bi seulement, soit par les z, Xi, bi. 


264. Gela posé, désignons par U ce que devient. la quan- 


tité 


OU 

àpk 


II 



u'on Tex 



au moyen de s, a/, bi) et co: 



rons 



V 


^k a kbk 



t XJdz 

J *o 


en z 


m 

Changeons simultanément z 
ai + lai, bi + 36/ ; m sera accru de la 



1 


et ai, 


bi en 




dz 


dz 




dxi 


k 



dxi 





k 


dont 


nous r 



ii 0Xi\ piel V e 



analogues 




'pi •+■ àfii 
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et 



( 5 1 ) AY = dV + iV = XJdz + l k (a k db k + b k àa k )+ j èU dz 

Or on a 

■ 

w=»(y. Pt §~ h 

k OPk 





k 






k— 


àp k dp/c dvc k èp 


ou, en supprimant les termes qui se détruisent et rempla- 




^— par leurs valeurs tirées des équations di 


lielle 




D'ailleurs 


dx k / d * d 



k 


dz M^^octi dbi J dz 

àz^Adcti db, 7 dz * 


ou 



2 dàx k ^dp k d vi 


et 


dz dz dz 



3 



DJ m 
autre part, 


* ^ • * . • • i 

Substituant ces valeurs dans (5i), il viendra 


AV =2 {Pkdx k + p k Sœ k +a k àb k ) — Hdz 



(p k àx & -h a k èb k ) — H dz. 

k 


Cette relation entre les différentielles totales AV, A# a , 


06*, montre que, si Ton exprime V en fonction des varia- 




AUX 



PARTIELLES 





«3 


Xfa bit, on aura 


dx 


k 




dV 



dY 
àb k 

H. 


Les équations (62) donnent, entre les variables z A x h , p k 


remen 


es 




em 


bre une quantité p ou a qui ne figure pas 
Ces équations ne sont donc aulre chose qi 
équations intégrales (49) et (5o) mises sous une forme n 


dans les autres, 
le système des 



Quant à l'équation (53), elle se transforme, lorsqu'on y 


àV 

dx k 


remplace les ph qui figurent dans H par leurs valeurs 

en l'équation aux dérivées partielles (44)- 
La solution V que nous avons ainsi obtenue pour cette 

satisfait aux conditions Tequises ; car elle con- 
tient n constantes arbitraires b iy b nj et d'autre part le 




ien J des dérivées 



r K m 


dx 



k 


par rapport a ces constantes 


est pas identiquement nul ; car, en donnant à z la vale 


particulière 
l'uni té . 




pk se réduisant à J sera égal à 



n voit immédiatement que si, à la solution V que nous 
venons de trouver, on ajoute une nouvelle constante arbi- 
aire a, on aura une nouvelle solution V 



a n 


i con- 



arbitraires, et qui sera une solution complète 


de (44). 



. Nouvelle méthode de Jacobi et 



Les 


deux méthodes précédentes pour l'intégration des équations 


aux dérivées partielles du premier ordre ont pour caractère 




mun de ramener le 




e à l'intégration com 


un système d'équations aux différentielles ordinaires. 
Jacobi a donné une nouvelle méthode, considérabl 



e 
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MM. Lie et Maye 


sid 


lions différentielles, dans chacun desquels il suffît de dé- 

s'applique 


terminer une 


seule intégrale. Gelt 
d'ailleurs sans difficulté, ainsi que 



Ja recherche des 



ulions communes à 


4 I * i 

aux dérivées partielles simultanées. 
Soient 



allons le voir, à 
isieurs équations 


(54) X n yPti - • • , pn) 

' * ' m 


o 


F 


m 


0 


ou nous 


disp 


supposerons pour plus de simplicité 


mune, il faut et i 


que ces équations aient une solution corn- 



tions pi 
fois à ces é 



ables indépendante» 


S Xi 




Liner des fonc- 

■ 

alislassent à la 



dpt 

■ i 

àx k 


àp k 

$3C £ 


qui expriment que p t dx K -f- . . . -\-p n dx n est une 
tielle exacte; car l'intégration de cette di 




immédiatement la valeur correspondante de z. 


266. Soient F a 


tions données. Prenons la 
à Xi ; il viendra 

dxi 


o deux quelconques des équa- 

de la première par rapport 





dFx dp k 

k àpk dx t 


o. 


Multipliant par 

1 api 

w 

i dxt dpt 


et sommant par rapport à z", il vient 





■ » - ■ ■ - i ^ 

I àpi dp k dxt 
On trouvera de même, en permutant a et (i, 

<>F a dp k 


o. 




a i àp k dxi 


o. 


QUATIONS AUX DÉRIVÉES 



s. 


3 


r. 


Retranchons celle équation de la p 


49 


rece 




les indices de sommation 



es avoir 


i et k dans la somme 


; il vient 




( 




\ ôxi dp 


à&i dpi 





k 



àpi 
0* k 


o. 


Mais la somme double s'annule en vertu des 

■ 

On aura donc simplement 





o 



^F a <?F p dFp rf F « 



ôx t dpi 


(F a , Fp). 


Ainsi, des équations primitives F, 


O m m * • m F 


m 


O 



ux conditions (55), on déduit entre les xi, pt de nouvelles 



(F«, F«) 


o. 



Si parmi ces équations il en est qui ne soient pas une 

algébrique des équations (54), on pourra les 
leur adjoindre, recommencer les mêmes opérations sur le 
système ainsi complété, et ainsi de suite. On arrivera fina- 
lement, soit à un système contenant plus de n équalions 

es, auquel cas le problème sera impossible, soit à un 



système 


/ - * 


Fi 


o, 


F 


o 


o c 




ui- 


tel que les équations nouvelles (F a , Fp) = 
sent, ou soient identiquement satisfaites, ou soient, tout au 
moins, une conséquence algébrique des précédentes. 


Lorsque celle dernière circonstance se présente, elle 
pourrait donner lieu à quelque incertitude; Pour la lever, 
'ésolvons les équalions ($7) par rapport à p. des 
qui y figurent; elles prendront la forme 



Pi 



o 


5 


ê 



* ■ 



nouvelles équations 




o 


1 


1 



o 



PARTIE 


CHAPITRE IIÏ 


qui se déduisent de celles-là, ne contiennent plus ...,/> [I ; 
es ne peuvent donc être une conséquence des équations 



précédentes. Elles fourniront donc des relations nouvelles, 
qui permettront de continuer la série de nos opérations, à 
moins qu'elles ne soient identiquement satisfaites. 

Nous arriverons donc nécessairement, ou a constater 


l'impossibilité du pro 



e, ou à former 




n système 


( 



Fi 


: O, 


F 


jouissant de la propriété qu'on ait identiquement 


(58) 


(F«, Fp) 


a 

Un semblable système a reçu le nom de système complet, 


Une équation unique F< = o peut être considérée comme 


constituant un cas particulier des s 
pondant à jjl = i . 



s complets, corres- 


267. 


Étant donné, en général, un 



complet tel 


que (07 /> cherchons à déterminer une nouvelle équation 


o 


qui, jointe aux précédentes, forme encore un système corn- 

■ 

plet. 


Le premier membre de cette 



satisfaire aux jji éc 


tielles 



velle équation devra 


ultanées aux dérivées par- 



o 


(?,F a ) = 



d 


dF„ d 


i\dœi dpi dpi dx 


Ces équations linéaires forment un 
d'après la définition du n° 69. 


sys 




ien 


7 


En effet, on a 




d 


dxi dpi ôpt dx t 




d 


dF, 


P 


d 


k\dx k dp k 


dpk 





k 




/dF 


d 


I g 

k\dx, e dp k 


dF 


a 


dp k 


d \ 
dx k p 



AUX 



S PARTIELLES 


3~ 
01 




A* 


B 


k 


pour 



reger 





<?F a <? 2 F 3 


— — - ^— — ■ — — — — lia 

àpidp/c dpi dxidp k 



a 




k 



a 


d*F 



àF 



z - dx t dx h 
àF§ d»F a 


(J^A: 



(F«,Fs) 




est identiquement nul; donc les A*, 
ont nuls, et notre proposition est démontrée. 
Le système (5g) admet donc des solutions et son intégra- 


ion se ramène à celle d'une seule équation linéaire aux 
dérivées partielles à 2n — jjl variables, ou, ce qui revient au 
même, à l'intégration d'un système de o>n — a équations 


linéaires ordinaires. On connaît d'ailleurs u solutions du 


ystème, à savoir F<, v F^. L'ordre du système s'abaisse 


onc encore de u unités et se réduit à n — 2 p. 



268. Supposons qu'on en ait trouvé une intégrale cp, 
uelle, en tant que fonction des /?, soit distincte de F 4? ... 


F^. Il est clair qu'on peut y ajouter une constante arbi- 


tème 


ns cesser d'avoir une intégrale. Donc le syi 


Fi 


o 



a 


o 


a complet. 

On déterminera de même une nouvelle équation cp 2 
ontenant une constante arbitraire a 2 et formant avec les 




o 




Bme complet, en trouvant une in 




e 


d'un système d'équations différentielles d'ordre 2 n 


2 


2 


1 


et l'on continuera de même jusqu'à ce qu'on ait obtenu un 



e com 



F, 


o, 


• . • , 


F 


o 


i 


■ % 


F 


9i 



a 


o 


7 


F n 


i- a 


O. 
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Les valeurs des »/, fournies par ce système, rendront 


p { dx t H- ... H- p n dx u différentielle exacte ; car, en tenant 


compte des relations (F«, Fp) = o, les équations (56) se 



uiront à 



k àpi à p k \ dx t dx k 


o 


Le déterminant R des quantités n'est pas nul, car nous 

avons opéré de telle sorte que les f\, . F n fussent des 
fonctions distinctes des pi\ donc les quantités 



F a / dp k dpi 



k àp/c \ dx t ôx k 

que ces coefficients multiplient seront nulles. D'ailleurs le 

àF 

déterminant des coefficients -r— - est encore éeal à R el dif- 

àp/c 

férent de zéro. On aura donc 

, 1 r - «I ■ 

dpk , àpi 

— - — — o 

dx k 



m 

ce qu'il fallait démontrer. 


269. Les Quantités 

P\j ••• % />./i étant déterminées par les 



équations F< = o, F ;/ = o, il ne restera plus qu'à inté- 


grer la différentielle exacte p K dx x -\- . . . -hp n dœ n . On trou- 


vera ainsi 


ne 


lution d 


des équations aux dérivées partielles F< = o, . . . , = o, 
contenant n — u, -+- i constantes arbitraires, et qu'on pourra 
appeler une solution complète du système. 

En prenant les dérivées partielles de z par rapport aux 
diverses variables x if . . . , x u , on obtiendra les équations 



AUX DÉRIVÉES PARÏIKLLES: 
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nt équivalentes aux équations 


o, 


* t 


F 


o, 


?i + «1 = 0, 


* * * ^ 



O. 


■ 

De cette solution complète on déduira immédiatement 
toutes les solutions du 



(60) 


O 


F 


o. 


En effet, soient z une semblable solution; p t , ses 
dérivées partielles; enfin a,, . . ., «des inconnues auxi- 


liaires, déterminées parles relations 


(6.0 


fi 



a y 


o 



/y» 

^15 


• s ^/i— JJ.) 


1^ 

On aura, en différer] liant celte dernière équation 


(62) dz 


dx x -+- 




n 




n 






o 


1 



's, des équations (60) et (61) on déduit 


Pi 



doc n 


p 


71} 



7 


comme 


dz 


p x dx x -+- 



l'équation de condilion (62) se réduira à 





dci j [ » 


ûa n - 


da n 



o. 


Cette équation aux différ 
au n° 248. 



s'intégrera comme 


. , 1 ~ 

• * 

270. Il existe une classe particulière d'équations 
vées partielles auxquelles on peut étendre la métho 

• _ 





m te- 



ar différentialion exposée au n° 35 pour les équations 


ordinaires. 


Soient, 


en 



, Z, X,, X„, P M P/o P des fonc - 


j. 


Cours, III. 


23 




m m 



CHAPITRE IW. 



I V 




tions des 2/z 
faisant identiquement à la 


s z 


5 



• # * 


5 




il 


m 

*• 9 P?iy satis- 




dZ — Pi 



i 


■ '• * 




7Z 


■p 




Supposons que, les variables .z^, . . x n restant mdépen- 



s, on pose 


Pi 



dz 


Pn 



n 



qu 



V 




z 


on aura là une e 





ordre qu'il s'agit d'intégrer. 
En la différentianL on aura 



du 




«o 


et, en tirant la valeur 


il viendra 




de l'i 


qu on a par hypothèse 



dz 


té (64) et remarquant 



• • • 1 P Tt d oc 


Pi dX.i •+- . • . ~4- P n 



n 


O. 


On pourra satisfaire à cette équation aux différentielles 



i° Ou bien en Dosant 



P 


o 


■ * 


P 


71 


OR 


ces équations, jointes à Z = o, détermineront une intégrale 


si n gu i 


2 


o 



U 



n en 



entre les X un certain nombre 


d'équations de condition 
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qui, jointes aux suivantes 


P 



i 




-+- — — 



et à l'équation Z = o, fourniront une intégrale générale. 

Pour trouver la forme générale des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre auxquelles la méthode précédente 
est applicable, nous aurons à déterminer, par le procédé qui 
a déjà été exposé plusieurs fois, la forme générale des fonc- 


X/, P/, p qui satisfont à l'éq 

(64) 


ell 


271. L'équation aux différentielles totales (64) équivaut 
évidemment au système des équations suivantes aux dérivées 
partielles : 





dZ 

uz 

ÔZ 

m 

àpi 


^ k : P k 



k 


p 


dX 


k 


^k P k 


dX k 
ôpi 


PPi 


O. 


Ces équations peuvent être remplacées par d'autres, d'une 
forme très remarquable, et que nous allons établir. 

Nous désignerons, pour abréger, par ^— Fopération 



d 


~~\ — + et P ar ^ e s y m bole [UV] l'expression 


[UV] 


2,( 




A la place des équations (66), on peut écrire les suivantes 


(68) 


ci* OC £ 


cl, 00 i 


o 


qui s'en déduisent, en y ajoutant la 
iée par p t . 



équation mul- 



Cela posé, donnons aux variables indépendantes z, Xi t />, 
deux systèmes distincts d'accroissements infiniment petits dz, 

dx'i, dpi et 8s, 8.2?/, 




nt aux 



(69) 


dz 


lpidx £ , 


— p 1 1 m 

■ 

Soient dZ, dX/, dPt et 8Z, ÔX/, 8P/ les différentielles 


corres 




tes de Z, X/, P|. 


ÏPtdXi 



z 


Pidxi), 



de (69), 


par rapport aux 8, don 


<WZ 


^•(aPfdx, 




/) 


nera, en 



* 1 


ant compte 



l i (§p i da; i + ptàdxi)]. 


Permutant les d avec les 8 et 



îant la nouvelle équa- 


tion ainsi obtenue de la précédente, il viendra 


(70) 


2/ 



rfX^P,) 


o2 


^dpièoci 


Or, on a, d'après la relation (69) 


5 


(70 


dX,= 


dz 


dz 




k 



k 



k 


dxf c 


dxk 



dX./ 


de même 



k 


dpk 


(7 2 ) 


dP, 




àpic 


m 

-dp, c 



Substituons ces valeurs , dans l'identité (70) et égalons 
séparément à zéro les coefficients des diverses différentielles 


dpk, dxk, il viendra 


pàx /c 



■ 

1 


■ 


àP { 
àp k 


r dPi , 




ÔX- 


àpj { 


ÔP 





ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 



d'où, en changeant 
quantités dxh, dp 



ù en d et résolvant 


par 




dx 


k 


(7 3 ) 


dp/c 


?2 


\àpk 

doc 



Ces équations doivent 


être 



ues a 



qu on 


obliendrait en résolvant les équations (71), (72) par rapport 
aux dx^ dpk* Les deux déterminants 


A 


* * 


et 


A 


1 


dX £ 

m 

£ * 1 

àpk 

• m • • ■ * 

dx k 

m m • • ■ ■ 

9 m m m • 

■ 

• * * * » 

*; m 9 '•• * « i 

l dp, 

1 



v * • • * * * 

1 dPi 

* 

1 dX.; 

p dx j c 

p ci x } c 


* * 


* • * 


satisfont donc à la relation AA 4 — i . 

Mais, d'autre part, si dans A t on permute les n premières 
lignes avec les n dernières, puis les n premières colonnes 
avec les n dernières, si l'on fait sortir du détei 





communs 


il viendra 


< ♦ • * 

e, et enfin, si l'on permute les lignes avec les colonnes, 


^ 


1 


P 


'in 


A. 


De 




avec 


la 


. v *» 



on 
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A 


P 


2/t 



de zéro. 


Donc, si p n'est pas nul, A sera 
On en déduit que les fonctions Z,.X/, P/ sont indépen- 


dantes. Considérons en e 



jacobien 


j 


dZ 

T 


dZ 




dz 



i 


i 


- 




71 



dp 


n 


dP» dPn 

dz 




1 



En ajoutant aux colonnes de rang 2, n 


mière colonne, re 



ivement multipliée par p K , 


aura 


J 


àZ 

dZ 

dz 

doc^ 

dX t 


dz 

doc \ 

m m m 

ÔPn 

dP n 

dz 

doO j 





n 


1 





dP 


n 


i la 


pre- 
, p n , on 


Retranchons de la première ligne les n suivantes, respec- 
tivement multipliée par P, , . . ., P„; il viendra, en vertu des 
équations (65), (67), (68), 


J 


P 



dz 


o 
dX 


doc 1 


* B 


1 



n 



dz 


doc 1 


Donc J n'est pas nul. 


o 



1 


dp n 



n 



n 


I 


! 




272. SoitmaTntenantwune 



ue des, Xi, 


1 


■H 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 



9 


On aura 









k 



Je 


ou, en substituant pour dx k , dp k les valeurs (73), 


pdu 



en 



îer u 


a, pufs w = P A ; il viendra 


p^X* 
pdP k 


v 



5» 1 dyLi 


y 


/([P/P*]dX,— [X^JrfP,). 


Les différentielles rfX/, g?P; étant indépendantes, ces équa- 
tions devront être identiques; on en déduit 



[X/X /f ] 


o, 


? 


[P*P*] 
[PA] 


o. 


Faisons enfin u 


Z. L' 


que d. 



nne, en remar 


Zpidxi 



o 



O 

(75) 


n aura 



C G S 



[P 4 Z] 



O 


qui, jointes aux équations (74)5 seront 

-A- 

relation (64). 



à la 


273. Supposons qu'on ait trouvé un système de n. 
fonctions indépendantes Z, X/, satisfaisant aux relations 


1 


[X/Xfc] 


o 



o. 





errainer sans 



il d'iain?e 



manière les n 1 autres fonctions P/ ? p par les équations 


Les in équations (67) et (68), ■ qui doivent déterminer 
les n inconnues P„ forment un système surabondant :; mais 
il est aisé de voir qu'elles sont toujours compatibles. On a, 


en effet, les identités 





h 


d 00 î 


B/ 



— [X^Z] — 2/ t .P/ t .[X/ t .XA] 


0 


qui fournissent n relations distinctes entre les B, ; car 
l'un au moins des déterminants formés avec les éléments du 



• * 



* ■ 



h 


à** 



dpt 


• * • • 


diffère de zéro, puisque 1. 

tion linéaire de ces détermi 

m 

Ceci montre d'une part 



, n'est pas nul. 



5 



] 


qui sont 



LS (6 



co 




part q 



S fh 


essentiellement distinctes, dont Ja résolution 

7 


s inconnues P*. 


274. Soit 


(76) 


F 


Z, 


■ . . n -As/fi 


une équation aux 



rees 


dz 



pendantes oc \ 7 • . 00 ji et une fonction inconnue s* On 




d 2 £ 


• * 


(j OC $ oc .« 


iel les, entre les variables indé- 



remp 





tion par le système des deux suivantes; 


(77) 


F 


Z, <3?j, 


• • 5 


dz 


& m Pli • • • 7 Pni 


dp 


1 


2 pidxi 


ôoc t 


m m 


3 


o 


Soient Z, X £ -, P{ des fonctions de p/ déterminées 

comme ci-dessus, de manière à satisfaire à l'identité 


dZ 


IP i dX i 


Pidxi) 



AUX 



1 m 


PARTIELLES. 


36 


i 




les ê 



(77) les valeurs de £ 3 


Ph j^r> ---5 ei * fonction de Z, X/, P, et de leurs 


par 


tielles par ra 





équalions 


dZ 


1? Xo, ... 


V 


P t dX t 


, on aura 


Z, X|, • • . ) X re , P i? * * * , P /n . . 


dZ 

o. 


m 

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 

c^X / 


5 





equiv 


ivalentes à Té 



aux dérivées 




Y 

• - . •> - V 


7iî 


àZ 


' 5 


0% 


Celte équation 
primitive. 



d 2 Z 


k 


est du même ordre que la 


275. Les transformations de ce genre, auxquelles M. Lie à 
donné le nom de transformations de contact, ont une grande 


im 


con 



L'une des plus simples est la suivante 




Z 



y 



X/ 


Pi 


P 


x 


1 


C'est 



transformation de contact. 




y .p. 
**i x 1 



dz 

(d 



y -/ 


Hpiclxi) 



Xidpi) 


xidpi 


Cette transformation est d'ailleurs réciproque, car on 
îduit des équations ci-dessus, résolues par rapport a z, 


/y* . 


Z 



11 


/y* , 


J l 1 


III 


Equations aux 



276. Parmi les équations aux dérivées par 
variables indépendantes et d'ordre supérieur au 


ordre. 



à deux 
ier, la 


Il est facile de trouver son intégrale générale. 

En effet, prenons pour variable auxiliaire la dérivée 


d n z 


ày n 


u ; on aura 




Donc, pour une valeur constante de y, la 
dérée comme fonction de x seul, aura sa dérivée m 

* 

elle sera donc de Ja forme 


u, consi- 


i è m e 


nulle; 




-/V| ce | 



Annlït 1 


A A 

JT%- Q ^ • * * * ^ XI 


1 


étant des quantités 



epen 



es de x et, 


par suite, des fonctions, d'ailleurs arbitraires, de la seule 


van 



e y. 
La valeur 



u étant ainsi déterminée, on aura 


d' l z 




i 


Ou 





/«— 1 



SI g 



ns 



, Y m _i des fonctions de y, ayant 
respectivement pour dérivée n iême A 0 , . . ., A^,. L'équation 
récédente admettra la solution particulière 


Y 0 



Y 


1 «3? *i 



* /il — i 00 


m—\ 



ur obtenir la 



L'équation deviendra 


gene 


T 






v 


ù 


V 


et donnera 



o 


X 


0 





X 


»— i 


, X /2 _ J étant des fonctions arbitraires de x. On aura 





PARTIELLES. 


donc finalement 


Y 0 -h Yi i 





m 


— I Us 




0 



x l7 



1 • 



«— 1 


D'ailleurs A 0 , • . A m ,| étant des fonctions arbitraires de 


i emes 


Y Y 

0 5 • • • 9 L 


ni— \ 



leurs intégrales n 
fonctions arbitraires. 

En particulier, l'équation du second ordre 


également 


aura pour intégrale 


dxdy 


o 


X 




Co 


a - — - -+- 2 6 


dr 2 


dxdy 



c 


d 2 z 

ày 2 


o, 


a y 6, c étant des constantes. 


Changeons de variables indépendantes, en posant 


ax 



■ yx-\-ày 


a, j3, y, 8 étant des constantes. 


On 


aura 


*1» 


à 


dx 


d d 


dx 


CL 


do 

d_ 


y 


dy 

d \ 2 


dn 



dB 



à 

O — » 


L'équation transformée sera donc la suivante : 


(a oc 


d' 



Oc 



cô 2 ) 


<r-z 

drf 


Hr 2 [aay •+■ b(ctà 




J 




5 


ooit en particulier 


o. 


TROISIÈME PARTIE- 


CHAPITRE III 


* 

) M et étant les deux racines de l'équation 




2 bl 



cl 2 


o. 


Les Lermes en 


disparaîtront, et l'équation trans- 

* m I 


formée, se réd 



a 


d-z 


o 


aura pour intégrale, générale 




?(*)) 




O X 


f et cp désignant des fonctions arbitraires. 

Si l'équation en X a ses deux racines égales, les deux nou- 
velles varia ble s £ et r\ ne seront pas distinctes. Le 
précédent doit donc être légèrement modifié. On prendra, 



dans ce cas, a 


i 


Q 



\ et on laissera y et S arbitraires. 


• ■ 

Les quantités a + 6X, b ~\- c~k étant nulles, le terme en 
s'annulera ; l'équation se réduira à 



• * 


o 


et aura po 



e générale 



278. La méthode précédente 


5 



ment généralisée, 


permet de ramener à une forme plus simple l'équalion 


doc' 1 



2B- 




où À, B, G so 



x i y^ z i 


dz 



dx dy 


M 


o 


ions de y, et 



une fonction de 


Soienl, en efl'et, 5, ~r\ deux fonctions de x, y que nous 



AUX 
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prendrons pour nouvelles variables indépendantes; 


on aura 


dz 

^ i 

dx 

il 

ày 
à* s 


dz dl 
dt dx 



dz à 



dt dv 

d 2 z /d'EV 


01 


dz dri 

dn dv 1 

dz dri 
dri ày* 



à*z 
ài\ l 



2 



2 


à*z dï 




d£dr) dx dx 
dz d i E > dz 




o 


d*-z d£ dP d 2 z dn dn 


dP dx 2 dt) dx 2 




à%* dx ày dr\ % dx à y 



d*z /<% chn 
d^dr] \àx dy 



dri d£ 

dx dy 


dz d*i 



d 3 z 
dy* 


d'Z 



d*-z 

dri 2 



dE, dxdy dri cfxdy 
d 2 z dP dri 


d^dn dy dy 



dz d*l dz d-n 


di dy 


2 



dr\ ày* 


Substituant ces valeurs dans l'équation proposée, ôn aura 
une transformée de même forme 





Ai T 

C4-4 + M' 


dr? 


o 


ou 


A. 



A 



+ 2B 


G 


A 



dx dv 

dri dri 
dx dy 



c 




c 



Ces deux coefficients s'annulent donc si l'on prend pour ç 
et 7j deux intégrales distinctes de 1 équation aux dérivées 


partielles du premier ordre 


(0 


A 



du du 





o. 


Le premier membre de cette équation est un produit de 


deux facteurs X 


du 



du v du 

9 *M 


dy 


dx 



du 
dy 


En les é 



ant 


séparément à zéro, on aura deux équations linéaires du pre- 
mier ordre; leur intégration donnera les fonctions ïj, donl 
l'introduction comme variables 
proposée à la forme plus simple 



réduira Ja 


(2) 




ux cas sont à distinguer ici suivant le signe de B 2 


i° S'il est positif, les nouvelles variables r\ seront 


r 


rtient au type 



ique. 

i° S'il est négatif, les deux 




urs enlre I 



s se 


eq 



uantités complexes 


même des van 


■ 

Pour obtenir une transformée réelle, nous poserons 


X 



iY 


2 



iY 


X 





■ 

i 


Y 


d 


. dz 


dY 




i 



d*z 
dl dr\ 


à 


. à 


d 




i 




i 




z 


dY 



<3 



d 2 z 
àY* 


La nouvelle transfor 



e 




d 2 z 



^ 1 l A, I , Z, -j^ry 


dY 


appartiendra au type elliptique. 


3° Si B 2 — 

odifier la mé 



est nul (type parabolique), il faudra 



e prec 



ite. Car les deux facteurs du 


premier membre de l'équation (i) étant égaux, elle n'admettra 
plus qu'une seule solution laquelle satisfait aux deux 
équations équiv 



A 


d\ 




B 




o 


B 


à 




C 


dy 


o. 


Prenons pour ^ une autre fonction quelconque de x,y\ 
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■ 

on aura A' = B' = o ; d'où l'équation transformée 

r* { > àz dz 



Les trois types ci-dessus seront bien distincts si B 2 



conserve un signe constant, ou reste nul pour tous les 
systèmes de valeurs de x, y qu'on aura à considérer. 


279. Parmi les équations de la forme (a), nous c 
rerons en particulier l'équation de Laplace 



( 3 ) /^- + M l i + N 3 i -t-P*H-Q = <« 


dxdy dx d\ 

où M, N, P, Q sont des fonctions de x, y seulement. 
En prenant pour variable auxiliaire la quantité 

dz 

(4) -t— H- 

ày 

- 

l'équation proposée pourra s'écrire 

ox *> 

en posant, pour abréger, 




o, 


dM 


L'équation (3) est donc équivalente au système des deux 
équations simultanées (4) et (5). Ce système s'intègre immé- 
diatement si A = o. En effet, l'équation 

'*> il | ♦ ' 

H- N w + Q = o, 



ne contenant de dérivation que par rapport à x, deviendra, 
pour une valeur constante de y, une équation aux différen- 


tielles ordinaires, linéaire et du premier ordre, dont on 
déterminera aisément l'intégrale générale sous la forme 


TROISIÈME PARTIE 


CHAPITRE III. 


Uà étant une intégrale particulière et G une quantité tuas- 
tante pour y constant et, par suite, une fonction de y seul, 
d'ailleurs arbitraire. 

i ainsi trouvée dans l'équation (4). 


Cette équation, ne contenant de dérivation q 



une équation aux 


différentielles ordinaires, à la condition de remplacer la con- 
stante d'intégration par une 





On 




z 


îtra 


expression ou 



e 



zer 



, en second lieu, que soit différent de 



(5) donnera 


i / du 



N« 



Q 



cette valeur dans (4) et 



M, 


M 


i àk 

kàj 



à JogA 


ày 


Pi 


Q 


i 


ày 

ày 




A ày 

Qàk 
A ày 



MN 



àv 



MQ 



1 


ày 


il viendra 


(7) 


d 2 u 




M 


i 


équation de même 
in tégrée, 



île 



pour 



:eger, 


d loir A 

n — 




P 


ùx 


5 



à loff À 




MO; 



m m 



i elle peut être 


valeur de 


Cette intégration pourra se faire immédiatement si 1 on a 


o 


Ai 


P 


àM. 



à 9 '\osk 




A 


àN 



ày 


M 

àx 


d 2 lo<rA 





2 A + 


4y 



MN 


P 


Sinon, 



'ons sur 


la transformée comme nous l'avons 
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tion à celle d'une nouve 




rmee 




M 


dv 




N 


dv 


■ 




Ql 


o 


laquelle pourra se faire si Ton 


o 


A 


2 


d % \o»k x 

dx dy 

d 2 lo<r A x 

dx dy 



A, 



ày 



2A, 


A. 
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■ 

fait sur l'équation primitive; nous ramènerons son intégra- 


i 


Continuant clc même, nous aurons un nouveau cas d'inti'- 
grabilité, si Ja quantité 


A 


<?MogA 2 
dxdy 



2 A 


2 


est nulle, et ainsi de suite. 



; L'équation primitive ne changeant pas de 



e si 


l'on y permute x et M avec y et N, nous obtiendrons évi- 
emment une seconde série de cas d'intégrabilité analogue à 
la précédente en formant successivement les quantités 


Si V 


1 1 une 
inLégrable. 


B 



B 



P 



ày 


MN, 


■ 

d' 2 loçB 

dxdy 



B 




B, 



s'annule, on arrivera à une tran 



rmee 



Considérons l'équation de Liouville 


d 2 z 






e 


Hz 


■ 


J. 
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rat 



< 


CHAPITRE III. 




il viendra 



Q. 



dx 


e 


et, en prenant la dérivée par rapport ky, 


à*Q 
dxdy 


e 


2ÀS 2 À 




2 



Cette équation peut s'écrire ainsi 




O 


ou, en intégrant, 



*Q 2 



Soit 


1 


equa 




2 


tira 



00 



une solution 



re de celle 



F, 


1 


1 


et ces équations n'apprendront rien sur les fonctions et/, 


la fonction F étant arbitraire. 


Pour avoir la solution gé 



osons 


Q 


1 f(y) 


■-h 



w étant une nouvelle variable, il viendra 


du 



u 



"(y) 



À U 


O 


ou, en multipliant par 


/'(r) 


r n 


U 



u 



f'(y) 


u 



o 
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I 


OU 


à f (y ) 



u 



0* 


Intégrant par rapport à 7, il vient 


! v 



u 


d'où 


1 


/' ( v ) 



Q 


-h cp (X)' 

1 /"(.y) f(r) 




fin 


e * z= àQ._ /(.V )?'(*) • 



• 

283. Etant donnée une équation aux dérivées partielles 


du second ordre 


¥{z,x,r,p,q,r, s,t) } 


dz dz d % z 


où nous posons, pour abréger, ~^=P, ^ = ^> ^2 = r > • 

de lui appliquer la transformation de Le- 



gendre. Soient 



* 

les nouvelles variables, et désignons par P, Q, R, S, T les 

Là 




On 


aura 


dZ 





\r û dy — dz 



d' 



xdp -\-vdq = œdX -\-ydY, 



et, par suite, 


On aura ensuite 


z = PX-h QY 



dX — dp=rdsc-hsdf, dY = dq =s dx -t- f 



1 


* 



372'. 

et, en éliminant dX. et 

7 



'4 1 



CHAPITRE II f. 


d'où 


et enfin 


/ 



HT 




R/ 



S 2 




/' 4 



S.Ç : 


S/' H- Ts 


,9 


T 


1 





R<? 

r 


S 


HT 




TfWr; 



J 




9 

e 






5 




T 


S 


R 


- i 




0. 


2 







cour 


■ 

bure 



lion du 
Egalant 


lion di 



a 



liquer cette 



partielles c 




Nous avons donné 




1 


à zéro la somme de ses 

cherchée 






de signe 





on o 


'cqua- 


de 


n° 516) l'équîi- 
de 






(1 



</ 2 ) r — 2 pqs 


(1 



o. 


Par la transformation de Le 2 



5 



e 




(8) 







Y 2 )T 


o 



J ■* 

ifférentiant par ra 



(9) 



2 ) 


dR 




2XY 



a 



5 



11 



(1 4- Y 2 ) 


dT 




2XR+2YS 


0. 


Mais on a 


àR 



R 


d 2 x 
dX* 


dP 


dX 



dX 


dx 
dX 


dP dx 


S 

~ dY ' 

" ÔY' 

d 2 x 


d*P 

dXdY r 

dX~ 

~ dY* 


Ô 2 .T 
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| 

L'équation (9) peut donc s'écrire 


(■ 



X») 


l\Y ... + (1 


()X dY 




d 2 .£ 


dY 2 



aX" 





2 Y 


1 

dx 
âY 


— o. 


La différentiation par rapport à Y donnerait pour y la 
même équation aux dérivées partielles. Enfin, en tenant 
compte de la relation (8), on vérifiera aisément que 


PX 



QY 


Z 



7? 


z: 


■ 

satisfait encore à cette même équation. 

Pour intégrer l'équation (10), nous la simplifierons sui- 
vant la méthode du n° 278, en remplaçant X, Y par de nou- 
velles variables indépendantes tj, qui satisfassent à l'équa- 


tion aux dérivées partielles 



x! > (i 


t- aXY 


du du 
dX dY 



(i 



2 


) 


dY 



o 


■ 

* * * 

Cette dernière équation, décomposée en facteurs, donne 


la suivante 



(n) (i 



X 2 ) 


du 



(XY 




i 


X* 


Y*) 


du 
ôY 


o. 


dont l'intégration se ramène à celle de l'équation différen- 


tielle ordinaire 


dX 


dY 


i -t- X 



I 


X 2 


Y 2 


ou 


(12) 


(i + X 2 )- 


dY 


dX 


XY 




i 


X 2 


Y 2 


Prenons la dérivée de cette équation et remplaçons-y 


dY 
dX 


par sa valeur; il viendra 


■ i 



d*Y 



2 


O 


dY 



const 



'intégrale 


générale de 



I "h 


XY 




i 


) sera 



c 



X 2 


— 



Y 2 


de sorte que I 
seront les suivantes : 

■ 





antes à 



m 


XY 



I 



I 



I 



I 


X 2 



2 


V2 


Y* 


XY 




Y 2 



i 



X 2 — Y" 


Y 2 


j 


X- 


j 


Y 2 



2 


Éliminons le radical entre les deux é 

■ * < 

qui donnent £; il viendra 




entes 


d'où 


('4) 


1 



2 



(i+Y 2 ) 


X 





XY? 


£ 2 


O 


On trouvera de même 


(i5) 


X 


Yt) 




i 


2 


De ces deux équations on tirera 


X 




J 


I 



Y 



i 



l 


Pi 

•5 


1 



(io 


J 




au moven des nouvelles va- 


riables prendra la forme 


où 



M 


N 



S AUX 



PARTIELLES 


* « 

coefficients M, N ont pour valeurs 


dX* 



(i 



X 2 ) 


dX*- 


2XY 


dXdY 



(i + Y 2 ) 


dY 2 



2X 





2 Y 


dY 



2XY 


d 2 l 


I 



■ 4 
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Or ces deux coefficients sont nuls, 
à laquelie satisfont Sj et t\ peut ais 
deux formes équivalentes 


mettre sous 




X 2 


Y 2 ) 


du 
dX 




2 ) 


du 
dY 


o, 




du 




Y 



s 



1 


X 2 



du 
ôY 


Ajoutons à cette dernière équation la dérivée de (11) par 


(1 



) 


d-u 
dX* 


1 


6) par rapport à Y; il viendra 



2 XY 


d 2 u 


dX dY 



2X 


du 

F 

dX 


(i + Y 2 ) 



2 Y 


u 

du 
dY 


o. 


Pre 
aura M 


nan 



o, N 


o. 


pour u les fonctions ç, 7), on 


L'équation transformée se 



uira 



a 


o 


et aura pour intégrale générale 


$ et *F étant des fonctions ai 




5. Il résulte de l'analyse qui précède que les surfaces 

à celles dont les coordonnées 

, V) par 



cherchées 

peuvent s'exprimer en fonction de deux 
des équations de la forme 




x 


y 


<i> (£) + 


w (tj), 



Ces dernières surfaces jouissent de la propriété géomé- 
trique d'être engendrées (et cela de deux manières di 



par la translation d'une génératrice de forme invariable. Il est 


clair, en effet, que les courbes y\ = const. représentent les 

■ 

diverses positions d'une même courbe déplacée parallèlement 
à elle-même. De même pour les courbes 


const. 


Nous allons poursuivre l'étude du problème, pour 
de préciser la nature des surfaces cherchées. 



er 



. Puisque x e 



etion 



- 

d'où 




d'une fonction de \ et d'une 


nous pourrons poser 


x 


<p'U) 


çp et <L étant arbitraires. Gela posé, on a 


dZ 



z 


x 




* 


Y étant supposé constant dans l'intégration. Or les équa- 


4) et 


i 


cl i 


dX 



dy 


\ 


Ydn 



dsj 


i 


i 


Substituant ces deux valeurs de dX. dans les intégrales 
correspondantes, et intégrant par parties le second terme de 



chacune 
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il viendra 


377 


z 


Y?(Ê) +V 


I 



1 


: "2 



Y + (yj) + 



1 


Y) 2 ty'(fl) 



I 


rf ty n (n ) dti -+- C, 


G désignant une fonclion de Y. 

Pour obtenir maintenant y., nous aurons à prendre la 
dérivée partielle de celte expression par rapport à Y, en 
supposant que les variables indépendantes soient X, Y. On a, 
dans cette hypothèse, en prenant les dérivées partielles des 
équations (i4) et (i5), 



x 


ri 



dY 
dY 


1 


1 


£ 2 

S 


à 



o 




o. 


En tenant compte de ces relations, la dérivée de Z se ro- 



uir 


aà 


y 



Mais y doit êlre de la forme -h ; et son dernier 


terme 


dC 
dY 


de 


y 


fondre celte constante dans la fonction arbitraire o, de telle 
sorte qu'on ait simplement 


y 




c 


e 


les intégrales. 


pprimer 



: X 


X 



Y/ 


la quantité 

z. 


■ 

bstituant les valeurs trouvées de y 


I 


3 7 8 
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compte des relations (i4) et (i5), il viendra 



i 



I 


<b"(r)) dr, 


Nous avons ainsi exprimé les trois coordonnées «r, y 
des surfaces cherchées au moven des paramètres yj. 



. Go 


premier or 


nsi 


dre 



ns l'équation aux dérivées partielles du 


(17) 


v) 


o 


où 11, v sont des fonctions données de y, p, q } doot 
l'une au moins contienne p ou q, et O une fonction arbi- 



Prenons les dérivées partielles de l'équation. Il viendra 


d® 

du 



_ 1 _ __ 



V 


du 
dx 

dv 


du 


à 


it 





r 


du 



\- s 



d 


X 


dv 


r 


dv 
dp 


dv 


s 



o 


du 




dv 


du 
dy 

dv 



dy 


du 


dv 


S 


du 



f- t 


s 


dv 
~àp 



t 


du 
dq 

dv 
d~/j 


■ 



1 


e 


rapport - 


d® d® 



u dv 



une équation 


du second ordre, de la forme 


(18) 


Hr 


H- 2K5 




M 



5 2 ) 


o 


5 


où H, K, L, 



9 


premier ordre est dite une intégrale 


interm 


Réciproquement, étant donnée une équation du second 


de 


V ✓ ' L L L w 

reconnaître si cette équation admet une intégrale intermé- 


terminer celle-ci lorsq 


28 
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pposons que l'équation (i 8) admelt 


3 79 


SoitV ce que devient le premier memb 


quation (17) pour une détermination d 


de la fo 


bitraire, on obtiendra l'< 


c, c désignant une 


('9) 


V 


c 


1 




comme cas particulier de (1 

Toute solution de cette équation satisfera donc à l'équa- 
tion (18). Mais elle satisfait en outre aux deux équations 


(20) 


dY 

dY 

dY 

dY 

dx 

d z> 

dp 

dq 

dY 

dY 

dY 

dY 


~ q dz 

H- s — h 

dp 

dq 


o 


o 


obtenues en prenant les dérivées partielles de (19), 

Tirons de ces équations les valeurs de r, s pour les substi- 
tuer dans (18) ; il viendra 


(21) 


P 



o 


en posant, pour abréger, 


P 





d 


H 




Q 



2K 


1 





dY 

dq 

dY\dY 
dz I dp 

<?V âY 

dp dq 

dY\dY 

dq 


dV /dY 


dY 


r t 


dp \d 


x 


k-p 


d 



M 


dY\- 


\dp 


N 



dY 


2 



d 


N 


âY 
dx 



P 


àY\dV 
dz ) dp 


quation (21) doit 


être 


une conséquence de l'équa- 

1 A 


tion (19). Mais les seules relations 


de 1 


a 




sont évidemment les relation 
que V contienne p. le déterm 


O 


r, si nous su 


fdYV 



osons 


des relations (20), 


38o 
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>o 


par rapport à r et s, élant 
aucune relation nouvelle, indé 
l'équalion (ai) ne pourra subsister que si lou ai 


ou ne pourra en déduire 

r et de s ; donc 





ment 


P 


o 



Ce sont 



nx e 



Q 


simultanées du 



or cl 


re 


y 


auxquelles la fonction V doit satisfaire. En général, elles 
sontincompatibles; mais, si elles ontdes solutions communes, 


chacune d'elles donnera une fonction V, telle que l'équation 
= c entraîne comme conséquence l'équalion (18). 

■ 


V 



. Ces équations P 


o, Q 


o sont du second degré 



il XIX 



rivées de V; mais elles 



être 


simplifiées. 


En effet, éliminons en Ire ces deux équations la quanlitc 


doc 


f- p 




> nous obtiendrons cette nouvelle équation 


(22) 


N 





MN 


K 2 ) 



o; 


d'où l'on déduit, en posant, pour 



ger 


( 2 3) 


Pi 




G 


K 2 



MN 





(K 



V/G) 



H 



o. 



dans Q 


o la 



ur 


de 





tio 


n, et 



facteur co 



viendra 


tirée de 

un -r ; il 
dp 1 


(24) N 


\ dx 



L 



y 


dp 




V/G) 



dq 


o. 


es 



(23) et (24) sont linéaires. Si G n'est 


pas nul, on pourra prendre successivement pour 



les deux 


valeurs dont cette quantité est su 
ainsi deux systèmes d'équations linéaires 


(25) 


et 


(26) 



e ; on obtiendra 


Pi 


o 


Q 


O 


P 


O 


Qi 


O 


et V devra nécessairement satisfaire à l'un des deux. Si G 


est nul, ces deux 



se réduiront à un seul. 


290. Nous avons toutefois supposé dans la démonstration 



n'était pas nul. Si l'on avait 


dp 


dp 


o 


mais -t— *< 


on n'aurait qu'à permuter dans le raisonnement x, p, r, H 
avec y, q, £, L, et l'on arriverait au même résultat, car 

l J 2? Q2 


ce changement transforme simplement P n Q,, 


en Q 2 , P2? 


Qi, Pi- 


Notre conclusion ne serait donc en défaut que si V ne 




5 


ontenait ni p ni q. Mais, par définition, s'il existe une in té- 
grale intermédiaire 


l'une au moins des fonc 


lions u, c -contiendra p ou q. Donc, parmi Jes fonctions de la 
forme $>(Uj p), on pourra trouver deux fonctions distinctes U 

contenant chacune p ou q et satisfaisant, par suite, à 




l'un des deux systèmes d'équations (26) ou (26). Toute fonc- 
tion W(U,V) de U et de V qui contient p ou q y satisfera 


de 


même. 


O 


t de là que U et V doivent sati< 
25) ou toutes deux au système 
U satisfît au système (25) et V 


l F(U,V) ne satisferait, 



\ à aucun des deux. En 


effet, l'équation P M par exemple, étant linéaire, le 

_ * 



de la 


bstitution de W(U 

\ 

* ^ * 

dW 


S- 



àV 


T, 


Set X 


étant les 



de la substitution 

■ 


on aura 


S 


o 


5 


T 


2 


dV 
dp 


o 


dW 
dV 


S 


dW 




T 


2 



dp ~àV 



De même, le résultat de la substitution de W(U, V) dans 

; or y/G n'est pas nul, les deux 


sera 



systèmes (20) et (26) étant supposés distincts ; d'autre part, 




et 




ne sont pas nuls à la fois ; enfin, si W contient V, 


âW 
d\ 


1 < : 3f » '-' • 

n'est pas nul ; donc ? ne pourra satisfaire à la fois aux 


deux équations P 4 


o, Q, 


■ 

o. On voit de même que, si 



contient U, il ne peut satisfaire à la fois aux équations 


P 



Q 


t * * 


Si donc il existe une intégrale intermédiaire, Tun au moins 


des deux systèmes (25) ou (26) admettra deux intégrales 
istinctes U et V. 
Réciproquement, si le système (26), par exemple, admet 
deux intégrales distinctes, U et V, il admettra comme inté- 


grale W(U, V) 



le que soit la f 


l'intégrale intermédiaire 



, et l'on aura 


W(U,V) 


O.- 


La recherche des intégrales intermédiaires se réduit, 
comme on le voit, à celle des solutions communes à deux 


e 




res 


du 


premier 



re. 



. Lo 


rsqu on 


r 




si à trouver une intégrale intermé- 


W(U,V) 


O 


il ne reste plus, pour obtenir z 7 qu'à intégrer cette équation, 


V 
k 

t 

/ 
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qui est équivalente à la proposée, mais du premier ordre 


seulement. Toutefois, la présence dans l'équation d'une 


fonction arbitraire rendra en général L'intégration plus diffî- 



e. 


On peut d'ailleurs obtenir plusieurs intégrales intermé- 
diaires, soit que chacun des deux systèmes (25), (26) en 
donne une, soit que l'un d'entre eux en fournisse plusieurs. 
En effet, ce système étant formé de deux équations entre 
cinq variables pourra admettre dans certains cas jusqu'à 
trois intégrales distinctes U, V, W. Il fournira alors deux 
intégrales intermédiaires 

L , I % 

W(V, V) = o, X(U,W)=o. 

upposons qu'on ait obtenu deux intégrales intermé- 
diaires, on pourra les mettre sous la forme 

(27) U=/(V), \3 X =*{\ X ). 

gnons à ces équations la suivante : 

dz = p dx -+- q dy. 

On pourra tirer p et q des équations (27) pour les substituer 




dans cette dernière ; on obtiendra ainsi une équation aux 



ntielles totales entre les seules variables x, y 1 3. Cette 
équation satisfait évidemment à la condition d'intégrabilité, 
et son intégration donnera z. 

11 y aura, en général, avantage à faire un changement de 
variables en prenant V et V 4 pour variables indépendantes 
à la place de x et de y. 


■ 

292. Soit, comme application, à intégrer l'équation 


rt — s i =o. 


On a ici H = K = L = M .= o, N =.i, G = o, elles deux 



• m 


26) et (26) se réduiront à un seul 

àV âV ■ ■ dV 





r 

4 
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Ce système admet évidemment les 
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I rois intégrales 


V 


On aura 


P 


5 



V 



<7 


s 


Y 


les deux intégrales in 





î aire s 


9 
px 



gy = <?(p), 


qu'on doit combiner à 


■ M 





ntiation 



■ 

deux premières équations donne 


dq 


f[p) d f, 




X 



ydq = ® 


f 



et, en substituant les valeurs de dz et dq. 



f 



o. 


E 


n 




o, d'où p = c, on aura la solution 




/(c)Y-o(c), 


et, en égalant à zéro l'autre facteur, on aura une autre inté- 
grale, représentée par ces deux équations 


c» 


px 


X 



f(p)y 
/-+-?'(/>) 



O. 


IV. 


Équations linéaires. 


293. Les problèmes de la Physique mathématique con- 
duisent en général à intégrer des équations (ou des systèmes 
d'équations) aux dérivées partielles, linéaires par ra 



aux 



inconnues et a 




rs dérivées partielles. 


S'agit-il, par exemple, de la propagation de la chaleur, on 
aura, entre le temps t\ les coordonnées x, y, z d'un point 
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38 


q „elco„ q »e du ceps étudié etsa .e.pérauu.eu, ^^ 


(') 


ôt 


<? 2 U 


a 


d 2 U 


<? 2 U 



a 






2 


a désignant une constante. 
Il faudra joindre à cette équation, pour préciser la ques 


lion, certaines conditions accessoires qui varieront dans 


chaque cas. 

Si l'on considère un espace illimité, on rendra le problème 
déterminé en joignant à l'équation (i) une équation de la 


forme 


U 


pour t 


o 


mi 


K de 


donner la température initiale de chacun de ses points, ce 
qui donnera Ja condition 


(a) 


U 


/(*» y,*) 


pour t 


o. 


Mais cette condition n'ayant plus lieu pour un point quel- 
conque x, y, z de l'espace, mais seulement pour les points 
intérieurs à K, ne suffira plus pour rendre la question déter- 
minée. Il faudra y joindre de nouvelles conditions relatives 
aux points de la surface S qui limite K. On pourra, par 

• m 

exemple, se donner la température à 

chacun de ces points, ce qui donnera une équation de condi- 
lion de la forme 



instant en 


(3) 


V 


<p(a?, y,z, 0, 



pour tous 




de S. 


La -connaissance de la température à la surface du corps 




■ 


être remplacée par une 




ee equiva 

J 



Si, par exemple, on sait que le corps rayonne librement 
dans un espace à une température constante, l'équation à la 


J. 


— C 



s, III. 


■20 
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surface (3) sera remplacée par la suivante 






cos a -h "t~~~ cos (3 + ^— cos y = A U , 


ains 


accessoires 


ons ir 
iLir du 



mites 


corps. Les unes et les autres peuvent être variées d'une infi- 
nité de manières, ce qui donnera lieu à autant de problèmes 
essentiellement distincts. 


294. En général, les conditions accessoires, de même que 


les équations aux dérivées partielles, seront linéaires par 


rapport aux fonctions inconnues et à leurs dérivées partielles. 
Il en résulte d'importantes conséquences. 


Soient, en effet, , U 2 , ... les fonctions inconnues, 



t, ... les variables indépendantes. Les équations aux 


dérivées partielles seront de la forme 


(5) Fi — /i> F 2 = / 2 , 




les conditions accessoires de la forme 


(6) *t=<Pl, <&2=<P 


f2î 


F,, F 2 , . . • • • étant des fonctions linéaires et homo- 


gènes par rapport à U< , U 2 , ... et à leurs dérivées partielles, 
et/ 4 , /a, . . m , cp 2 , . . . des fonctions des variables indépen- 



Supposons que nous soyons parvenus à déterminer : i° une 


solution particulière U' p U^, ... du système d'équations aux 


dérivées partielles 


(7) F 1 = /„ F 
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2° une solution particulière , U" 2 , ... du système 


38 7 



o 


F 


elc. 



u, 

m 


\ 




u: 






v 

* 2» 


* 9 


Les nouvelles variables V l? V 2 , 


devront évidemment 


satisfaire aux équations 


F, 


o 


F 


2 


O 


et aux conditions accessoires 


fi 


2 


Cp 2 


^2, 


|i 7 désignant les fonctions des variables 

dantes qu'on obtient en substituant dans «Ê,, <ï> 27 
place de U 2 , - - • les expressions 



mm 3l lR 


U, 



u; 



u 



Soient, d'autre part : i° V' n V^, ... le système des fonc- 
tions qui satisfont aux relations 


(9) F, 


o, 


F 


o 


l 1 


4 


il 


o 


2° j V'2. ... celui des fonctions qui satisfont aux relations 


(10) F, 


o 


F 


o, 


O 


<P2 


<j>2, 


Si 


1 nous posons 


v, 


V 


2 


v; 

v: 



v; 



m m 9 



0i> 



V 




2? 


les nouvelles variables 9 4 , 9 2 ? satisferont aux relations 


o 


F 


2 


o 


#1 


o 



o 


• . . 


Ces équations, étant linéaires et homogènes par rapport 
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aux fonctions inconnues et à leurs 




solution 6 1 


o, 9, 


2 


0 


1 



puis 

donc finalement 


le problème est entièrement 


r. 

et n'en admettront pas d'autre 



On 


a u ra 



l 



U 




T* 



V" 4- 

t I * ■ • * j 


u; + u; + .. 



v 



v: 


2 



9 


et Ton voit que la résolution du problème primitif s'obliendra 

une solution particulière de chacun 




inant : i 

des systèmes (7), (8), . . . ; 2 0 la solution de chacun des 

systèmes (9), (io) ? .... 

La question se trouve ainsi ramenée à d'autres problèmes 
us simples où tous les seconds membres sont nuls, à 
exception d un seul. 
Dans la plupart des applications, les équations aux déri- 

ielles (5) n'ont pas de seconds membres ; on pourra 




donc poser plus simple 


\ ! -h V| H- . . 





u 


2 



• * 


7 


y/ y . y» y" 


. étant les solutions des sys- 


tèmes suivants : 



F, 


o 


o 


5 


F :2 — o 


F 


o 


• * 


1 


7 


o, 


4> â — - 0 , 

#2 — 92, 


• 1 


m -« 


■* • « « • 


* 1 * 1 


• # • • 


****** s . é 1 

295. La décomposition précédente du problème propose 
en problèmes plus simples est sou vent utile ; mais il n'est pas. 

y avoir recours. Nous admettrons donc, 



ours necëss 



pour plus de généralité dans les explications qui vont suivre, 

été faite complètement, de telle sorlc que 


qu 



11 ai 





on ait. à, intégrer un système formé d'un, certain 

* * * _> 

d'équations aux dérivées partielles linéaires et sans seconds 

1 1 



. * 


l 7 . 


o 


F. 


o, 



AUX 


1rs partielles 



jointes à des conditions accessoires dont les unes 


(12) 


2 


o 


n 



pa 




s m 



(,3) 


5 


w 


, tandis que les autres 


en auront. 


q 



de celte nature est la suivante : 

On néglige provisoirement les conditions (i3) ; les équa- 
tions conservées (1 1), (12) ne suffisant plus pour la détermi- 
nation complète des 
infinité de solutions. 

On tâchera d'en déterminer des solutions particulières. 
Dans tous les pr 



ions inconnues 



ont une 



s qu'on 


ob tiend 


sim 



{ Vi 


\ 


étant 



■ 

paramètres variables d'une solution à 


l'autre. 



ux cas seront ici à 



inguer, suivant que les valeurs 
précédentes constituent une solution, quelles que soient les 
constantes a, (3, . . ou seulement pour celles de ces valeurs 
qui satisfont à certaines relations (par exemple, pour les 
valeurs entières de ces constanles, ou pour celles qui sont 
es racines en nombre infini de cerlaines équations transcen- 
dantes qu'on formera dans chaque cas). 





(i5) 


I Dans le premier cas, les intégra 


<p(«, (3, ...) /i da.d$..., ^<p(«, (3, --O/a da <:/(3..., 





de v '- 


une nouvelle solution, quels que 
îgration et la fonction ©(a, p, ...). 



« 


clair que le résultat de la substitution de ces intégrales, dans 
Pune quelconque des équations (i i) ou (12), sera 


(16) 



cp(a, (3, * . .)M da dfi. . . , 


M désignant le résultat de la s 



titulion de / l5 / 2 ,.... 


Mais M est nul, par hypothèse : donc l'intégrale (16), ayant 



nts nuls, sera n 




eue-meme. 


nous tâcherons de 



l'intégration et la fonction arbilraire <p, de 


r le champ de 

sorte que 



la solution (i5) 



aux conditions (i3). Si nous y 


parvenons, nous aurons satisfait à toutes les exigences du 
problème. 



. Dans le deuxième cas, on su 
la formule (i4), pour les paramètres a, (3, . . ., les divers 



a su 





èmes de valeurs dont ils sont susceptibl 


ainsi une s 


uite illimité 




obtiend 


ra 



ee ae 



u 




V 


V" V" 
Y 1 > * 2 y 


9 


Nous obtiendrons une nouvelle solution plus générale en 



(17) 


C 


r\rr 




c !t Y[ 



• 7 


v 


c'Y'. 



c" Yl 



• • # 


désignant des constantes arbitraires. 


11 est clair, en effet, que le résultat de la substitution de 



ces valeurs dans l'une quelconque des équations (1 1) et (12) 


sera de la forme c r W 



. .., M', M", ... désignant 
les résultats respectivement obtenus par la substitution des 
diverses solutions simples. Or M', M", ... sont nuls, par 

... le sera, et les séries (17) 


hypothèse ; donc c ! 



c" M" 



donneront une solution. 


Il restera à déterminer les coefficients arbitraires c', c n 7 . . M 

îries soient convergentes et satis- 


de te 




que c 



fassent aux conditions (1 3). Le problème sera dès lors résolu. 
No us allons éclaircir cette méthode par quelques exemples. 
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3g i 


fini. 


298. Propagation de la chaleur dans un milieu indé- 


On a à intégrer l'équation 


(18) 



ôt 


9 

a 1 


d 2 U 
ôx- 



dy' 1 



jointe à la condition initiale 


U 


pour t 


o 


L'équation (18) admet évidemment comme intégrale par- 
ticulière l'expression 

cosm(.t — X) cosf ( y — cosw(z — v)e-(« 2+( ' s - t -«' 5 )« 5 ^ 


U' 


a, c, w., A, j/., v étant des constantes arbitraires. Elle admettra 
donc comme solution l'intégrale 


' / I Wdudvdw, 

0 «'O 


laquelle est le produit des trois intégrales simples 


0 

o 


COSP 



00 


e -a-wn co$w(z — v) dw. 


0 



s intégrales sont aisées à calculer. Nous avons trouvé, en 


effet (t. II, n° 200), la formule 



r 


o 


e~ a y* cos 2 by dy — - v/ 7T 

2 




1 

2 


e 


h* 


a 


Changeant dans cette formu 
il viendra 



u, a en a 2 t, b en 


x 


( .r — X ) 
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3Q2 

Calculant de même les deux autres intégrales, il viendra 


L'intégrale 


U 


1 


71 


3 


7f 


3 


e 


f.r — X\» 
4 rt a f 


2a\/t 


iy — \}.\* : (s- v^ 


2a 




2a\j t 



sera encore une 




ion . 



ette expression peut se 



Ou 



2 a 


\/t 


F- 


2 a \/t 


3, 


en 



v 


2 a 




u — 


7T 





X 



P 2 -T 




valeur de U se réduit 



r £ 


o au 


f(x,y, z) par les trois intégrales simples 


1 


00 



a 2 


7l 


00 



4*L 


I 


» 1 ■ 



7T ty 



2a 




uit de 


oc 



on a 


1 r 

m 

■ 


oo 




- r- i. 


00 




00 


L. II, n° 



; et de même pour les deux autres intégrales. 


L'expression U satisfera donc à la condition initiale 


U 


pour 


t — o 


et sera la solution du problème. 


299. Propag 


Les composantes à l'époque t de la vitesse de la, molécule 



un espace indéfini 
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090 


d'air située originairement en (x, r, z) seront — ■-, — , — , 

dx dy dz 

U étant une fonction de .r, y, z, t satisfaisant à I'-' 



iiauon 


0*U 

dt- 


r- 



dy* 


<? 2 U 

dz 2 


où A 2 est une conslante. 


Proposons-nous d'intégrer cetle 


équation, étant 


données 


les conditions initiale 



U 


F{x, y, z). 


dt 


pour 


o. 


Posons ).£ 


;•, étant une nou 




, 6, c au lieu de a?, y, 5. 



deviendra 


(19) 


~dr r 


d*U d*U 

db* 


da- 


et les conditions initiales seront 


U 


F(a, 6, c), 


àr 


e variable, et écrivons 


aux dérivées partiell 



de 1 


pour 


r 


o. 


No 


us 



rons le problème en nous appuyant sur le 


propriétés du 



léricjiiG. M. Boussinesq a donné 


ce nom à l'intégrale double 


U 



Û 


m m 

prise sur la surface ù d'une sphère de rayon r et de centre 
(a, b, c), [>.(x, y, z) représentant la densité. 

U est une fonction des quatre variables r, a, b, c; nous 
allons voir qu'elle satisfait à l'équation (19). Formons, en 



ses 



Si nous changeons a en a 



h, 




intégration 


era la surface d'une nouvelle sphère, de rayon r, mais de 


entre 




A, b, c). Les éléments da d 




-ci 



égaux aux éléments correspondants de la sphi 



primitive ; 
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mais leurs densités seront 
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1 1 » 



A, y, = 



h 


dp 
dx 



m m 



de U sera donc 


d'où 


h 


dp 



d 



r 


de, 


dU 
da 



dp 
Q dx 


da 



ouvera 



A 


même 


d*U 
da' 1 




2 



r ïJq dx 


2 



et d'une manière analogue 


dH) 



2 




i 


r 



On pe 



d' 



urs écrire 


U 



si r 


on 



en r + Jr, 



r 


ne changera pas (son 


expression en coordonnées polaires étant sin 



sont respectivement accrus de 


■ 


dr cosa, 


dr cos (3, 


dr cosy, 


cosa, cos (3, cosy étant les cosinus directeurs de la normale 
extérieure à la sphère. On aura par suite 



dr 



4 


I 

r 


I désignant l'intégrale 




\^dx 


cosa 



dp 



cos j3 



■ 

dp 


cos y rfa, 

as 


ui, d'après le théorème d'Ostrogradski (t. II, n° 171), est 


égale à l'intégrale triple 



àx 1 



d*u 




dz* 



dv 


prise dans l'intérieur de la sphère 
Nous aurons ensuite 


d'U 
dr* 


U 



1 


/ 


.2 


i dU 


r 07 




7- 


i d\ 

a 

/• dr 


i dl 


r di 


D'ailleurs, si Ton change ren r + dr, le champ de l'inté- 
grale triple se trouvera accru d'une couronne sphérique 

_ 

d'épaisseur dr et où l'élément de volume est d<sdr. On aura 


donc 


d 2 U 
dr* 


i àl 
r dr 



r 


ù 


dm 

da* 



d 2 jx 
àx l 

m 

~d¥ 


^-4 4- ?rrl de 



à 2 U 


de 


dz* J 


En 



cette équation par r 



à r, on voit 


dU 



-rp y satisfait également, 

Supposons d'ailleurs que le rayon r tende vers zéro 
y,z) tendra vers la valeur constante p(a, 6, c); I sera 

un infiniment petit du second ordre; U 


et -r-r seront du 
dr* 


dV 



ordre: enfin -r- tendra vers la nmi 

' dr 


u(a, b,c) 



da 


û r 


' I sin 

0 


w i • 

Si donc nous désignons par U, et U 2 les potentiels sphé- 

à y. =/(#, jk, z) et 


nques corres 



respectivement 


a 



TROISIÈME PARTIE. 

x ïYî z \ l'expression 


U 


4 7T 


ï 

X 



i 


CHAPITRE III 


f 



sera une solution de l'équation aux dérivées 
que l'on ait pour r = 


o 


U 


F(a, b, c), 



dr 


i 


f(a, b, c) 


telle 




avons 



toutes les conditions du 


problèm 






ution. 


s 


Les deux termes de U sont des intégrales prises sur une 
re de centre («, è, c) et de rayon r ==: \i. Le mouvement 



du point (a, 6, c) à l'époque L dépend donc exclusivement 


de cel 


ui 


que 




veine 


à l'origine du tem|>s les points 
cette sphère. Si donc, à l'instant initial, le m o Li- 
ait restreint à une région finie R de l'espace limitée 





r 




situe hors de celt 


1 

lté 



"ion ne 



pourra se meltre en mouvement que lorsque la sphère corres- 
pondant à l'époque t\ d'abord extérieure à R, 
tangente à Û; et ce mouvement cessera lorsque le contact 
deviendra intérieur. 

Le front de Vonde, lieu des points qui s'ébranlent à 
l'époque £, sera une surface parallèle à R, obtenue en portant 
la longueur Xt sur toutes les normales à Q du côté extérieur. 


I 



e ri 



l'époque t 


arrière, 
s'obtiendra 





q 


ui 




même en por 




au repos a 
longueur It 





s intérieures. 


La constante X représente la vitesse de propagation de 
l'onde. 


301. P 

différentielle 



. — Considérons l'expression 


¥(z) 


d l z 


dx dy 



âz 




B 


ô z 

°y 



* * 


EQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


G son! des 



fonction 


de x, y. Multiplions-la par 
u(x,y) et intégrons parparties.il 


* 1 

viendr 



- 


u 


d 2 z 


d 



dx 


a 


d 



u 


dz !* 

m 


du dz 

i 

dx dy 


d 


dy 


du 
dx 



-u 


dx dy 


A. // 


d 


B 


dx 
dz 


a 


dy 


d 



d_ 
dy 


A.uz — 


B uz 


d A m 
d B 1 1 


4 


Si donc nous posons 


P 


z 



B « 


G(«) 


d 2 M 


Q 


A" 



J y 

à H « 



\ - 



nous aurons l'identité 


uF(z) — z G (u) 




dy 


Nous dirons que l'opération G est V adjointe de l'opé- 
ration F. Cette relation est évidemment réciproque. 
Si u satisfont respectivement aux équations aux 



vees 



F(z) 


o 


Q{u) 


o 


1 


• /TF» -4. ir _A 1 1 1 • 9 ' » 

adjointes l'une de l'autre, l'identité 



te se 



a 



d? 


o, 


et, par suite, l'intégrale 



gne 



• m r 

prise le long d'un contour 
n° 165). 




ue sera nulle (t. 11, 
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Ces préliminaires posés 


5 



a 



rminer une 


intégrale de l'équation 


F(*) = o, 


dz 



tions donné 




rminé en chaque 


telle que, sur une courbe donnée G, z et — soient des fonc- 

t dy , 

e x. Le rapport -f- étant 

1 1 dx 

point de G par l'équation de cette co 
lement connu, en vertu de la relation 



dz 


y sera éga- 


dz 


â 


dx 



dz_ 

dy 


dy 


II 


c '°ffit de déterminer la valeur de z 





un point quel- 



b 


Kig. 7. 



conque p 


y), A cet effet, menons 


par le point p des parallèles aux axes jusqu'à leur rencontre 
aux points a et b avec la ligne G 5 désignons par u une solu- 
tion provisoirement quelconque de l'équation adjointe 


G( a) 


o. 


L'intégrale 





Qdy prise sur le contour du triangle 

curviligne a,b,p sera nulle. 

e long de bp, dy étant nul, l'intégrale correspondante se 
rédui 



uira a 



P dx 


b P 



z 


bp 


du 
dx 


B u I dx 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

Le long de pa, dx est nul et l'on a pour intégrale 


3 99 


a 


il 

dy 



A 


Ai 


dy 


du 
dy 



A 


dy. 


Le problème sera résolu si nous parvenons 



une fonction u des quatre variables x, y 
fasse identiquement à l'équation 


G{u) 


o 


et aux conditions suivantes 


5 


X 



satis- 


du 

dx 

du 


Bu 


o 


pour 


y 


y 


0> 


Au 


o 


pour 



X Q. 


En effet, pour cette détermination de u, l'équation 



P dx 



O 



se réduit à 


abp 


(20) 


[uz] 


P 




P dx 



et donne la valeur de la fonction z au point p\ car u est 
supposé connu dans tout le plan et z, 


sur ab. 


dz dz 
dx dy 


sont donnés 


302. Exemple. 


Supposons A 


B 



o 


et C 


1 


d'où 


F(z) 



*z 


dx dj 



z 


5 


G(u) 


d 2 u 



.M 

dx dv 



u 


7 


P 


du 


dx 


Q 



u 


dv 


Essayons de prendre pour u une fonction cp(X) du produit 


1 


(x 



4oo 

On aur 
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du 

dx 


à' 2 u 


dx dy 


du 
dx 



Mais il reste à 


(r 


o 


pour 


y 


y 01 



o 


pour 


x 


/y* 



à l'équation G(u) 



(x 


X 


o 



y 0)9" 


Donc, u devra satisfaire à l'équation 


u 


du 
dï 


f- U 


o. 


o. O 


r on a 




On trouve aisément, par la méthode des coefficients indé- 



3rmines 




1 




1 


•à 


1 


(I . 2) 2 


_ _ 



3 aux p 


l'équation ( 20) se 




et a on a 


a 



('*!)* 



o, u 

i 


■ 



? (X). 


I 


? dé sorte que 


(21) 




dz 

à y 



303. Equation des télégraphistes. — Considérons un fil 
indéfini le long duquel se propaye une perturbalion élec- 


trique. 



gnons par V(#, t) le potentiel 



ue y 


l'époque t au point d'abscisse £. On aura, si les unités sont 



ment choisies, 


~dF 


~t 2 


d'Y 

m 


o. 



AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 4ûl 

L'état initial sera défini par les relations 

■ 

> ' dV 

Y ~dt =F ^ pour t = o. 

On demande de déterminer la fonction V d'après ces con- 


ditions. 


Changeons d'inconnue en posant 


V = e~ l z. 


* i • 


* 


y 


i 


L'équation aux dérivées partielles devient 


ô 2 z d-z _ 



* 4 


Les conditions initiales deviennent 


/(£)» lft =g ^ P our ' — ° 


en posant, pour abréger, 


Changeons de variables indépendantes en posant 


v 


d'où 


x — — ' 7 


2 2 


Nous obtiendrons la transformée 


à 2 z 


dx dy 



z — O 


et, pour t = o, nous aurons y = a?. G 


qu 


dz 

dx 


de 


/(E)i*(E)- 

Pour déterminer la fonction <s nous n'aurons qu'à appli 
quer la formule du numéro précédent, mais en la transfor 
mant par Je retour aux -variables primitives | r t. 


J. — Cours, III. 
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On a en général 



du 
~dï 


dz 

ày 


dz 




dz 
dt 


et, sur 


la ligne d'intégration ab, 


oc H - y 



d'où 


doo 



i 

2 


Substituant ces valeurs dans la formule (21), il vient 


( 22 ) 


p 


I 


2 



■h U 


dz 

ôt 


du 





, on a en g 


dz 


1 




dz 
dt 


dt 


dz, 



t-h—dt 


ôt 



et. en 





1 - * : V 

lier sur la ligne ab, où dt est nul 



suite 




F di 



1 

2 





/ 


1 

2 




) 


1 


2 


I 


^2 


ai 


car # étant égal à x 0 au 




en chacun de ces points X 


a, et y = JK 0 au point 6, on a 


o, u 


■ ■ 



bstituons cette valeur dans l'équation (22); elle devient 



I 

2 


\ 



pose, on a au point p 


x 


oc 


05 


y 


y 05 



dt 


et les valeurs correspondantes de £ ? f seront 




"-y 


fui 


2 /o 


0 



Le long de la ligne «6, on a 



dz 
dt 


a) 


_ 

et, en particulier, 


a 


/a 


0 


^0 )' 


z b 


du 


Reste à exprimer u et — en fonction de Ç, 


On a 


y*) 


t 


1 


2 


(4 


£o) 2 



4 


*0 



2 


Sur la lig 


; on aura 


et 




u 


4 


= œ(A). 


/ 2 


se 


i 

2 


0 


I 

2 


t 0 Op'(A) 


Il ne restera plus qu'à substituer les valeurs 



pour obtenir la formule finale. 


- 

> 


No 


us j désignerons par 


tégration, afin de pouvoir sans crainte de conf 


primer les indi 
sera le suivant : 


des variables £ 3 , U. Le résultat défi 


4o'* 



CHAPfTRH III. 


Posant pour abréger 


(a 


4 


<p(X) 


I 


X4 


( 


(Ai!) 



V sera 




nule suivante 


(23) 




d<x. 



305. Supposons qtie la perturbation initiale fût restreinte 

ion limitée du fil, comprise entre les abscisses o 


a une 



et a. Les fonctions g seront nulles pour toutes les valeurs 





> argu 


s qui ne sont pas comprises 



cet inter- 


valle. 


Considérons un point dont l'abscisse 




a. 


Tant 



t sera 




sera nul, car 


H- t, a sont 


a. 


Si t est 


>5 


mais 



r 




a\ do 



/(«■ 



g{&) lorsque a varie de a à 
précédente se réduit donc à 


— t sera compris entre o et a\ 
t) est nul. Il en sera de même 

La formule 



2 


0 



t 

I 

2 


/(«)?'(*) 


Enfi 




5 


t sera n 




6 1 


ils. Il en est de même pour /( 
du champ d'intégration qui n' 

devient donc 



(-*4) e'V(£,0 


a)cp(X) 


t 


2 


/(«)?'( 


■I 


On peut donc dire qu'il passe dans le fil une onde d'am- 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 



plitude dont le front se déplace avec une vitesse égale à 


l'unité. Mais il n'y a 





âge un r 



de front arrière, l'onde laissant 



par 



formule (24) 


Remarquons d'ailleurs que, par suite de la présence dt 

e c , V tend rapidement vers zéro lorsque t augmente. 




306. Problème de Cauchy. — Considérons plus généra- 
lement un système de fonctions inconnues U, V, . .. * de 




uees par un 



■ 


d'équa- 


tion 





x -> y* 5 )i 


R 1 


©i ( t, oc, y, *), 


ayant pour premiers membres des fonctions linéaires à coef- 
ficients constants de U, V, . . ., et de leurs dérivées parti 
et par les conditions initiales 


U =/0, y, *.), 


y* •*), 


* 


• * 5 


■ * 


pour t 


o. 


Posons, pour a 



ger 



w, À, |X, v étant des constantes, et 


du dv dw d\ dp dv 


v) 



par 




U 


1 


(27T) 



e'P T rfo-, 


■ r • 


(26) 


V 


1 


(27T) 





* m m 


m • 


P 


- VC" ' -a * 


4 


don- 


I M 


5h é * * 

où le champ d'intégration par rapport à chacun 
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de variables «/, A; jx; v est un rectangle infini ayant 
pour centre l'origine des coordonnées; T, 0, ... désignant 
d'autre part des fonctions de t définies : i° par les équations 

m • m I '■ JP 

différentielles 



TB(t, X, u, v), 


TB^t, X, f*, V), 


où $t, <ft 0 ... se déduisent de R, R<, . en y substituant 
aux dérivées partielles 


an- 



à 


^a+p-t-Y+8y 



les expressions 


^ ( ia ) P ( iV )T ( ,W )« , ( , a ) P ( ,V ) Y ( jtf ) 8, 


• i 


2° par les conditions initiales 


T 



, v), 


(28) 


dT 

dt 



tt< i. 


0 



i ri, c 




pour f 


o. 


tituons, en effet, pour U, V, les valeurs (26) 
dans l'une des équations (^5), Ja première, par exemple; 



comme on a évidemment 


dt 

$ OC- 


(27T) 


plp 

7T) 3 kJ 



dt 


da, 


1 



(27T) 


3 



iue ip T da, 


i • « ■ 



dx 


1 


(27T) 


I 



e ip du. 

dt ' 





le résultat de la substitution dans R sera 


1 


(27T) 



■ 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PAHT1ELLES 


* 

ou, en vertu des équations (27), 


(29) 


Or on a 


e i P 


(271) 


e iu(x—\) giv(y— (J.) e iw(z- v) 


[COSM (x 

m 

X [cos v {y 
X [cosw(,s 


A) 





i sin 

■ 

i sin p ( ^ 


i'sin 



*)]■ 


407 


termes 


— 

à l'exception d'un seul, contiendront un sinus en facteur. 

; 11 il de ces termes, contenant par ex 



facteur sin u(x — X). Les éléments qu'il fournit à l'intégrale 
pour deux valeurs égales et opposées de u se détruiront. 


par 


co$u(x — 1) cosv(y — pl) cosw( 


v) 


pour des valeurs égales et contraires assignées à l'une des 
quantités w, i>, w seront égaux. L'intégrale (29) se réduira 
donc à 


É 

co 



oc 


1) cosp(y — p.) cos w(z — v) m (£, A, p., v) de, 


Uj v, w ne variant plus que de 6 à 00. 

La double intégration par rapport à m, 1 donnera comme 
résultat, d'après le théorème de Fourier, 



cos v(y — {x) cosw(£ 


v)m(t, x, jut, v)dvdwdpdv 



îgrant par rapport à v et p,, on aura 


de même, comme 


résultat, 



cosw(z - v)rz{t, œ, /, v)dwdv 


et enfin, en intégrant par rapport à w et v, 

ê ■ 

■ * ■ 

ce qui est précisément le second membre de 1 équation aux 
dérivées partielles. 

Les conditions initiales sont également satisfaites, car on a, 

■ 

pour t = o, en vertu des équations (28), 


U 


~dt ~ 



7T) 3 S 


■ n 



S 


I 


(271) 


3 



et il suffira de changer tn en/, y\, , dans les raisonne- 

■ l 1 


ments précédents pour montrer que ces expressions 

ivement égales à f(x, y, z), f t (x, y, z), .... 




• « 1 

307. Propagation de la chaleur dans une barre indé- 
finie dans un sens. — Nous aurons l'équation aux dérivées 
partielles 


dt 


avec la condition initiale 


a 


2 


^ 2 U 

^ 2 


I 

• » 


• I 


u 


/M 


pour t — o, x 



o 


et la condition à 



limite 


U 


>1 k Jum 


cp (t) pour x 


o 


laquelle donne, en fonction du temps, la température à l'ori- 
gine de la barre. 


On pourra poser 


U 


U 


! 


! 



U", 


U' devant satisfaire aux conditions 


U 


1 


f(x) pour t 


T/ 


o 


po 


ur x 


o, x 


o 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 



et U" devant satisfaire aux conditions 


U" 

* 


o 



pour t 
pour x 


O, X 


0. 



o; 


Calculons d'abord U'. 

On satisfait à la condition U 


/ 


o pour x = o, ainsi qu a 


l'équalion aux dérivées partielles, par la solution simple 


.1 


sin uxe~ n ' tlit 


et par la solution plus générale 



sin uxe- (l ' nH ¥{u)du, 


o 


laquelle, pour t = o, se réduit à 



sin itxF(u) dw. 


o 


i 

Il restera donc à déterminer F(w), de telle sorte qu'on ail 



00 


4P 

sin ux¥( u) du 


/m 


pour x 



o. 


o 


On y arrivera en posant 


F(«) 


2 
7l 


/ sinwA/(X)dA 
& o 


On a, en effet, 



sin ux sin u 



J 0 


[cos u(x 


A) 


cosu(x 



el, en désignant par <b (1) une fonction ég 
o, a zéro pour À 




pour 



o, cette intégrale aura pour valeur 



o) 4- ty(x 


o) 


X 



o) 



oc 


0)1, 


4io 



PÀUTIE. 
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quantité qui, pour x > o, se réduira &f(x) [en supposant 
f{x) continue]. 

La solution du problème sera donc l'intégrale double 


71 /o Jq 


OQ 


e 


[cosu(x — X) 



du dl 


ou, eu effectuant l'intégration par rapport à h, comme au 


n 


o 



7 


(3o) 


2a 


V/7Tf J o 


4a 2 Z I 
J' 




ons au c 



de U". Ce pro 


précédent, comme nous allons le voir. 







au 


Nous traiterons d'abord le cas particulier où cp (t) se réduit 


à la 


c 



tante ï . On aura, dans ce cas 


U" 




w, 


W étant une nouvelle solution qui satisfasse aux relations 


W 
W 


] pour t = o 9 x > o ; 


o 


pour x 


o. 


Cette dernière fonction s'obtiendra en posant/(X) 


i 


dans la formule (3o). On aura donc 


U" 


T 


I 


2 a 



(x— X) 


2 


4- a 2 1 



Cette expression peut se simplifier. Changeons, en effet, 
de variables en posant, dans la première des intégrales 
d 


5 Cl- 


essus 


x 


2 a 



P 


et, dans la seconde, 



A 



AUX DÉRIVÉES PARTIEL!- 



4 1 1 





U f 

f TtJ 


00 


€ 


/00 


e 


et 



pour somme 



.T* 


.X* 


2 



71 


0 


mais on a 



2 


I 



71 



e 


P* ^{3 . 


Oa aura donc finalement 


2 



7T 


J ar 


e 


P 



2 <ï y/F 



ssion que nous désignerons par y ï) 


309. 


constante. 



au cas g 



ou 


ao(t) 






allons démontrer qu'on a 



(*0 


U" 


?(o)z(x, t) 



t 



OC y fj 


l-fc -■ 


En effet, y t) étant une solution de l'équation aux déri- 


vées 
en t 



s el celle-ci ne changeant pas si l'on y 



ge t 



sera encore une 



L'intégrale / y 


Xj t 


A) cp'( X) prise entre des limites 



même 


■ 

constantes, sera une solution, et il en sera encore 
si la limile supérieure, au lieu d'être constante, est égale kt; 
car cette supposition ne fait qu'ajouter à la dérivée 
de l'intégrale par rapport à t le terme % (a?, o) ©' 
est nul clans toute l'étendue de la barre, d'après les condi- 
tions qui ont servi à déterminer la solution 0 




4î2 
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> , 

Donc les deux termes de t/sont des solutions de l'équa- 

dérivées partielles. Tons deux s'annulent d'ailleurs 



pour t 


o 





U" 


o 



our t _ 


4 

Enfin, pour x 


o, on a 


et 


U 


M! 


<p(o) 



/"V 


la barre. On aura donc 


o, x 






o. 


* « 


i 


9(0. 


• I 


4 

Donc U" satisfait bien à toutes les conditions du problème. 


310. L'ex, pression 





l'intégration 


i) peut se transformer au moyen de 


par parties. On a, en 





00 1 *> 



0 



x, t 




D'aille urs 




s'annule pour K = t et se 


réduit à o (o) -^(x, t) pour X= o. On aura donc simplement 


U" 


Jo ^ 


l)o(l) dl 



o 


d_ 

dt 




M 4 + 

s maintenant £ — ),) par sa valeur 


2 



7T 


%J JL 


e~ 


on aura 



AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


4 1 3 


et enfin 


L 1 


T// 



t 


y.2 


3 


0 




nous nous sommes servi pour ramener 
calcul de U" à celui de U / est évidemment applicable à tous 
les problèmes analogues. 


311 . Cordes vibrantes. 


Considérons une corde tendue 


sur la portion de l'axe des x comprise entre o et /. Désignons 
par U le déplacement suivant l'un des axes coordonnés du 
point dont L'abscisse serait 3? dans l'état de repos. Nous au- 
rons l'équation aux dérivées partielles 


(32) 


dt 



à laquelle il faudra joindre les conditions initiales 


U 


/(*) 


\ pour t — o. o <c x 



i 


et les conditions aux. limites 


U 
U 


o pour x 
o pou r a? 


o 


mu**. 

lesquelles expriment que les extrémités de la corde restent 


fixes. 


Nous avons trouvé (277) que l'intégrale généra 




'équa 


tion (32) est 


U 


o(x 



at) 



at). 


11 reste à déterminer les fonctions cp et ù de manière à 



aire aux 


antres conditions du problème. 


Les conditions initiales donnent, p 


l'intervalle de o à/, 


V 

a®' (ce) 






) 


/(*).. 

/,(•*); 


d 


où, en intégrant 


a®(x) 


a 



x 


et en 


fin 


(^) 


i 

2 



| 


2 




x) 


I 



2a 


-f 

x 

'^0 


C 


fi{oc) dx + 


c 




2a 


D'ailleurs 



Lion 



une 



t pas quand on accroît la fonc- 
stante quelconque en diminuant d'autre part 



la fonction de la même quantité, on pourra, sans nuire à la 
généralité de la solution, supposer c — o. 

■ 

Les fonctions cp (x) et ^(#) sont ainsi déterminées dans 
l'inlervalle de o à /• Les conditions aux limites donnent 

■ 

d'ailleurs les identités 


cp(a£) 






at) 




at) 


o 


0; 


d'où, en changeant at en x, 

■ 

<p(x) 



o 



+ ^r) -h 



) 




Cette dernière équation donnera la valeur de cp pour les 

argument comprises entre / et 2L En y chan- 

à dans le même 


aieurs 



géant x en — X, elle donnera la valeur 
intervalle. 



Enfin, en y changeant l en l 




il viendra 


d'où 


cp ( 2 / -f- ^c) 4- di( — a?) 


o 


Cp(2 



a?) 


<p(#). 


L 


a 



? 

même de la fonction 



donc la période 2 /. Il en sera de 



ty(x) 




notions cp et <l, admettant la période 2 /et étant 



IONS AUX 



1 


■ 

toutes les valeurs de l'argument. 
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nt dé ter 




4i5 

ées pour 


312. La mé 


bl 


des v 


de Bernoulli, que nous allons 


Eulei 
procéd 
m traire 


celte Sectio 
On satisfait 


des principes établis au comme 


q 


aux dérivées partielles et aux 


rai 


. mizx mnat 
sin — : — cos 


. mizx . muât 

Sin : SU) ; ) 


m 

où m désigne un entier quelconque. 
On y satisfera plus généralement par la série 


U 



3> 


m 


. mnx mitât 
sin — = — cos — 




B 


m 


sin — - — sin 



7T 



: 


m prenant toutes les valeurs entières de 


? * 


i a oo. 


Reste à déterminer les coefficients A m et B 


mi 


de 


manière 


à satisfaire aux conditions initiales. En y substituant ce 
valeur de elles deviendront 



.'4 


nt 


sin 


mnx 



-B m sin- 


et 1' 


on y satisfera (t. II, n° 276) en posant 



m 


mita 


l 


B 


m 


: 1 J Sln — ~* 


2 

p 

7 


0 


(«) 


/ 



mua 
L 



- 

313. Refroidissement dÛune 




ene 


Ce 
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problème dépend de l'intégration de l'équation suivante 


(33) 


g 



dt 


à -k™ 

. dx 



* 4 


jointe à la condition initiale 


(34) 


U 



i * 

f(x) pour t — o, o 



x 



et aux conditions aux limites 


(35) 


k 



dx 


h U 


o pour x 


o 




0 



~ur x 


x. 


■ 

La barre est supposée s'étendre sur l'axe des x de o à X; 
g, k , Z sont des fonctions de positives dans toute l'étendue 


de la barre et représentant respectivement la chaleur spéci- 
fique, la conductibili 



oir émissif 


1 

des 


* 4 



it à l'équation (33) par la solution simple 


U 


Ye 


vl 


/• désignant une constante et V une fonction de x qui satis- 
fasse à l'équation linéaire du second ordre 


« * 




o. 


Les équations (35), (36) donneront 


(38) 


k 



h y 


o 



r x 


o 


(39) 


k 




HV 


- o 


pour x 


Soient V, V" 'deux solutions particulières de l'équa- 
tion (37); l'intégrale générale sera 


c'y 



c" y , 
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et cette valeur, substituée dans les 
donnera 



(38) et 


417 



c' k 


c' k 


dV' 

dx 
d\' 


hV 



c" i k 


0 




HV 


c" k 


X 


dN" 

dx 
dV" 

dx 


h\ 


TU 


o 


0 



HV" 


o. 


X 


On pourra satisfaire simultanément à ces de 


lix e 



par un choix convenable du rapport — si leur déterminant 

* C 


Ce déterminant 


nerons pa 


A 


Soient r«, ;- 2 , ... les racines de l'équation xn(r) = o. 
chacune d'elles, telle que r„, correspond une intégrale V„ 



sim 


U 



satisfasse à Ja fois à l'équation aux dérivées partielles et aux 
équations aux limites. 
On y satisfera plus généralement en posant 


U — 2i A m \ m 


r l 

m 


7 


et celte nouvelle expression sera la solution du problème, si 
elle satisfait en outre à Ja condition initiale. 

f&W^F-i ^^fe"»*-- *» « ->'i"- T. 

Il ne restera donc plus qu'à choisir les coefficients A, de 
telle sorte qu'on ait 


2 \ V 

* ^ m Y m 


f(x) de x 


o a x 



3J4. La détermination 


coefficients rejDOse sur une 


V 


poser. 



paramètre r restant provisoirement arbitraire, dési- 


gnons par V celle des 


de l'équation (37) qui 




pour x 

Cours, lit. 


o, à la condition initiale 



G 


27 


ii8 


4 
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CHAPITRE III. 


équations pourront s'écrire ainsi : 


(40 


(4*) 


à ,àY 

k 


k 


doc 
dY 





S 



hY 


o 


l)Y 



O 



o 


en substituant aux différentielles ordinaires des signes d de 


dérivation partielle, pour mettre en évidence ce fait que V 
épend non seulement de mais du paramètre r. 




onnons a ce 

w 

valeur correspondante de V; on aura 


être une autre valeur r 1 \ Soit V la 



) 



(44) 


k 


àY' 




Z | 

dx 



KS 


! 


1 — o v 


o 


P 



ur x 


o 


o 


Retranchons l'une de l'autre les équations (4i) et (43), 


respectivement multipliées par V ; et V; il vien 


(r' 




dx 



dx 



V 


kl Y 


,dY 
dx 


d 





I 


dx dx 



dx 



et, 




e o à X, 


(45) 


r 



s "V V cLol 


k 



k 




x 


0 



x 


X 


car, pour x = o, l'expression k 


vertu des équations (42) et (44). 




ns maintenant r 


r 


racines distinctes de l'é 


m') 


r 


r 


n 



(r> 


V 



! 


dx 


s'annule en 


r m et r n étant deux 
o; V et V se ré- 
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v 


m 


v 


et l'on aura, pour x 


x, 


le* 


dV 



HV 


o, 


A- 


Tf 



HV — o 


d'où 


k 



y 


dV' 
dx 


o. 


L'équalion (45) se réduira donc, en su 




r 


a 


r 


a 


(46) 



x 


iSrV Y 



0 


Soit, en second lieu, r 
niment petit. Ou aura 


y 


V 


dV 


V 



dr 


dx 
dV 


s 4 



o. 


4i9 


le fac- 


r n -+-e, e étant un infi- 


dx 



ôx 


dx dr 


Substituant dans Féquation (45), divisant parc et passant 
à la limite, il viendra 


(4 7 ) 




àV n àV n 
dr dx 


V 


<? 2 V„ 

dx dr 


X 



315. Nous allons maintenant établir que, si l'on débar- 
rasse l'équation w{r)—o des racines parasites pour les- 
quelles la solution V correspondante serait identiquement 
nulle, les racines restantes seront toutes réelles, inégales, 
positives et en nombre infini. 


i° Si 



o admettait une racine imaginaire 


elle admettrait sa conjuguée 


n 


a 



deux racines 


correspondraient deux intégrales conjuguées V 


m 


v 


P 


ql y et l'intégrale 



x 


h V m V /f dx 



X 


(P 2 



q 2 ) dx 




qi 


7 


■ 
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4^0 TB 

aurait tous ses éléments positifs, ce qui est absurde, puis- 
qu'elle doit être nulle. 

2 0 Si nj(r) = o admettait une racine double l'intégrale 



correspondante V n satisferait, pour x = X, non seulement 
à l'équation 



n 


d 



o, 


mais a sa 




Ml 


àr 



o. 


On aurait donc, pour x 


X., 


d'où 


dV n dV 
dr 



v 


71 



O 


1 



X 


0 


7 


résultat absurde, tous les éléments de l'intégrale étant posi 
tifs. 


3° L'équation *&(./*) = o ne peut avoir de racine négative 


ou 



e. 


En effet, si 
de la barre, et 


(48) 


(49) 


(5o) 



sera 



dans toule l'étendue 


d 



k 



ci oc 



k 


dV 


■ dx 


pour x 


o 


1 


k 


dV 

ci 00 



HV 


o, 


pour x 


X, 


seront contradictoires. 




, l'équation 



intégrée de 0 à x, ^^3* n n 


(5i) 


k 


dV 

dx 


k 


dVl 

1 

dx J 


+ 


0 



0 





(5 



0 



x 


gr)N dx 
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La fonction V varie avec x en parlant de la valeur ini- 
tiale V 0 ; tant qu'elle ne changera pas de. signe, tous les 

' (l — gr)V dx auront également 

a 


0 

dV 

le signe de V 0 ; donc aura ce même signe, et, par suite, 

V s'éloignera de zéro. 

Il résulte de là que, dans tout l'intervalle de o à X, 



V s'éloigne de zéro et conserve le même signe que 
équation 

dV 

k -j hHV = o, pour x = X, 

Cl Uu 


ne pourra avoir lieu, ses deux termes a^ant le même signe. 


316. Les racines de ?sy(r)=o sont donc toutes réelles, 
inégales et positives. Il reste à prouver qu'elles sont en 
nombre infini. Nous y arriverons en étudiant l'allure des 
intégrales de l'équation (37) ou, plus général 


men 


me 


(52) Ak^- + GV = o, 

v dx dx 


où K et G sont des fonctions de x. 

On peut remarquer incidemment que toute équation 

linéaire du second ordre 

pll + Qll + RV=:0 


djc " d oc 


* 

peut être mise sous cette forme. En effet, multiplions cette 
équation par un facteur indéterminé M. Elle deviendra 

MP^ + MQ^+MRV = o 


dx 1 - dx 


ou 



d\ f dMV \ dV 


dx dx 


1 


^22 


TROISIÈME PARTIE. 


CHAPITRE III. 



d'où 


dY 


e terme en disparaîtra si l'on pose 


et enfin 



dMl 

dx 


dMP 
MP 


logMP 


M : 


I 


o ; 


Q 
ï 



P 


e 



P 


M étant ainsi délerminé, on n'aura plus qu'à poser MP 
MR 


G pour avoir la forme d'équation voulue. 


K, 


On peut 



er encore la forme de l'équation (52) par 


un changement de variable. Posons, en effet, 


il 



dx 


dY 



K 


dY 

d oc 


d T > d Y 



V 



K 


i 

2 


K 2 W; 


■ 



dx 


ï 


2 


j£2 




i 


2 


K 


i 

2 


I 


2 


W 


3 

dK 

dx 

;dK 

do?- 


j 

K 

dx \ 



w, 


I 

2 



d oc 




terme en 



araîtra donc de l'équation transformée, 


\ 


laquelle, divisée par R 2 , se 



e 


la fo 


rme 


^ 2 W 
dx 2 



o. 


317. SoitV, 



on aura 


solution particulière de l'équalion (02), 


d Tjr dY A 
K 


dx 


dx 



o. 
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De cette équation combinée avec (5a) 


on 



uit 


o 


dx 



et 00 


d 


( if JC 


dx 


doc 



ÊL 

d oc 



et, en intégrant, 

(53) 


K V, 


dV 

dx 


V 


dx 


c 



d 


V 
V, 


C 


dx 


et enfin 


X 


(54) 


V 


dx 


0 A 


K 


X. O 



que V < et — ^ ne 

1 67^ 


peuvent s'annuler à Ja fois en aucun point de cet intervalle, 
car on aurait c = o, et l'intégrale générale ne contiendrait 
€[u'une constante e', ce qui est impossible. 

L'équation V< = o n'admet donc que des racines simples, 
et la courbe y=\ i coupera l'axe des x en lous les points où 
elle le rencontre. Soient a et p deux racines consécutives; 


les 


A* VA 


valeurs correspondantes et 



i 


dx /p 


de la dérivée 


dx 


seront évidemment de signe contraire. 


Gela posé, V désignant une autre intégrale 



on aura l'équation 



qui, pour x 


a et x 


p, se 


rédui 


uira a 


c 



î 


d 


x 


p r ■ 

Donc [RV]« et [KV]p seront de signe contraire, et, 


positif, [V] a et [V]p 



Donc, entre deux racines 




de l'équation 


o 


X 


racine 


de V 


o. Il n'y en aura d'ailleurs qu'une seule, car 


ce théorème est évidemment réciproque. 




grales V, V 


différentielles 


(55) 


allons étendre celte comparaison aux inté- 



eut 


istinctes 




dV 

■ 


I rf K' 

i dx 

dx 




V 


o 


o. 


Su 


pp 



I 

ons d' 



férents d 








comparer soient 
telles qu'on ait 



V 


! 


— V 


K 




et G' soient i 



niment peu 



G et que les différences K — K' et G 

entre o et X. 


/ 



în que les i 




V et Y f qu'il s'agit de 


solutions correspondantes , c'est-à-dire 


dY f 



t » dY 
dx 


pour x 


o. 


On déduit des équations (55) 


d dY 


dx 


d dY' 


(G' 


G)W, 



Or V et 



t 


(G ; — G)VV 


dx 


5 différant 




(K 


K') 


dX dY 

dx dx 


dS 


ent peu de V et de 

auront le même signe qur ces dernières quantités; d'ailleurs, 

G et K — K/ sont positifs. Donc, le second membre de 


G 


f 


cette équation sera positif de o à X, et la fonction 


(56) 


V K 


dW 

dx 


VK 


d\' 
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sera croissante dans cet intervalle. D'aille 


po 


ur x 



; elle 


urs, elle s'annule 


^l 1 




positive de o à X. 



, maintenant, a une racine de l'équaiion V 


o com- 


prise dans cet intervalle; on aura, pou 


v x 


OC 


V'K 


dV 
dx 


a 


donc [V ; ] a et 


d\ 

dx 


S 


1 




j seront de même signe. 



o, la courbe y = V traversera l'axe 



x d 


bas en haut au point x = a (fig. 8); [V'] a élant positif, la 


Fig. 8 




rbe y 


V 


/ 


1 


infiniment voisine de la précédente, sera 


située au-dessus d'elle et coupera Taxe 
point a. 

Si 



x en arrière du 



dx 




o, la courbe y = V traversera l'axe desa? en 


descendant; [V'] a étant négatif, la courbe y 


V 


sera au- 


o 



dessous de la courbe y 
arrière du point a {fig* 9). 


Vet 



encore l'axe des x eu 
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o 


il en sera de même de l'autre, par hypothèse. 
Donc, à chaque racine a de l'équation V = 


cor 


a' de l'équation V 


une racine infiniment voisine 
laquelle sera un peu moindre que a; et l'équation W 


o 


0 


o et A 


tion V 


o. 


Toutefois elle en aura une de plus si V s'annule pour X, 
car la racine correspondante de V tombe en dehors de l'in- 



consi 



319. Soient plus généralement deux équations 


(5?) 


d 



K 


dV 




GV 


o 


(58) 


d 


cLoo 



clx 



G 1 Y i 


o 


ou 




>s \L Â et K, G { et G diffèrent de quantités 


finie?, mais satisfassent toujours aux relations 


(59) 


G, 


G> o, 


K 


K 


o 


de o à X. 


■ ■ 


pourra former, d une înfinit 
Ç(x^ /•), 3t(#, r) de x et c 


, deux fonc- 



r 


qui soient, la première croissante et la seconde décroissante 
lorsque r croît de r 0 à r K (et cela pour toute valeur de x 

nt respec- 
'= t%. On 


o et X) 

Dûur 



a prendre, par exemple, 

Ç (*,/•) = G 

K 


r 


o 


o, r. 


i 




\{x, r) 



r 


r 



i 



G), 
K). 


Cel 


a 


pose 


5 



s l'équation 



dx 


dW 




o 


et 



ignons par V(#, r) une solution de cette équation, 


EQUATIONS AUX DÉRIVÉES PAllTI ELLES. 

déterminée parles conditions initiales 



x, r) 



vo, /*) 

r (x, r) 


a 



b 


pour x 


o 


* * 


choisies 


Donnons successivement à r une infinité de 

r K variant progressivement de r 0 à r, . 

Soient G, G', . . . , G, ; K, K', . . . , K, ; V, V, 

valeurs correspondantes de Q(x, r). 3Z(x r) 


valeurs ; 0 , 



V(#, r) , 


nous aurons 


G<G'<...<G, 


K>K 



de o à X, 


deux fonctions consécutives étant 
différentes. 
iNous aurons, d'autre part, 



d dV 

MX. — z — 

dx 



GV 


d dV ! 

a K'V- + G'- V 


o 


o, 


infiniment peu 


• * * • 


et 


K 


V 

dV 

dx 


Si V 


1 r/.r 



V 


K 


dV 





G.V. 



doc j 



6 


1 


o 


pour 


inter 


V 


o, V 


o 


• • • y T \ 


o admet- 


tront 


ce 



r 



respectivement, pour racines correspondantes, d'à 
" a été démontré, des quantités a, a', . . . , a,, telles que 


on ait 


a 



ce 


r 



m ■ 



Do 



7 



que racine a de V 


o 




o et X 
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une racine moindre a, de l'équation V< m 0. 



Celle-ci aura donc dans cet intervalle au moins aulant de 
racines que V=o. Elle peut en avoir davantage; car, si 


l'une des équations successives 


V'-=V(*,r') = o, V" = V(a?,r ff ) = o, Y 1 =V(œ,r l ) = o 


est satisfaite pour .z = X, il s'introduira par là, dans les 


équations suivantes, une nouvelle racine que n avaient pas 
les précédentes. 

L'excès A du nombre des racines de l'équation Y { = o sur 

au nombre 


le nombre des racines de V = o 






des valeurs de /■ comprises en Ire r 0 et ri qui satisfont à 
l'équation 

V(X,r) = o. 


320. Soient r l * r 4 * 1 deux valeurs consécu tives quelconques 


de r) on aura (318), dans l'intervalle de o à 


y+iK*' ^- V'K I+1 —. — > o. 

Cl Ou 



Lorsque V é n'est pas nul, V*'*', qui en diffère infiniment 


peu, sera de même signe, et, en divisant la relation précé- 


dente par la quantité positive V'V' +1 , il viendra 


K l —r- K £+1 — ; — 
ax ax 

o 



■ 

et, plus généralement, en désignant par H une conslanle 






ax 



HV K {+1 —, hHV l+1 


y* 




0 


Celte inégalité a lieu pour toute valeur de x comprise 


de o à X et, en particulier, pour x = X ; elle montre que 
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expression 



^ r) d\(X,r) HV(X ? /•) 



V(X 5 /•) 


considérée comme fonction de /*, est constamment décrois- 
sante de /* 0 à 7* 4 , sauf pour les valeurs de qui annulent son 
dénominateur. 

Elle ne pourra donc changer de signe qu'en passant par 
zéro ou par l'infini négatif, et ces zéros et ces infinis se suc- 
céderont alternativement . * 

Si cp(/' 0 ) et cp(r 1 ) sont de même signe, le nombre A' des 
zéros sera évidemment égal au nombre A des infinis ; si 


?('•«) 



o, o(r i )<Co 1 il sera égal à A+i; sl 



o 



il sera égal à A 


i . 


Le nombre des racines de l'équation 



o, 


A + 


i 


suivant celle des trois hypothèses précédentes qui aura lieu. 



21. Jusqu'à présent, nous nous sommes borné à comparer 
s solutions correspondantes des deux équations différen- 


tielles 


d r/ dS 


dx 




GV 


o 


d 


dx 





o. 


Soient maintenant 


ces mêmes é 


T 


etV 



Nous allons 


deux racines consécutives a, (3 


V = o corn 



au moins 


V 


o. 


E 


n 



v 


solution de la seconde équation 


telle que Ton ait, pour x 


a 



/ 


:V = 0 



Iv 


A la racine (3 de V = o comprise dans l'intervalle de a 


à X corres 


racine 



, d'après 



raisonnements 



une 


moin 


dre 





dans le même intervalle et 


satisfaisant à la même équation 
I 


que Vj, entre les deux racines, a et $\ de 


Y' = o, il devra se trouver une racine (3, 
démontre notre proposition. 



o, ce qui 



Les 



s précé 



nie 




de fi 



s une certaine mesure le nombre et la position des racines 
de l'équation V = o comprises entre o et X, V désignant 


■ 

une solution de l'équation différentielle 


d 


K 



dx 






les é 


/r 2 , g\ et ki, g 2 les plus grandes et les 


valeurs de R et de G dans cet intervalle. Gonsi- 

ns auxiliaires 




(61) 


o -. 


o 



dx 
dx 


dx 




dx 



2 \ 2 



I 





9 


dx' 2 



g 



2 


V 


o. 


V, et V 2 étant 



intégrales quelconques de ces deux 


équations, deux racines de V 


o 



t entre 



au moins une racine de V fl = ô, et deux racines de V 2 
comprendront entre elles au moins une racine de V = o. 


Or, si g K est positif, les intégrales 




forme 


V, 


c sin 



t 



€ f COS 



t. 


O 


seront de la 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. /j3i 


quation V 


dont 



nite de racines eqi 

On peut (Tailleur 
de lelle sorte que V 


pour une valeur a arbitrairement choisie. Si donc on prend, 
entre o etX, un intervalle quelconque d'amplitude < ici / 


on pourra déterminer V, de telle sorte qu'elle n'ait aucur^ 
racine dans cet intervalle; donc V ne saurait en avoir plus 
d'une. Donc la distance de deux racines consécutives de 


V = o sera au moins égale à ici / — • Le nombre total de 

V &i 

ces racines entre o et X aura donc pour limite supérieure 
l'entier immédiatement supérieur au quotient de X par 



Si g { est négatif, on aura 



s/ 


x —ce ki -h de 




'équation V, — o n'a aucune racine, si c et c' ont le 
même signe. Donc V = o ne peut en avoir plus d'une entre 
o et X. 

% - * 

Considérons maintenant l'équation (61). Si g 2 est positif, 
V 2 = o aura une infinité de racines équidistanles, dont la 

estTîi/— > et l'on peut choisir les constantes 




d'intégration de telle sorte que V 2 s'annule en un point 



traire a. Donc entre o et X la distance de deux 1 
le nombre total de ces racines aura pour limite inférieureje 

i ! m 

plus grand entier contenu dans le quotient de X par ic 
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323. Revenons maintenant à l'équation 



dV 

— k - h ( sr — /) V m o. 

dx dx V6 ' 


Désignons par V(#, v) une de ses solutions qui 



à la relation 


dY 

k — /ïV = o, pour x — o. 



On a vu que, si r — o, cette fonction et sa 




ne 


as entre o et X et ont le même signe; on aura 


i 

donc 



k*JLL + HV 



V 




pour x = à, r = o. 


Si donc r varie de o à une valeur positive — / crois- 

sant constamment pendant ce changement, le nombre des 


racines de l'équation 


o = rn(r) = + HV, pour a; = X, 



comprises dans cet intervalle, sera égal à AouÀ+i, A dési- 
gnant l'excès du nombre des racines de l'équation 

Y (x, R) = o 

sur celui des racines de V(j?, o) = o, dans l'intervalle de o 

cl 3él • 

Cette dernière équation n'ayant pas de racines, A sera le 


nombre des racines de V(#, R) = o. 

D'après l'analyse précédente, il a pour limite inférieure 


le plus grand entier E contenu dans le quotient de X 


par Tri / — — - — -, /c 2 , l 2 désignant les plus grandes valeurs 

de A", /, et g 2 la plus petite valeur de g dans l'intervalle deo 
à X. Or il est manifeste que E croît indéfiniment avec R. 

Donc lotion " .(,) Jo ad«,e t bien une infinité de 


racines. 
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/,33 


324. Cela posé, nous avons vu (313) que le problème du 
refroidissement de la barre revient à choisir les 
cients A m , de telle sorte qu'on ait 



2 A Y 

m v m 


de x 0 à X. 


la 



déterminer ces coefficients; multiplions, en effet, cette 


V H et intégrons de o à X. En vertu d 


lions 


1 

une intégrale nulle, et l'on aura simplement 



î tous les termes de la série où m>n donneront 


A 



x 


éy^îl dx 


0 



X 


V 


0 


Substituant les valeurs ainsi trouvées pour les coefficients. 


nous obtiendrons Ja série 




x 


g^nf{œ) dœ 


n 



V 


gVf t dx 


Si cette série est convergente et a bien pour somme/(^),. 


dans tout l'intervalle de o à X, le problème sera, résolu 


mais,pour s'en assurer, il seraitnécessaire de sommer direc- 
tement la série. Ce résultat n'a encore été atteint que dans 


quelques cas particuliers. 


32o. Equilibre de température d 1 une 




'e homo 



En désignant par r le rayon de la sphère, nous 
aurons l'équation aux dérivées partielles 


d 2 U 




<? 2 U 
dy* 



o 


avec la condition à la surface 


U 


pour 


x 



y 


2 



^2 


j. 


Cours, III. 



9 

r 2 . 


28 
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Posons 


i •* 


X 


p sln d cos^, 


y 


p sin 0-sinij/, 


m 

p COS0. 


Nous avons vu (t. IÏ, n° 277) qu'on satisfait à l'équation 
aux dérivées partielles par la solution simple 



n 



7*3 


désignant une fonction de Laplace, c'est-à-dire un poly- 


nôme homogène et de degré n en sinQ cos^, sinO sintj;, eosQ, 
satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles 


d'Y, 


i 


à 2 Y 



n 


sin 2 0 



2 


dd 


* ) tl 


o. 


Le polynôme Y /2 ainsi déterminé contient d'ailleurs i 


îtraires dont il dépend linéairement. 


En combinant ces solutions simples, on obtiendra, comme 


nouvelle solution, la série 


u 


Y 


0 


A la surface de la s 
du ira à 



re, ou p 



5 


cet 



série se re- 



o 


Il reste à déterminer les constantes 


qu 


i figurent dans 


les Y ny de telle sorte que cette valeur soit égale à l'exprès- 





F(/* sin0 cos^, rsinQsind/, rcosô), 

P 

que nous représenterons, pour abréger, par 

Or nous avons vu (t. II, n os 280 et suiv.) qu'on arrive à ce 
résultat en prenant pour les Y ra les valeurs particulières sui- 


vantes 


v 


Y 


n 



f(9',y)ï> n sind'de'dy, 


PARTIELLES. 4 



OU 


1* 


■ 

■ 

P re =X ra (cosy) = X w [cos0cos0' + sinfl sin 9' cos(^_ J/)], • 

* 

M. 

X n désignant la fonction de Legendre. 


326. Cet 

élégante. 

Remarqu 
une somme 


I 

peut se mettre sous une forme plus 



énérale Y n est 


1 I,, - 


D'ailleurs, le produit sin'f cos*'i s'exprime linéairement au 
moyen des sinus et cosinus des arcs (« + A-)J/, (i-\-k .... 


Parla substitution de cette expression, Y„ prendra évidem- 


ment la forme 


Y„= V [®' M „cosm^ + 0'; ww sinmd>], 


■ i 


m —0 



®' mn = sin'"0V, sin»0 V, 


V et V étant des polynômes en cos9 et sin 2 9, qui se trans- 


formeront en polynômes en cosQ si l'on y remplace sin 2 9 
par i — cos 2 0. 

Substituons le développement précédent de Y /2 dans 


l'équation aux dérivées partielles qui définit cette fonction, 


et chassons les dénominateurs; il viendra 


n 




sin'- 9 -h sin 9 cos0 H- ffâ (/* +■ i ) sin 2 0-m 2 ] 0'„ ire { cos m 



sin 2 0^|^+sin0cos0^^ 

ad' 2 civ 


Pour que cette expression s'annule identiquement, il faut 
mment que les ternies qui contiennent Je sinus et 
cosinus de chaque multiple de <|/ s'annulent séparément. 



* 


436 



de l'é 
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un des termes de Y», pris à part, sera une solution 



sin 2 0 


d 2 © 


mn 



sin0cos0^ -+- [n(n 



■) 



2 0 


quation 


m 2 ]0 


o. 


Posons 


0 



sin 


m 


nous 



une 


transformée en V 


sin 2 0 


J 1 



( 


* I 




sin 9 cos& 




c *- 


+ [n(n 



0 


,m(m 


i i 


i)] sin 2 0 V 


o 


à laquelle satisferont V et V". 
Prenons enfin cosO 





nouvelle variable indépen 


dante; nous aurons une dernière tra 


(62) 


P 2 ) 


d*V 

dp* 


i (m -h 





i) 


m {m 



i)]V 


o 



/ 

e 



uation se lie intimement à l'équation connue 


(63) 


( 



rf 2 X 



2 


â 

2a- h n(/2 

1 ajm 



i)X 


à laquelle 
En effet, 



■ 

polynôme de Legendre X /2 ({ji). 



ois c 






a 





équation; on 


rminer 



m 


une 




lûmes 


des 


à (62). Les intégrales de (62) sont donc les dérivées m 1 
intégrales de (63). Or le seul poljnome qui satisfasse à cette 
dernière (sauf un facteur constant qui reste arbitraire) est le 
polynôme de Legendre X n ({ji). 


Les polynoi 



\ V", qui satisfont à (62), se réduiront 


donc chacun, à un facteur constant près, à el ^ es 
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fondions 


0 


m il 


0" 


ni n 


V"sin'"0 


* 


■ 


seront égales, à des facteurs constants près, à l'expression 


(i 


m 

2 \ 2 


d" l X n (ix) 


0 


dfx 


m 
T 


d m + n ( |Ul 2 


m 



ni + /i- 


que nous désignerons par P" 1 (jjl). 


* L I 


327. Cherchons la valeur de l'intégrale 


j m 


nn' 


(a)Pff(f*)rff* 



Vu'" n 


«t 


Supposons, pour fixer les idées, n ! >n. L'intégration par 


parties donnera 



(— i)" l X 


d ,n r 

n ' w du»* [ 


ox d' w X re (u) 


d\i. 



car les termes tout intégrés, contenant 


I 


en 




Le multiplicateur de X„'([a) sous l'intégrale est an poly- 
nôme de degré n; donc l'intégrale sera nulle si 


tï. S 


Al 


/ 


C[x /Z le premier terme de X 


ce polynôme aura pour premier terme 


i). . .(n 


m 



< / \r n ( /> + m ) 1 r»>i 


II 



donc égal à 


' •* — m ) ! 


R étant un reste de degré 



rc, qui 


est sans influence sur 


la 


438 
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vale 


ur 


de 





onc 


( n -+- m ) ! 
(n — 


m)\ 




1 


'( n -h m)\ 


{n 


2 


ni)\ 2/i-i-i 


328. Cela posé, nous aurons 


(64) 


et il res 


qu on 


Y 


n 




2*P™0x)[À 


a a 


cos 






B 


mn 


■ — 

sinm^], 


constantes A et B, de telle sorte 


0 


[A mn cos m 4, + B mn sinm^] =/(0, ù). 


Multiplions cette 
de o à 2tt; en remarquant qu'on a 



par 


cos m 



et 



grons 



2 7T 


cosm^ siri m'ty dty 


o 



2 7T 


cos m cos m! dty 


o 


il viendra 


étant égal, en général, à 


i 


5 


Multiplions cette dernière é 


grons de 


i a i, en remar 


Tm 



3 


O 


71 


2 71 



a 


si m 




2 si m 




m) ! 


> ™ / 


< 



si m 



o. 



m 



m 



o 




P^pOrfp. et inté- 


si /i £ n', 


2 


/i 


m) ! 2/i 


si n 


f 

- /r ■ 



i 


il viendra 


(n — ni)\ 2/i 


A 


mn 



/(0,.<jO cosm^P;?^)^, 


A 


mn 



m 

* 

m)\ m 


{n~\-m)\ 2 À 


m^ 



27Î 


f(9, C08J»+P«(fJL)rf+rffi 
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On trouvera de même 


m) ! 2 n 


— r 



2 


f{9, ip) sinm^ P % ( y.) dty d p . 


0 


Substituons ces valeurs des coefficients A et B dans l'ex- 

* - t 

pression (64) de Y re et réunissons tous les termes sous un 
seul signe d'intégration, après avoir changé les variables 
d'intégration 8, <l, jx en 8', d/, |x' pour éviter toute confusion ; 


il viendra 


Y 


f f 


2 7C 



71 (n 


m ) ! 2/1 + 1 


0 



X P^(^)P; w (/jL')cos/n(^ — 


Mais nous avons précédemment trouvé cette autre valeur 


Y 


2 n 



-/7 

^0 ■'o 


2 TC 


/(e ; ,^)P w sinôW^', 


ou, en prenant eosQ' 


3 


tion, 




ul' pour nouvelle variable (Tinté 


Y„ 


2 n 

1 



4tt 




2 71 


/(0', i|/')P»<*|/rffA'. 


0 


La comparaison de cette valeur avec la précédente donne 


l'égalité 


P 


71 



n 


n 


m ! % 


0 


n 



ni ! % 


//2 


■ 


qui permet d'exprimer la fonctio 



P fl = X a (cosy) 




I 


1 


/x' 2 cos(i|; 


+')] 


par une somme de produits de trois facteurs, dont chacun 
ne dépend que de l'une des variables jx, |x', — M- 



a >. 


329. Il est aisé de vérifier directement cette formule. En 


effet, P„, considéré comme fonction de 9 et 
fonction de l'espèce Y„ ; elle pourra donc se 



mettre 
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forme 


■ 

■ 


P»= %o ^n(y-) [Km cosm(ù — <J/ ) -h B mn sinm(<\> — d/)l, 


ou les coefficients A. mn ^ ne dépendent plus que de uf 9 



D'ailleurs P„ est une fonction paire de — <|/; -donc les 



icients seront lous nuls. De plus, P„ est symétrique 


en et u'. Donc K mn sera égal à c w P™ ([*'), c m désignant 


une constante. 


Nous trouvons ainsi 


(65) . P JI =2»c JB P*( f x)Pj!|( f x')cosin(4,-^), 

r 

et il ne reste plus qu'à déterminer les constantes c m . 

A cet effet, nous égalerons les valeurs principales des deux 

rsqu'on y pose p = p. f = oo; faisant, pour abréger, 
<j/ = © ? la quantité 





se réduira sensiblement a 


cos y = jutjut/ --h \J i — jut. 2 i — jul' 2 cos <p 

* 

ble 


/x 2 (i — coscp) «g 2 sin 2 - <p. p. 



2 


et 


x » ( «»ï :) = jtttt j= ( «=<>» V - ' )" 

_ 


2 n(2n — i ) . . :t m #- ï i 

: ; COS' 1 Y 



• a t 


aura pour valeur 




2/1(211— l). . . (/z +]) , F 

sin- 71 - cp . jUL 2/ ' 



s 




2 


(2iy- n sin 2 »- 

2 




2 Tt 

2 I cos/icp cos(/i — 0<p4 

1 


• * 



AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


D'autre part, 


2 "\ m 


F) 


ni 


- J 


2 


0 


2n(2n — i)...(n — m + i)l 2 


— 


2 n n ! 


44i 



* • 


La comparaison des lermes en |Ji 2/2 cosmcp dans les deux 
membres de l'équation (65) donnera donc, en posant ~)\ m = 2 


si m 



( 


d'où 


o, X 


m 


i si m 


o 


211(2 n — i) 


i 


n ! 


(2i) 2 " À 


a , v 2n(2n — 0 

_ { j \u—m v ' 


m 

. (/i + m + i) 


m) ! 


0 


2 A*(2tt — i). . .(/I 


2" n! 



2 


c 


m 


(n 


m ) ! 


2 



/n) ! 1 


330. Équilibre de température de V ellipsoïde . 
devons satisfaire à l'équation 


(66) 


dx\ 



dxl 


dxl 


o 



et à la condition aux limites 


(67) \] = F(x i7 x^ a*) 


pour 


Posons 


A 4 — A 0 


A 2 — A 0 
^1 + ^2+^ 



1 ► 


o. 


1 


0 



2 


e 


3? 


1 . 


L'équation de l'elli 




^0 


c 


deviendra 


x 


x 


2 


^0 



e 


1 


0 


e 



, pour fixer les idées, qu'on ait 



e 
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Par chaque point de l'espace passent trois sur 


— 

second degré homofocales 



du 


/y» 


2 




3 


1 


i 


«3 


1 



(t. I, n° 545), orthogonales entre elles; leurs paramètres X, , 


X 2 , X 3 satisfont aux inégalités 


e 




e 



1 


2 



e 


i 



Aï* • 


i • J 

#- 


Réciproquement, à chaque système de valeurs de ces para- 

à ces inégalités, correspondent huit points 


mètres 




ayant pour 



coordonnées 




I 



e a ) ( 


e a ) 


«a) 


(t. I, n° 



(a 


1,2,3) 


331. On lèvera cette ambiguïté en posant 


<P«2 


PU S . 


On a, en effet, d'après les notations 
théorie des fonctions elliptiques (t. 



tées dans la 



410 et 416), 


u 


e 


a 


u« 


d'où 


> 


e a ) (c 


ï 


a 



X 


a 



Uâ ,/a M i fat. M 2 ./a M 







, qui donnent les trois 



nnees 


nous convenons de prendre partout le signe +, à chaque 


système de valeurs de «j, i/ 2 y ^3 correspondra un seul point 

■ 


.2? 



#3. 


Cher 



ns comment on devra faire varier ih P our 


obtenir une fois chaque point réel de l'espace. 


Posons, pour abréger, 


ex) a 


?a). 


I 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 



La première période 


2 GO 


I 



sera réelle et positive, et 
ment imaginaire 

Si Xi varie de e 2 à <? 3 , 



secon 




iode 


2o> 2 sera pure-^ 



i 


cih y 


2 V / 9(X 1 ) 


sera réel, et u { (ou du moins l'une de ses valeurs) variera en 

w. 


ima 


+ 


sera réel 


valeurs de «/ 3 variera de o à coj . 


obtie 


X J . X*> m X 


tous les systèmes de valeurs admis- 



#2, ^3 qui lui corr 



nt, en 



ant varier, en 


ligne droite, 


Ut de 


0) 


15 


de co 



0l>2 


de 


o a &)!. 


Les autres points se déduiraient de celui-là en changeant 
les signes de ses coordonnées. 

On les obtiendra tous et chacun deux fois, en faisant varier 

u K de iù 2 à (o 2 H- 4 w o M a de ^3 à u) 3 + 4 W 2? 
jours de o â W4 . 


*/ 3 variant tou- 



effet, Jes relations 


u) 



1 



/a(« 



2 Wp) 


/a" 


(t. II, n° 416) montrent qu'on a 


/««' 



SI M 



M OU IL 


u est une 



* 

e. Or, à chaque valeur u K 


u, comprise entre <o 2 et o) 2 + <*> M correspondent, dans Tin- 
tervalle de o> 2 à o3 2 H-4 w i> trois autres valeurs de ce genre, 


u 


i 


2G) 2 + 2 0) i 


U 


U 


tf 

1 


2 0) 


1? 


1 


U 



2(0! 


A chaque valeur z/ 2 comprise entre o) 3 et o) 3 +co 2 corres- 
pondent de même dans l'intervalle de a) 3 à a> 3 + 4^2 'es trois 

urs associées 



u 


! 


2C0 3 -+- 2C0 2 


U 


2ï 


U 


2 


U 


2 Ci) 


21 


ttr 



2C0 2 . 


Les 16 



(tt, f 2 " 3 ), (tt\u<>Uz), 


m • 


/ /// m \ 


auront, au signe près 


5 



mêmes coor 





# 2 


# 3 . On vérifie aisément que chacune des combinaisons de 
signés est reproduite deux fois. Ainsi (w 4 u 2 u^) représentera 
le même point de l'espace que (u\ u\ u%), (u\ a 2 u^) le même 
point que (ii^u^u*), etc - 



. Ces 




i min aires 


fpendanles, 



w 3 pour 


l'équation différentielle (66); on a 


transformée de 


dU 
d*XJ 


d'0L 


U 









k dul \dx* 


d 2 U 



du k 



k { du k du, dx a dx a 



icdiik dx\ 
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-Reste à calculer les sommes 



*\dx*L Ad^ôx^ dx^ ^ a àx% 


Or on a 


d'où 


àu k _ diik dl^ _ i àl k 
dxa, dl k dx a 2 (JcCa - ' 

â * 1 4 (<pX,)^^^ ^ ( àxV 



2 



{du k y_ i -y / t)X/, 
a V àx a ) 4 CpX,. Zà a l 


a <*r a 4 yjy\ k fifcj *mi x dx a dx a ' 



Or, les surfaces const., const. se coupant 


angle droit, on a 

â^ k âlf o 



D'autre part, en dérivant par rapport à x a l'équation 


(69) 


m ; ef a 

nn - /y* £ 



)i/ c — e x h i c — e 2 À/ t . — e :j 



et posant pour abréger 


2 

x i 



9 1 * 1 

il viendra 


ï ( h —Ci? 


7> 


2 # a c Ô\ k 


d'où 


A* — ^« 


a 


446 



cune des 


il vient 
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urs si, dans l'expression de Sa, on remplace cha- 

x\ par sa valeur 



a 



e 


a 



» 


Sa- — 




a 




e OL) 


" X /r ) ( X m 


h ) 


d'après la formule connue de Ja décomposition en fractions 

es (/, m désignent les deux indices de la suite i, 2, 3 





a 


DOC 


2 


I 




1 


Enfin l'équation (69) dérivée deux fois de suite par rapport 


à # a donnera, en posant pour abréger 


(7 2 ) 


o 


2 


e 


a 


a 


2 



( &é 



/i 


8 


a 


9 

1 ~ 



2 



3 


1 


e a) 3 Sa 


T 


2 


2 


In 





a 


2 


"^1 



par rapport à a, il vient, d'après .(71) 


o 


=2 


2 


2 



A- 


a 


s 


S A- 2 


a àx\ 



et (72), 



il vient 


cette équation à la précédente 



OC 



1 o f 7ih 


2 




4 


S 


k 



0 
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et, par suite 


y 



O. 



différentielle transformée 


sera 



2 (A, 


A*) (A 


m 


A/, ) 


<j 2 U 


o 


ou, en chassant les dénominateurs et remplaçant a 2 , % 


par piii , p« 2 , <pW3 



(P« 


P"s) 



(P" 


P"l) 


(P"l 


* 

P«2) 


à 9 'U 

o 


o 


333. Q 


l'équation à la surface, il est aisé 



la 


■ p 

former. Soit o la racine de l'équation 


pu 


0 * 


comprise entre o et co 4 ; on obtiendra les points de la surface 
de l'ellipsoïde, chacun deux fois, en posant u 3 = u et faisant 


varier de o> 2 à o) 2 +4o) h u 2 de to 3 à (o 3 + 4 ( °2- La tempé- 


rature en chaque point de la surface étant donnée, on aura, 
pour u z — u, 

(74) U = 0(« 1 ,w 1 ), 

• r * 

$ étant une fonction arbitrairement donnée de w< = to 2 à 


o> 2 




4 


rep 


Cjl) 3 a 



(Elle devra 
la même valeur pour les deux systèmes 


de valeurs de u s , u 2 qui représentent le même 



334. O 


aisément trouver des soluti 



aux 






avons vu 


5 



n 


effet (235), que pour chaque 


■ ■ 

on 






i 




■ 

telles 



pour chacune d'elles, l'équation de Lamé 



x 


du? 


[n(n 



i)pu 



h] x 


o 


admelte une solution particulière 


M(u) 


NP 



i possède les de 


Posons, pour a 



tù { et â(x>>>. 




1 


5 


M(k,) 


M 


N,P 


3 J 3 


Le produit M 1 M 2 M 3 satisfera à l'équation aux dérivées 
partielles; car le résultat de la substitution sera 


M 1 M 2 M 3 2[/z(^ -M)pn a -hÀ] (pwp 



î identi 



Gelt 


e 



non si m 







X \ , #25 #3* 


sera un polynôme entier; car N étant un 



u 




de la forme fu.u, N 1 JN 2 N 3 sera un produit de facteurs tels 


que 


■ 



a 


D'autre part, P 1 P 2 P 3 sera un polynôme entier et symé- 
trique par rapport aux quantités pu x , pu 2 , pih- Or celles-ci 
sont les racines de l'équation du 





2 

a 


i 


,*1 ' 'fi VjPI \" • ,.. f » *v 'i I" * ' ^ *' A» • l 

dont les coefficients sont des polynômes entiers en x 


33 



in associant les solutions simples qui précèdent, 


nous obtiendrons une série 



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


oposé si les coefficients 


44 





minés de manière à 






à Péquation à Ja 


(7 5 



m 


3 



■i 

la valeur de M ( 3 A) pour fi 2 





soit 


336. En admettant provisoirement que 
susceptible d'un développement de la forme (70), il sera aisé 
d'en déterminer les coefficients 
Multiplions, en e 



ar Mf Mf > 

et intégrons par rapport à U\ de co 2 à (0 2 -f-4^o et 



à u 2 de co 3 à a) 3 + 4^>2Î l'intégrale double 

^ M |* M ( *> M ( /> lif — pu,) du, du. 2 



qui multiplie c^/;i ( 3 , est le déterminant des quatre intégrales 


simples 


\—{ M[ k) pa l du u 


I 


2 > 


Jl 



J •) 


ML" M ( „ /<;) d« 


Ce déterminant est nul si i^k. 

En effet, M'(a), M*(k) sont solutions 
de Lamé différentes, telles que 



de 


ux 




s 


• V 



îM<o 


du' 1 

w 

d 2 MW 


du* 


[n (n 


1) pw 



i) 


o 


5 




On en déduit 


4 


[n(n H- 


1 


v 




(h 


A')MWMi*> 




TROISIÈME PAItTIE. 


CHAPITRE III. 


Intégrons de w 2 àa) 2 + 4 w i- Les fonctions M admettant la 



4*0, , l'intégrale du second membre sera nulle, et il 


[n(n 



0 


i)]Ii-f- (h 


h') h 


o 


Intégrant de o) 3 àu 3 + 4 w 2j on trouverait de même 


[n(n 



0 


n'(n'+i)] I 2 H- (/î 


A')J 


O 


1 


d'où 



O 


à moins qu'on n ait à 



ois n 


A', d'où z: 


Ar. 


Calculons ce même déterminant dans l'hypothèse où i 


k. 





\ 



les périodes 


11 * 1 A 1 

2 0)], 2(i) 2 ; elles sont paires et n ont de pôle que pour u 


o. 



osées en éléments simples, elles seront donc delà 


MWM<*>p 




• * 



u 



Intégrant de to 2 à to 2 -f- 4 w < j 



v 




J| : :-=: 4« Ar 0t> 1 


4«?ïh, 


Ji 


En intégrant de to 3 à w 3 + 4 t0 2> on aurait de même 


I 


J 


4(3*co 


4Wm 2 , 


et 



Ii J 2 


On aura 


87ri'(a* A * 


I 2 Ji 



i6(a*(3* — a*(3*) (n,û> 



8 


«î ft/c ). 



) 


* 

, pour déterminer c*, la formule 


« f P* ) mi* 1 c* 



337. Il reste toutefois à établir que la fonction arbitraire 
®( u n u 2) admet effectivement un développement de la 


forme (' 
vantes : 


viendrons par 



U\ DÉRIVÉES PARTIE 


Soient x { , x 2 , # 3 et r, u % deux systèmes de variables 
liés par les relations 


x 


a 



«a) (,P" 2 


«a) 


e a ) 


On en 



mt aisément 


V ^2 


r 



a a 


pu 


1 


a 



P^2 


o. 


a 


Ces équations représentent une sphère et deux cônes 
homofoeaux, qui se coupent à angle droit. 

A chaque point réel x K , x 2 , x 3 correspondent:^ 0 une 
seule valeur de 2° deux racines de l'équalion 



x 


a 


À 


o 


e 


a 



nt la première, X { 


la seconde X 


piiiy sera comprise entre e 2 et e% ; et 



pu 2 entre e z et e K ; 3° deux systèmes de va- 


leurs de u i , w 2 te l s q ue compris entre to 2 el to 2 



et w 2 entre co 3 et co 3 



4 ^2- 


Réciproquement, si le point (u { , u 2 ) parcourt le domaine 
ainsi défini, le point x 27 
de rayon r qui a l'origine pour centre 



deux fois la sphère 


338. Si Ton prend u { , w 2 pour variables indépendantes, 
l'équation du potentiel 



d 2 U 


se transformera en 


àoc\ 


o 


dr 2 


yf^ 





i 


\ 2 


UOC ri 




T 


2 


(J 2 U 




d 2 r 


+ 


dii\ 


àU 


• * 



1 





dxl 




2 



O- 


Les termes de la seconde ligne 



araissent, car les sur 


faces ;* = consL, w, = const., tt 2 =eonst. étant orthogo 


nales, on a 


L'équation 


donne, d'autre 



dr dut 





o 


r 


2 


4 

_ A 

d où 


■ 



dr 

r- — ? 



a 



D'autre part, les 


i 


i 




a 




r 



d 2 r 2 

■ 

dx\ r 



2 

a 


a 


o 


<P W 1 


donneront, comme an n° 332, 




i 


4 


4 <p*i S, 



d 2 h 



o 


1 




col 
i 



Or on a ici 


d'où 


Si 


r 



€ x ) (1 



>ger, 



.2 


(A 


i 


«a) (e 


Y 


y 



Si 



a 


J 

^a) 


a. 


«a) 


«a) 


X 


I 


On a donc finalement 

• 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 



On trouvera, de même, 




r 2 ( p ti 


i 


P li *) 



â 2 u 



m o, 


L'équation du potentiel aura donc pour transformée Ja 


suivante : 


dr 2 


i 


'd 2 U 



r 2 (pu 2 — p u x ) \ du 



2 




3 d\J_ 

r dr 


o 


ou 


(76) 


d-U 




<? 2 U 
Or 2 



1 r 


dU 
dr 


Pltl) — 


o. 


Cela pos 
l'entier 


27 





ne v 


aie 


4- 1 fonctions Y n linéaire- 


ment distinctes et définies par cette 


( 



nt des 


homo 


es satisfo 


Mais 


correspondent 2/1 + 1 valeurs de h pour 
lion de Lamé, 


même valeur de 
lesquelles Féqn 


[n(n 




O 


admet une intégrale doublement périodique de la forme 


M 


NP. 


Les produits 



N 1 N 2 P 1 P 2 


les 2/i H- 1 


seront précisément 
moyen des variables w n w 2 . 


fonctions Y n 




au 


En effet, soit k le degré du polynôme P; N,N 2 sera un 


produit de n 


k facteurs tels que 


fa U t fa U 2 


I 


D'autre part, P< P 2 sera un polynôme en pii\j pu% symé- 
trique et de degré n par rapport à ces deux quantités; ce sera 
donc un polynôme d'ordre n en pu h pu 2 et pit\ + pu*. 
Mais les équations 


•i 



a 


1 


e-x) (pu ? 



a 


e x ) ( e y 


- 


permettent d'exprimer les quantités 


p«,p« s , pu 1 + pu u . 


en fonction linéaire et homogène des trois 



Donc la fonction r /2 M 1 M 


U 




gene 




degré n en # 2 , x 3 . Il 


e satisfait à l'équation (76). 
Cette vérification est immédiate, car on a 


<? 2 U 



2 
1 


■ 

[n(n -t- i)pa 





r- 


d 2 U 

dr 2 



2 r 



r 




un polynôme 
à s'assurer 


n{ n 



i)U 


Le 



ement de 



$ en une série 


de termes M 1 M 2 sera donc possible aux mêmes conditions 

développement en série de fonctions Y„; ces deux 
ements, identiques au fond, ne diffèrent l'un de 



L'autre 



339. 


ar le 



oix 



s variables indépendantes. 



d ) une sphère homogène. 


Soit / 


le rayon de la sphère; nous aurons l'équation aux dérivées 



dt 


a 


2 , (PU <PU 



dx 


ay 


2 



avec la condition initiale 


U 


/ 


po 


ur 


t 


o 


a? 2 H- y 



^2 

*3 



r 


2 . 
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/ élant une fonction donnée de x, y, et la condition à la 


ur 


face 



dx 


cosa 



dU 


cos 6 



du 

àz 


cos 


y 



Cl 


o pour ^r-+ > 2 +^2 


r 


des 


fo 


extérieure avec les axes coordonnés. 


8, f 
139) 


(77) 


dt 


a 


d 2 U 
dp* 

d 2 U 


i 



2 <?U 


p 2 dO 1 



cot0 dU 



P 2 


dd 


La condition initiale prendra la forme 



U 


/ 


pour 


t 


o 


P 



7' 


el la condition à la surface deviendra, en remarquant que 


1' 


on a 


cosa 


dx 


dp 


cos (3 


dy 
^p 



dp' 


(79) 


^P 



HU 


o 


pour 


P 


310. Pour déterminer une solution simple qui satisfasse 
aux équations (77) et (79), posons 


U 



désignant une constante, Y n une fonction de Laplace et R 
une fonction de p. Ces équations deviendront, après qu'on 
aura chassé les dénominateurs et supprimé les facteurs com- 


mis 



o 


P 


d*W 
dp % 



2p 


dR 

dp 




i)]R 


d 9 dR 


(81) 


dp 

dR 

dp 



dp 
HR 



L> 2 P 



O 


P 


our 


P 


r 


L'équation (8o) rentre dans la catégorie de celles que nous 
avons ramenées à l'équation de Bessel (19o). Elle admet, 
comme solution particulière, l'expression 


(PP) 


J 


1 

n -h - 

2 


(PP) 


que nous désignerons par F n (pp). Cette fonction est Je pro- 
duit de p n p" par une série, procédant suivant les puissances 


entières de p 2 p 2 . 


Il reste à satisfaire à l'équation aux limites (81). Il faut 
pour cela que p soit une racine de l'équation transcendante 


dF n (pr) 
àr 



n¥ n (pr) 


o. 


i 

Le premier membre de cette équation est évidemment une 
fonction entière de p 2 si n = o\ une semblable fonction, 


multipliée par p n , si n >> o ; supprimant, dans ce dernier cas, 
la racine narasile p — o, qui ne fournirait qu'une solution 



identiquement nulle, nous obtiendrons dans tous les cas une 
équation de la forme 


(8a) 


^« ( P* ) 


o. 


La fonction F n (po) s'annule évidemment pour p 


0 


si n 



o; et, si n = o, sa dérivée s'annule; on aura donc, 


dans tous les cas, en désignant par p et q deux valeurs quel- 


conques du paramètre 


F«(<7P) 


dF n (pp) 
dp 


Fn(pp) 


àFn(qp) 

— - — ^^^^ 

dp 


o 


p 


our 


p 


0 


1 


A ! 

même re 


r ? si p et q sont 


racines de l'équation (82). 


tion (4i) considérée aux n os 314 


V, r, X par R, p 


conclut : 


P 2 ; PS n{n + 


O 


f - 



AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


i° Que les v 



urs 


de 


P 


qui satisfont à l'équation 


■ 

o sont toutes réelles, positives, inégales et en 


nombre infini 


5 


2° Qu'en désignant par/? 2 , gr 2 , ... ces racines, l'intégrale 


K" 



P 


P 2F ^(/?P)F /I (ryp)rfp ? 


0 


sera nulle, si p- diffère de q 2 \ soit, au contraire, q 



on 


au ra 


trn 


1 


L Ô P % 


(pr) dF fl (pr) 


d! 



àF„(pr) à¥ n (pr) 


ip 


dp 


ài 


d*F„ (pr) 
ôr dp ' 2 

d*F n (pr) 
àr dp 


341. Posons, d'autre part, comme au n° 326, 


m. 


COS0 


J 71 



(i 



4 ^11 + » ( M ï 


I) 


2 ■ 


m-\-ti 


On a vu que P™((ji) cosmd;, P™([*) sinm^ sont des fonc- 
tions Y n ; on satisfera donc à la fois à l'équation aux dérivé 
partielles et à la condition à la surface par les solutions 



simple 


e -a'-pH P« ( ,x ) ços m ^ F„ ( p ), 



et plus généralement par la série 




B 


mnp 


sinra^) V n (pp), 


m ■ 

où les A, B sont des constantes arbitraires, 



sommations 


s'étendant : 


i° Celle par rapport à«, à toutes les 



urs 




o a oo ; 2 


o 



ar rapport à m, aux valeurs entières de 


de 


o 37? j 


3° celle par rapport à /?, à toutes 
l'équation vs n (p 2 ) = en- 



racines 



P 



342. Cherchons à déterminer les constantes A, B, de telle 
sorte que la série satisfasse à la condition initiale 




7 7 ( ix ) ( A ,„„ p cos m -hB mnp sin m <]; ) F„ (/> p ) —f, 


pour tous les points intérieurs de la sphère, c'est-à-dire 


pour, o < p 



772 


I<p.<I, O 

li des 



2 7t. 



de valeurs associées des 


paramètres m, 
l'équation (83) par cos 


les termes du premier me 



déterminer 


m 


'n'p' ) 


mu 




et intégrons de o à 2 

une intégr 




ions 


ous 


nulle, 



cos/n'di. O 


2 7U 


cos 2 m! 



Il viendra donc 



2 TC 



m/ 



I 





2, si m 


o, 


o. 



I 

Multiplions cetle égalité par P™'(p)dp 7 


i a 


i. Tous les termes du 



une intégrale nulle (327), sauf ceux où n 


on a 


(n 1 + m')! 


2 


1 


m' ) ! 2 /i 



Bgrons de 



donneront 


lesquels 


I 


m 
n'n f 


il viendra donc 


. i J o 


Ja sommation ne s'étendant plus qu'aux valeurs de p corres- 
pondant à la valeur n! de l'entier n. 

Multiplions enfin par p 2 F(/>'p)e/p et intégrons de o à r\ 
tous les termes du second membre donneront une intégrale 
nulle, sauf celui oùp = p 1 \ et l'on aura finalement, pour dé- 


terminer A wV/J ., l'équation 



/ / / /cosm^P-;( f x)p'-F( /? 'p)^^^p 


On trouvera, par le même 
B /n w,' l'équation analogue 



pour déterminer 


rrr 


/sinm / ^P^'(fJL)p 



Substituons, dans la série (83), les valeurs que nous ve- 
nons de trouver pour les coefficients, et accentuons les 
variables d'intégration, afin de pouvoir faire rentrer sans 
ambiguïté sous les signes d'intégration les facteurs qui leur 


sont extérieurs; nous obtiendrons comme valeur initiale de U 


1 



n 




2 TZ 


1 T ni M il A n \ \r ) 1 n \ r ) 


1 rr l /n K n 


X cosm(ù — ^)p /2 F n (pp)F n (pp t )d^c{ l x f d p f . 


343. Mais il reste à prouver que, 



additionnant les 


termes de cette série triple dans un ordre convenable, on 



somme f(ty 


m 


manière 


ation 



u(P 9 -) 


o 



rangées par 


ordre de grandeur croissante. Nous 


aurons à déterminer la valeur de la somme 


(85) 


*/0 


f*'.p') 


K 11 


p' 2 F ra (/>p)F„ 



■ 

46o 


TROISIÈME PARTIE. 


CHAPITRE III. 


pour les valeurs de p comprises entre o et ?\ JMous verrons 
qu'elle est égale à /(<]/, p.'. p) [pourvu que celte expression 



considérée comme fonction de p, soit continue et ait une va- 
rialion limitée dans l'inlervalle de o à r, quels que soient <!/ 


et 


L 


a somme 



se réduira dès lors à la somme double 


22 


/ 



qu'on sait être égale àjf(^, ix, p) [328]. 

m • . 1 x / . 1 1 ' 



Tout revient do 


pour Ja somme de la série (85). 



tablir ce que nous avons annoncé 


344. En cessant, pour plus de simplicité, de mettre en 

■ 

évidence les quantités <{/, jji', n qui conservent une valeur 
constante dans toute celte recherche, cette expression peut 


s'écrire ainsi : 


(85)' 


o 



/ 


) 


K 


La fonction F(/?p) satisfait à l'équation différentielle 


dp " dp 


[ /> 2 P 2 


n ( ^ + i 



o 


et, comme elle est symétrique en p et p, on aura aussi 





P 



I 



O. 


o 


n a 



même 


d dF(pp') 
dp dp 



[p 2 p'' 2 



i)]F(/>p') 


O. 



combinant ces deux équations, on trouve 


p 2 )/> 2 



F(/>p') 


^^d P y dp 


àp 


dp 
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46 


I 


en posant, pour 



CTpr 



p 


\?{pp' 


) 


dp 




[pF(pp') F'(pp) - p'¥(pp)F'(p p ')]; 


on aura, par suile, 



V(PP)F(pp') 


(P' 


Nous avons irouvé d'autre part 


K 


.2 


PP 


ip 


dF(pr) àF(pr) 
dp 



r/ .d'F(pr) 



_ 


Pour transformer cette expression, nous remarquerons 


qu'on a 



dr 


pF'(pr) 


P 
r 




ce qui permet de mettre K^p sous la forme 


(88) K 


r ( 


pp 


2 p 


P 


dF(pr) 


V 


„. N à dF(pr) 


àp 


dp 


et de donner à l'équation à la surface, 


dF(pr) 


dr 



o 


1 - 4 

la forme suivante : 



P 


àF(pr) 


dp 



UrF(pr) 


o. 


Désignons par à(p) le premier 



de cette équation ; 


l'identité 


(90) 


P 



dp 



Hr 



r) 


ant difïerentiée, donnera 



') 


à àF(pr) 
P— ■ 


dp 


dp 



Ut 



/ 




TROISIÈME PARTIE. 


CHAPITRE III. 


Enfin, pour p = 7*, l'équation (86) peut se mettre sous la 



(9 2 ) 


P 


àf 




n ( n 



o 


Tirons des équations (8g), (91), (ja 



es 


ôF(pr) d 


dp 


il viendra 



P 




pour 




K 


r 


pp 





po 


ar 




/ 


.2 



H/(i 


H/) 


vale 


urs 


de 


dans (88), 



On au 




5 


F(pp)F( PP <) 


K 


( 


PP 



345 


*Q{p)9 r (p) 


(P 


/2 


pour le pôle z = /?, de la fonclion 


de voir que cette expression est le résidu 

il/"* * 


x( 5 ) 


aQ(s) <f>(z) 


r(p'*_p')^(s) 


1 



, posons 5 


Q(*)' 


C0( 1 


J 


I 



1 


9 


A ; on aura 




• ■ 


y{p) + h co'(p) 



ih 
~P 




1.2 



1 .y(/p) 




1 


* 





PARTIELLES 



Le résidu cherché sera donc 


■>Q(P)9'(P) 


'•(P 



2 <p(/>) 



Q(p)Y(p ) 



Q'(p) 


*Q(p) 


— 


Or la quantité entre parenthèses est nulle. En effet, les équa- 
tions (90), (91) et (92), résolues 


, d dF(pr) 
par rapport a -r- p 



à/- 



dp 


F(pr) 1 donnent 


F(pr) 


0 


Ur) <]>(p) + p^'(p) 


Q(p) 



stituons celte expression et sa 
lion (89). Il viendra, en tenant corn 




dans l'équa- 
ce que ty(p) est 


nul, 


P 


(1 







ou, en réduisant et 




2 



) 


pV(p)Q'(p) - 

Hrpù'jp) 

Q(p) 


O 


QHp) 


Qip)V(p) 

¥tP) 



Q'(p) 


p 


o. 


346. On remarquera d'ailleurs que, pour 


AS 


: o, la (onc- 


tion x(^) n est P as i^fînî^j car<p( 


contient le facteur z 2 


qui figure au 



inateur. Donc y^(z) n'a d'autres pôles 



que les racines p, et l'intégrale 


2TÏI J 



z ) dz , 


prise suivant un contour fermé quelconque situé à droite de 
l'axe des y, sera égale à la somme 



bornée à celles des racines p 



sont contenues dans ce 



Les termes correspondants de la somme (85)' donneront 



l'intégrale double 


(93) 



) dz. 


347 




contour d'intégration 



io) le rec- 


Fig. io. 



tangle MNPQ qui a pour sommets les points B/, A + Bj, 

m _ m — w A a ^ m •m -m /"l 


A 


B/, A étant une quantité réelle de la forme 


n 

2 


+ 2/f 


71 

r 


où k est un entier, et B une autre quantité réelle, très grande 
par rapport à A. En faisant croître indéfiniment l'entier À*, 
ce rectangle contiendra un nombre de racines de plus en 
plus grand; on obtiendra donc la somme (85V en cherchant 
a limite de l'expression (9 





e 



ir que cette expression a pour limite /(p)> ^ 


nous suffira de faire voir : i° que l'intégrale 

• 


b 


(94) 


uyuAtiumS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


où b est une 




fé 


465 


entre o et reste conslam- 

i 


i 


ment vers - lorsque k croît indéfiniment, tant qu 


P 


.A 



une cons 


que Ico ne 




(g3) étant décomposée en de 


où l'intégration relative à p' s'étend respectivement de o à o 


P 


po 


ur v 



t. II 



Liront respectivement 


■ * 


2 



i 


o) et -/(p 



Leur somme sera 



c égale à/(p), puisque cette fonction 


est supposée continue. 
Nous remarquerons d'abord que y (s) étant une 



i 




les éléments de l'intégrale 



*2TC l 


prise 



le 


côté MQ se détruisent deux à deux. En outre, y(^) prenant 



imaginaires conjuguées en deux points symé- 
triques par rapport à l'axe des x y le reste de la ligne d'inté^ 

* ■ 

gration relative à z pourra être borné à sa moitié supé- 


rieure KNM, à la condition de doubler Ja partie réelle et de 

rimer la partie imaginaire du résultat obtenu» 





pour abréger 



0 


71 

2 


- - 1 * 


* » 



V 


I 



f * 

? 


* * 


nous aurons (221) pour F (s) 


de la forme 



F(s) 


cos(z 


A) 


(a 


i 

2 


J 


/i -h - 

2 



y. 


une 



« I 



fi 



sin (s 



». 


i • 

Il 6 t étant des polynômes en — • La déri 



nera 




J. 


Cours, III. 
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/ 


■ * 

■F' (s), F" (5), des expressions analogues 


(96) F' (ij =- S ' n( ^~ X) (« -h 0.) 4- 005(5 - X)0„ 

cos(s 1) 



F"(z) = ^- â (a + 0») -4- sin(s - X) 0,. 

-25 


60, . . 85 étant encore des polyno 


r 



► 1 


Soit z = u -\- tî, t étant positif ou nul. Le module des 


quantités 


cos(£ 



sin (z 




2 


2 l 


sera compris entre 


* 


et 


2 2 


et, par suite, moindre que e c . En particulier, si t est très 


grand, il se réduira sensiblement à - e*. 


D'ailleurs, si le module y a 2 -ht 2 de n est >>i, les mo- 



dules des polynômes 9, Ô 5 seront limités; et si \ z\ est 


I 

très grand, ils seront du même ordre de grandeur que j — rr- 

Les modules des quantités F(*), F'(z), F' 7 (z) seront donc, 
si t est très grand, sensiblement égaux à 

* 

a e f 
i\z 


et seront, dans tous les cas, moindres que 


e l 


/ désignant une constante. 


r 


Ce dernier résultat, que nous venons d'établir en suppo- 



7 

/ 


< i î car, 



4 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

sant | z | > i , subsiste évidemment encore si I z 
cette hypothèse, ^ est au moins égal à i , et, d'autre part, 

les modules des fonctions entières F(*), F f (z), ¥'(z) restent 
inférieurs à une limite fixe. 


e 


349. Il est maintenant aisé de trouver, soit la valeur ap~ 



, soit une limite supérieure du mo 


P r 

des facteurs de la quantité 



de chacun 


P' 2 X(*) 


V Q(*) 

r (p 


p>(5) 


2 N rr2 


P 2 ) 


* * 

qui figure dans l'intégrale (94), lorsque [il est très g 



ce qui a lieu sur toute la ligne d'intégration. 
On a tout d abord -Ç-< a. En second lieu, 


Q(-) 



0 


Hr(i 


a son module sensiblement égal à 7' 2 
On a, d'antre part, 


m àF(rz) 

dz 



HrF(^) 


rzF'(rz) + HrF(^). 


Sur le côté horizontal du rectangle, où z — a + Bj, w va- 
riant de o à A et B étant très grand, les modules de F(rz) i 

F f [rz) seront sensiblement égaux à 


oc e 



2 r\ 


et l'on aura sen- 


2 


e 


/•B 


Sur le côté vertical, où z = A + i£, £ variant de o à B, on 
aura, en remplaçant A et \ par leurs valeurs, 


rz 


r 


A 


1 -h rti 


2 


k 


1 

2 


7T 



5 
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CHAPITRE III. 


d'où 


sin(r 


rr 


cosirz 


sin HL 


et, par 



i 




) 


r 


+ . * 


t-H/ 


On en déduit 


cos rti 


r 


sin f 


r 


[a 



0j> + sin/tJ0 3 (rs) 


-[a-H0 (/"-s)] — cosrf/fl, (/'s) 


(98) 


a 2 cos 2 r 



1 


M 



M' tangr/z + M" tangV*/), 


M 7 , M", M'" étant des polynômes formés avec les puis- 


négatives de À + f/; A étant très grand, ces- poly- 
ont leurs modules très petits; d'autre part, lorsque l 
varie de o à 00, tang rti varie régulièrement de o à « ; donc on 



P 



| ^ ( s ) | — a 2 cos 2 rff = J ( e''' -h e~ rl ) 

T 


a 


2 



4 


2r/ 



nsidérons enfin le dernier facteur, 


p'op(.z) 


(p 


/2 


P 2 ) 


~2 


- 


P 


- . . 


(p's)F'(ps) — p'F(ps)F'(p'g) 




P 


'2 



Il peut se mettre sous la forme 



F'(pz) 



& - . ■ 


F(pO 


P 


P 


I 

2 


F(P=) 


P(p'a) 



P 


1 F(p's)F'(ps) + F(ps)F'(p'*) 


2 


P 


/ 



P 



P 


P 


/ 

O — — o 

r r 



expression dont le module a pour limite supérieure 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 



y. désignant une limite supérieure du module de F f (xz); or 
ce dernier module est moindre que 


/ e xt 
| xz 



rl e rt 
Pp'l z 


car variant entre p et p', qui sont eux-mêmes compris 


entre o et r, sera 



/% mais 



99 
r 


On a donc pour limite supérieure du module cherché 


l'expression 


rl e rt 


Le même procédé, appliqué à l'expression 


,F'(p'*)-F'(p3) 
P 


P 


P 


donnera pour son module la même limite. 
Substituant pour ces 


quantités, ainsi que pour 


F(P*), 


F'(ps), les limites de leurs modules, il viendra 




l(p ,2 -p 2 )~ 2 





(P 



p')pl~ 



étant très grand 
cette expression sera négligeable par 


D'ailleurs, o' étant ;r et 


5 



premier 


350. Il résulte des évaluations qui précèdent que, sur le 
côté horizontal du rectangle où t = B, et où \z\ est sensi- 
blement égal à B, l'intégrale ( 9 4) s'annule pour B = ce ; car 




r 



P 


< 


2 71 


d' 


a 


t le maximum du module de p 2 ' 
qui précède, ne peut surpasser se 



s), lequel, 



la 


I 
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quantité 


2 



4 /2 r c (r+p)B 



É I 

■ 

ri 

00, car elle contient en dénominateur 


l'exponentielle e (r P )B . 

Considérons maint 
laquelle, pour B = oo, se réduit à 


1 


aie suivant le côté vertical, 


2 



b 



OO 


p' 2 X( A *+- ti)dtdp ! . 


1e valeur limitée, 


dul 


b — p 




r 

|ul dt 



2 7T 2 7T 

0 



périeure du module de p' 2 x(A + 


Or | z | étant ici égal à y/A 2 + î a -, ja ne pe 





bleuie 



2.r"(A , + f 2 ) > 


a- p 2 ^ a. 2 + ^ 

i 

laquelle donne une intégrale finie, à cause de la présence du 




ur e^ r P^ f au dénominateur. 


Nous allons enfin démontrer que l'intégrale, suivant le côté 

» - ■ 

vertical, tend uniformément vers 4 pour A=oo, quelle que 

4 

* 

soit la valeur constante ou variable assignée à b. 


A cet effet, nous remarquerons d'abord que l'on peut sup- 



1 

poser o>—=l- En effet, si b était <-^=z* on nourrait décomposer 

/A 

le champ d'intégration relatif à p' en deux autres, s'étendant 

p à —, l'autre de — à b. Le module de l'intégrale 



/A 

relative à cette seconde partie du champ est au plus égal 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


4 7 I 


et a for 


*tiori à ~— f 

y A c/0 


00 


[xd^, quantité indépendante de b\ et 


qui s'annule pour A = oo. On n'aura donc à considérer que 
la première partie du champ. 


3ol. Supp 


1 


> 


y/A 


éterminer 


imite 


1 i 

Lisqu'à présent, une limite supérieure à 


mais 


Go 



<p(s) 


z*[ P F(p'z)F'(pz)- 9 'F(pz)F'(p'z)l 


Substituons aux fonctions F(p.s), ... leurs valeurs 


cos( pz 



p 


[a 



* • 


Q(pz)] 



sin(p 


x)ôi(p^), 


il viendra 


m. ~»_», 


I 


PP 


/ 


sin (p 
cos(p 
f- sin(p 


À)cos(p.s — A)[a 2 p'+D ] 
A) sin(p.z — A)[a 2 p + D'] 


f _ 
.5 


X) sin(p£ 



cos(p',s — ^) cos(ps 


À)D" 
a)D'" 


chacune des quantités D, D', D", D'" étant une somme 
fractions simples, de la forme 


de 


c 


prp 


En faisant usage des formules 


# 


sin(p'z — A) cos(p£ 


A) 


sin[(p 



2A] 



sin(p' 


p)z 



2 


m m * 


* * * 


* * • • 


.... 


I 


472 


on 


?(*) 



PARTIE. 
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metlre cette expression sous la forme 


sin 


(p' 


i 


pp 



cos (p' 


p)- 


a 


P 




2À] 


p)sE" 



2 


2 



) 4-E 


/ 


P 




2 


P) 




2 X] E 


y 


E, E'. • . . étant de la même 



D'ailleurs, 



P 


donc E', E , E 


/// 


s'annulent. Si 


contient la fraction simple 


c 


4 ■ 



ra son associée 


c 


que D, D', . . . . 





■ 


identi 
une de ces 



Cette fraction -, ajoutée à la précédente, donnera un résultat 


de la forme 


(p'-p) 


On 




pPp'YsP+Y 



donc 


ou 


E 


(P' 


P)F', 



E" 


(P' 


F, F 7 , F" étant des somm 



P)F', 


de 


pPp'YsP+Y. 


E 


/// 


(P' 




simples, de 




, dans les arguments des lignes trigonométri- 


ques, la valeur z 


A 



ti et séparons la partie réelle de la 


partie imaginaire au moyen des formules d'addition. Remar- 
quons enfin que %X ne diffère de A que par un 



■ 


■ 
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impair de demi-circonférences; il viendra 


<p(s) 




+ 



sin(p' 
cos(p' 



2 r 


cos(p 

I 

sin.(p' 


C0S(2/' 

sin(2/* 



P 
P 


P) A- 


cos(p' 

sin (p' 

p') A sin (p' 
p') A cos(p' 

cos(p' 
sin (p' 


p 
p 


p')A sin(p' 


I 


p)£* 
p)fî 


3 ['"■ 





p)ti 
p)ti_ 


(p' 


p') A cos(p'+ p)^' 



(p 


p) 


4?3 



p) + E 


a 


2 


9. 



p)F". 



F 


352. Chacune des fractions simples qui figurent dans E, 
F', F', F ;// , considérée comme fonction de a' et de £, est de 


la forme 


c 


p>(A h- U) 


Elle peut s'écrire 


c(A 


*0 V 



t 



V 


y a. 



OU 


0 


m 


C 'A V 


/// 


p^(A 2 



Chac 


ir i 


[e cette somme est le produit 
■onction de p', A, continue, 
champ d'intégration. Cette fo 



décomp 


P 


p 


a 


SI 



Si 



p, on 



i 


c'A v 


pv- (A 2 


2 \V 


et 


i 


i 


c'A 


m 


t» 1 


F) 


pV 


p'V-J (A 2 



t' 2 ) 



•■a 

également continues et positives, dont 
pas avec p', tandis que la seconde est croissante 

D'ailleurs A et t étant au plus égaux à 


varie 


de o à b. 



ï 2 e t p 


/ 


au 


moins égal à 


i 


/A 


dans tout le 



d'intégration, le module 
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de Ja fonction considérée aura pour limite supérieure 


c 


i 

• . . . v — m -h - [J* 

(A 2 +* 2 ) 2 A 2 


et, si è > p, les modules des deux fonctions partielles dans 
lesquelles on la décompose admettront une limite supérieure 
semblable. 

Ces diverses fonctions tendent donc uniformément vers 

i 

zéro pour A=oo, quels que soient p' et t. 
D'autre part, la fonction 


Q(z) »(/i+i) + Hr([-Hr) 


r 2 


s 2 (A 2 4-* 2 ) 


(A — uy 



• I » 

est de même égale à r 2 , plus une somme de termes, dont 
cun est le produit d'une puissance de i par une fonc- 
tion positive de t et de A, qui tend uniformément vers zéro 
pour A ='oo, quel que soit t. 
Un a enn 



^(z) = a 2 cos 2 r£/(i + M + M' tangrft* -h M" t-ang'rft'). 


Chacune des fonctions M, M', . étant une somme de 


termes de la forme 


c 


(A + ti) 4 


i 

m 

s'exprimera par une somme de termes dont chacun est le 
produit d'une puissance de i par une fonction continue 


et positive de t et de A, qui tend uniformément vers zéro 
pour A = oo. ' 

D'ailleurs, tangrfi est le produit de i par une quantité 

ntre o et i . On aura donc 



i + M + M' tang rti + M" tang 2 rti = i + P -h P'i — P" — P**' ; 



P, P', P", P w étant des fonctions continues et positives qui 
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h 

tendent uni 



vers zéro 



11 • 
, expression 


1 


1 



P 


P'i 


p// 



P 


m 


1 



M -h M' langrti + M" tang 2 rti 


(i+P 


sera évidemment une fonction de même forme. 


P'" 2 ) 


353. Réunissant les résultats 


l'intégrale cherchée 



, on trouve pour 


1 


2 71 



P 





l'expression suivante 



b 


sin (p' 


P 


P 




cos(p' 


p)A 


■ 

/GO 


p)ti 


cos 2 a^j 


P 


/ 


R 


2 



p' + pj 


$\n(p r — p)ti 
p) cos 2 r£ï 


1 

2 


R 


p' + P 


dt 




b 


sin(ar — p 


P 




cos 2 r^f 


P 


1 


/ 2 

f 



Ri 


P'-hp 



r 


7Tp 



6 


cos(2r 


P 


P 



sin ( p' 




cos 2 rti 


P 


f 


I 

2 



dt 


P "«-P 




6 


cos( p ! 


p)A 


/ sin(p' 
cos(2r 


p)A 


dp' f 

dp' f 


00 



cos(p' 



cos 2 r^" 


sin (p' 


p) £i 


cos 2 rti 



P 




00 


cos(p' 



p)£j 


cos 2 rti 


p p'+p 

p'^-dt 


I 


0" -h p 


P 


sin (2r 


0 


p 




00 


sin (p' 


p ) ti 



0 


cos 2 rti 


<V+p 


Ri - Ro, R 


sommes de term 



chacun est le 



puissance de i par une fonction de p', £, A, 
continue, positive et bornée, laquelle croît (ou tout au moins 

11e o' varie de p à b, mais tend unifor- 

| I » 

mément vers zéro quel que soit p pour A 
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D'ai 



S 



p 


p 


p 


sont des fonctions de p', finies et con- 

sont croissantes de p à 6, si b > p ; dans le cas 
contraire, elles sont la différence de deux fonctions finies, 
continues et non décroissantes 


linues ; 



? 


(p 


p 


i 

2 


I 

2 


P 


p-hp 


Enfin, les fonctions cos (p' 
croissantes de p à b. 


P 


) à* 


i 


.sin (p' 


p) ti 


P 


f 


P 


sont 


Donc chacune des intégrales relatives à £, qui figurent 

■ 

dans la formule précédente, porte sur une somme de termes 


■ 

dont chacun est le produit d'une puissance de i par une 


fonction de p', A, t positive, bornée et continue, laquelle ne 



orsque p' varie de p à Z>,mais 




iformément 


vers zéro pour A = oc (à moins qu'elle ne 
de A, ce qui arrivera pour les termes des 
intégrales qui ne proviennent pas de R et de R 




L'inté 



à t, sera mani 
par une 
par /(p', A). 


e chacun de ces termes, prise par rapport 

de i 




le produit d'une 
de même forme, que nous 



gnerons 


354. D'autre part 



b 


sin (p' 


P 


P 



b 


sin (p f 


? 



t b 


cos(p' 


p 


b 



sin (ar 

m 


0 



b 


cos( 2 r 


P 


les intégrales 


p) k.dp f 


P 


p)kdp f 



P 


P 


P 


P 


t 



f 


•m 


I 


cos( b 


A 


sin ( b 


p) A 


p)A 


A 


i 

COs( 2 / 



p 



._ 


A 



sin (2 r 


P 


A 


COS(2/ 


2p)A 


sin(2T 


2p)A 


sont limitées et. 




- 00 


5 



1 

uniformément vers les 




7C 

- y O. O 


2 


O, O 




6 




I une quelconque de ces cinq inlégrales; G la limite vers 
laquelle elle tend. Il sera aisé de trouver la limite de l'inté- 


grale 



?(p', A)/(p', A) dp 


f 



la mé 



e em 



au Tome II, n° 



On a, en effet, X désignant une constante 



b 




la 



à la seconde intégrale le second 
il viendra 





o(p',A)/(p', 



/(P + 



<p(p', A)dp'-hf(b, A) 





oo, les deux in 



raies ci-dessus 



ent unifor- 


mément vers zéro (pour plus de détails, voir l'endroit cité) ; 
et leurs multiplicateurs tendent également vers zéro (ou t 



au moins restent fixes, si f ne 

'm 1* * - 

Reste la première intégrale 



nd pas de 








M v 


cp(p', A) 



[/•(p\A)-/(p,A)]<p(p', 



Le premier terme tend, pour A = 00, vers G lim /(p, A). 

A — 00 

Dpliquons à l'autre le second théorème de la moyenne; il 


devient 



H- % A) 


/(p, A)] f P+ <p(p',A)rfp', 


i 



1. 



finie; son multiplicateur 

M. 


L'intégrale qui figi 
tend (Tailleurs vers zéro pour A 
sinon, on pourra le rendre aussi petit qu on voudra en iai- 


oo ? s'il dépend de A 


nt décroître X. 
Nous obtenons 



I 


a 




G lim 

A = * 



, A 


355. Tous les termes des intégrales (99) pouvant être 
traités de même, et G étant d'ailleurs nul, sauf pour la pre- 


7T 


mière d'entre elles, pour laquelle il est égal à la limite 


cherchée sera, en désignant par R 0 ce que devient R pour 


P 


P 


r 7i 


lim 

710 2 A =oo 



dt 


cos 



ï 

2 


R 



2 


P 


1 


im / 


00 


/• dt 


(e rt -i- e 


ri \2 


) 





Mais, lorsque A tend vers oo, R 0 tend uniformément vers 


zéro. L'intégrale se ré 



t 



ne à son premier terme 



r 






ri\% 


) 


Posons e rt — u\ cette intégrale se tr 



rme en 


/a du 


f 


2(a 



0 


1 

4 


1 


Doublant ce résultat d'après le n° 347, on obtiendra-» 

- 2 


ainsi qu'il fallait l'établir. 

M. 
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CHAPITRE IV. 


CALCUL DES VARIATIONS. 


I. 


Première variation des intégrales simples. 


356 


■ 

lion de la variable indépendante x, des variables dépen- 

* MA 

dantes y, z, ... et des dérivées de 


ces 


m 


y 



£Y1, Z 


Si nous changeons y, z, ... en 
(71, Ç, ... désignant de nouvelles fonctions de x 



et e uq 


miment 


seront changés en 

■ • 


■h 


+ 


0(a?,s) = 9(^, y 




Cette 


■ 

EY)', . . . , Z -H EÇ, . . •). 

- 

par la formule de Taylor 
ra la forme 


i i 



E?l 



en posant, pour abréger 


?» 



(0 


4r 

dy'- 


ri 



2 



J.4 


Les ex 


dy 
dy 



/2 


'2 




2 


£ 

I . 2 


?2 



• • • 



0 0* 


à<9 . 



tn 


n 




d 


^2 


<?cp 


2 


d 2 9 



se nomm 


ent 



m * • 


les variations 
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première, 
par les sjmbo 



i etc., de la fonction g, et se représentent 



* 7 



7 



a, d'après cette définition, 




3»y 


6YJ, 


O 


l y 



7 


7 


*m a 


O 


m m 


11 est clair, d'ailleu 



7 


culière 


H ?2 

o. Or on a généralement 


que les dérivées partielles 


7 





03 

a 2 s 


* ) 
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où l'on donnera à a: la série des valeurs successives qu'il 
prend lorsqu'on décrit la courbe, y désignant l'ordonnée 
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Considérons une seconde courbe infiniment voisine de la 


première et ayant les mêmes extrémités, par exemple celle 
que la figure représente en pointillé, et proposons-nous d'çva- 
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courbe à la seconde. Pour opérer ce changement, \l ne suffira 
pas de faire varier l'ordonnée de chaque point de la première 
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que les ordonnées. 


f 4 * 


■ ■ 
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Nous nous bornerons dans ce Chapitre à rechercher les 
conditions du maximum (ou minimum) de Lagrange, Nous 
verrons qu elles définissent (en thèse générale) d'une manière 
précise les fonctions cherchées. 

Celles-ci ainsi déterminées, il restera à s'assurer si elles 
fournissent aussi un minimum de Weierstrass, 
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suiet dans la Note 11. 
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[9]^^— [9] 0 &r 0 

I) 0 Ô£ 0 



• * 


C 





m- 
1 

-1 


-j 

0 


n- 

-1 

1 



1 


m— 1 



m 
0 


1 ■ * 


0 


^ 0 


o. 


Les 2 



m 



2,n 



> 

p variations restantes étant enliè- 
devra égaler leurs coefficients à 


zéro 



qui 


q 


! 


o 


5 


déter- 


mineront encore x 0 , x K et les constantes d'intégration. 

_ _ - m.M • , 1 



On peut d'ailleurs opérer d une 
trique en ajoutant à l'équation précédente 

8 


plus s j iné- 
quations 



multipliées par des indéterminées X, u. 


d 



+ 2 m -+- 2 « + 


quation 


bten 


seront les 


r 


■ 


•t 
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mêmes que celles qu'on obtiendrait en annulant la variation 

ot d 






1 + 

riables. En les joignant aux 



ignant des quantités inva- 



on s données 


X 



on pourra déterminer toutes les inconnues du 



o 



y compris 



inconnues 



aires À, y. 


• • • 




» * 

2° Les fonctions y, z, ... ne sont plus indépen- 


dantes, mais son 

(i4) 



ons différentielles 


o 


5 


X 


o 


— 


Soit p le nombre de ces 
ront d'ailleurs figurer, 




n 




s pour- 




rions inconnues jk, z 


j * » 


■ 


et leurs dérivées, d'autres inconnues auxiliaires u n ... et 

re de ces nouvelles inconnues devra 


eurs dérivées. (Le no 
toutefois être inféri 
Les é 





Dns 



à celui des équations de condition.) 




connaître p 


inconnues y, z, . . ., «, . . ., par exemple jk, . . * en fonction 

vJ An ^ ■ . A . _ • . ■ 1 m « m 


re 


Gela posé, désignons par X, , X 


traires de 5?, que no 


mm 



réserve 
iystème 


; x 0 , % compatible avec les équations à — o, ^ 


5 


i * • 


0 


Ôl 



3C '* 


cp ^2? 






^ * i 



car l'intégrale / (X,<|/ + X 2 x 


. . .W.£ étant identiquement 


nulle, sa variation l'est aussi, 

* 

La variation de l'intégrale 



f ( 


9 + 



# * 


5C • • • ) "«^N 


% t M _ * . 

traitée à la manière ordinaire (sans faire varier les fonc- 


tions 




se mettre sous la forme 


<5K 


H 



(JVTdv 



N'<5 




P' du 



• „ ) UXy 
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H' désignant la partie tout intégrée et M', N' des expressions 

îes avec y, z, . . . , u, . . . , \ t , . . . , et leurs dérivées. 

la 



p 



Déterminons les fonctions arbitraires X, , ~k 
condition d'annuler les coefficients des variations hy, ... des 
variables dépendantes y, ... ; BK. se réduira à 


H 


(N'ds -h-.. 


. + P' du -h. . .) dx : 


et, comme les variations ... sont arbitraires dans 

tout le champ d'intégration, on aura séparément 


II 


o 


N 


/ 


o 


5 


P 


O 


Nous aurons donc, pour déterminer y, z et les fonctions 

A n Xp, les équations différentielles simul- 



tanées 


o 


Z 


o 


* 5 


M 


o 


N' 


o 


P'=0, 


Les constantes d'intégration et les limites x 0 , x K se dédui- 

o. Celle-ci se décompose d'ailleurs 


ront de la condition 



en autant d'équalions distinctes qu'il reste de variations 
indépendantes parmi celles qui figurent dans H , lorsqu on a 
tenu compte des équations aux limites 


o 


z O 



ur x = x 0 et x 


x 


î ? 


(j5) 


X 


o 



dx 


X 


x o et x 


X\ \ 


... 


• • ï 


■ » • 


• • » 


(jui sont des conséquences des équations <b 

_ • . ■ t _ 


o 


X 


= o, les- 


quelles ont lieu _ - . t 

La série de ces équations aux limites devra d'ailleurs être 
arrêtée au moment où apparaîtraient, dans les dérivées suc- 
cessives de ty, y, . . . , des dérivées de y, M t . . . ; u, . , . & ordre 
supérieur à celles que contient H'. 

On obtiendra donc la solution du problème proposé en 


J. 


Cours, III. 


32 


t 
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égalant identiquement à zéro la variation de Y 



ion 





» • • ) doc 



0 





V 


0 



L 


es e 



s ainsi 


o 


et à celles-ci : 


0 


O 



o 


o 



o 


0 



1 






v 


0 


V 


1 ( 

1 v^A 



■ « « 



s aux e 




5 



1 


O 



O 


* * 


II 


O 


5 




' * 5 


• • • 


déterminent toutes les inconnues du problème, y compris 
les multiplicateurs \^ jji, v. 


370. 3° Les quantités inconnues y 7 z 1 . # 0 , x K sont 
assujetties à varier de telle sorte qu'une intégrale définie 


K 


prise entre les mêmes limites que I, conserve une valeur 


constante c. 


Ce cas se ramène immédiatement aux précédents. Prenons 
en effet, comme inconnue auxiliaire, la quantité 


u 




équation, qui 



u 1 e 


quivaut évidemment aux 
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deux suivantes : 


u 



u 


o 


pour œ 



D'ailleurs, pour x — x K , u devient égal à c ; on doit donc 


avoir 


u 


c 


pour x 


OC 4 m 


D'après le numéro précédent, nous aurons donc à annuler 
identiquement la variation de l'expression 




u')~\ dx 



fx 0 u 0 



c) 


0 



Xd 



I dx 



(f*o 



X 0 ) M o 



*l)("l 


X 0 etX t étant les valeurs de X aux deux limites x 0 et x K . 
Les termes qui, dans la variation de cette expression 


îpendent de Sw, ou 0 , seront 


7 




1 cTk 




o 



1 0 ) èu 0 



•I 0 


On aura donc les équations 


o 



O 


Al 


o; 


donc X est une constante, et la quantité dont on doit annuler 


la variation se réduit à 



&1 



X^ 1 ) dx. 


Les équations qui expriment que cette variation est nulle 
détermineront les inconnues z 0j x*,y, z, ... en fonction de 
la constante inconnue X. Ces valeurs, substituées dans l'in- 
tégrale K, en feront une fonction de X, telle que /(X) ; il ne 
restera plus qu'à résoudre l'équation 


On peut retrouver ce même ré 


les considérations 


suivantes. 


La variation de l'intégrale I doit s'annuler pour tous les 




de variations Sj', 8^, . . . , qui annulent la variation 


deK. 


Gela posé, soient 8'# 0 i 8'# 4 , 8'jk> . • • ; 8"# 0 , 8 ,7 # 0 S"j, 


8' ; £, . 


y 


deux systèmes quelconques de variations de # 0? x {) 
, ; et soient 8'I, S'K; S"I, 8"K les variations qui en 
respectivement pour les intégrales I, K. Donnons 
à œ Ql y 1 . . - . de nouvejles variations égales à 




d'Kà 


y 



d'Kè"z, 


m m 


La variatio 



de K sera 


d'Kd'K — d'Kd'K 


o. 


Celle de I, qui est égale à 8"K 8' I — o'K 8"I, devra s'annuler 
également. On en déduit 


3'I 


d" K 


Le rapport des variations de I et de K sera d 



pour tout système de variations de y\ 



It 


valeur de ce rapport. La variation de l'intégrale 






\ la 


sera identiquement nulle. Cette condition déterminera # 0 , 

• »■ ■ ■ * ^ - 

• . . en fonction de X, qu'on obtiendra, comme tout 


x\ .; y 

à l'heure, par l'équation 



On voit que, dans les divers cas que nous venons d'exa- 
miner, la solution du problème revient toujours dans sa 
partie essentielle à annuler la variation d'une intégrale où 
toutes les variations sont supposées indépendantes. 



DES VARIATIONS. 


5ot ; 


371. Nous allons 
quelques exemples. 



cir ces théories générales par 


q 


Cherchons quelles conditions doivent être remplies pour 


ue 



soït la dérivée exacte d'une fonction <b de x, y, y 


7 


m— 1 • 


M— 1 


On a identiquement, par hypothèse, 


ce 


dû 


* 



o. 


On aura donc, quelles que soient les variations $x 0l Sa? ( , 

8v, os, 


o 



dx 


dx 




JE" 

"V* 

il 0 




N dz)dx, 


H, M, N ayant la même signification que précédemment 
On aura, par suite, 



o 


M 


(.6) 


O 


N 


do 

i 

ày 


d d<p d % 
dx ày f dx % dy u 


d do 



2 



dx dz' 



dx* dz" 


les séries du second membre étant prolongées jusqu'au 


point où 



s'arrê 



es-memes 


372. Ces deux conditions, dont nous venons d'établir la 


nécessité, sont en même temps 



ntes. Cette proposition 


o, n 


est évidente si m 
réduisant dans ce cas à ^ 

ày 

de x seul, qu'on peut inté 
Nous allons montrer d'i 


o; car les deux 



ions se 


o 



dz 


o, <d sera 

7 4 


une fonction 


que ces conditions seront 
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suffisantes pour des 
s le s 





des di 
de z d' 



le 



nier t 


contient 




quelconques de m et de n si 



i 5 n. 



tout d'abor 




urnit q 






ux termes 


le dével 


es dérivées de y et 


2 m et n 






ppement 


( 


o 


m 


d 2 ® 



m 


) 


( 


0 


m 





m 



ri 


Ces termes ne pouvant se réduire avec 
pourra s'annuler identiquement que si l'on a 




ne 


d 2 o 



m 


Y 


O 


5 


■npn 



ni 



O 



qui 



que cp est nécess 



de la lor 




y 




5 


■ 

P ne contenant plus y m ni z n , et Q ne contenant plusy m . 


Posons 




m— i 





eul é 



U 



traité comme variable dans cette intégra- 



une 



ion de y, 
dont la dérivée partielle par rapport à y 
aura, par suite, 



dJJ 


dU 


d 


• -- 

X 




4 



y 


i. 





âv 


m 


i y 


m 







* ... 

et l'o 




+ R, 


R ne contenant 


Si do 



)nc on pose 


fonction 


fait par hypoth 
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R ne contiendra 

demment aux équations 

. dU . . . 




aussi nécessairement. Donc, le théorème étant su 


pour 


m 


ppose vrai 

est une dérivée exacte, et il en sera de 


même pour cp 


373. Proposons-nous, comme seconde 
transformation des équations de la Dynamique. 
Considérons un système de n points p K 


application, la 



«7 


de 


masses m K , m m et dont les coordonnées x K ,y K , z t1 
yn y Zn soient liées par r équations de condition 


(17) 


i 


1 


o 


9 


o. 


Soient Xi, Y 4 , Z 1? Y w , r L n les composantes 



s 


forces qui sollicitent ces divers points, et admettons, ce qui 
a lieu dans des cas très étendus, que ces composantes soient 


les dérivées partielles 


dm 


dU 


ày 


d 


• « 


dU 




n 


au 


d'une même fonction U des coordonnées x, y, z et du 


temps t. D'après les principes généraux, de la Mécanique, 
on obtiendra les équations du mouvement en joignant aux 


relations (17) les suivantes : 


/ 


(.8) 


dU 

àfï 
dU 

\ dzi 


dxt 

n$i *i -r- Ai -r 

OZi 



A 



O 


m, y 





d(0 r 


o 


1 ? • . . , ri) } 


o 


\ r étant des inconnues auxiliaires représentant 
tensions qui existent dans le système. 
Représentons, pour abréger, par T la demi-force vive 
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■ — m 

et considérons l'intégrale 


» 1 1 



(U + T)dt. 


■ 


Les équations (17) et (18) sont précisément celles qui 

la variation de cette intégrale est nulle lorsque 





l'on suppose que le 



t 0 et t 



ainsi 


que les valeurs initiales et finales des diverses coordonnées 
x h %h que d'ailleurs ces coordonnées restent assu- 
es, dans le cours de leur variation, aux. équations de 



condition (17). 

Cela posé, les relations (17) permettent d'exprimer les 3/i 
coordonnées y, z en fonction de 3/2 
plus généralement, en fonction de 3/2 


r d'entre elles ou, 
r nouvelles varia- 
bles entièrement indépendantes q {J q 2 , .... Substituons ces 



leu 



ans l'intégrale. On aura 


■ . 


x 


/ 


mm 

Oq 


l ! 
I 


àq% 


1 


et, par suite, T se transfo 

y 2 5 • * ■ 






rmera en une fonction de q { , 
n ^2? homogène et du second 


degré par rapport à ces dernières quantités; quant à U, il 

1 • 1 f* m m 


dévie 




a une fonction de q^ q 2 , 


• * * 



variables q K , q 2j ... ne sont plus assujetties 
à aucune équation de condition ; leurs variations sont donc 
arbitraires dans tout le champ d'intégration; elles doivent 
seulement s'annuler aux limites, 
l'intégrale 


our que la variation de 


(31 



.'1 




+ T) 


àqi 



dT 

dq 


7 oqi 

i J t. 


èq 





dt dq'i 


« 

■ 





oo5 


s'annule, il est donc nécessaire et suffisant qu'on ait . 


0(11 



T) 


()q 


dt dq't 


o 


^ 1 • ■ • ■ 3 


Ce 


obtenir. On 


les équations transformées que nous voulion 


eanoniq 
. f dT 

u tes -r— T 

àqi 


un système 


c 

déi 


un cas particulier de la proposition plus 
;rée au n° 366. 


371. Brachislochr 


oposons-nous 


le chemin que doit suivre sous l'action de la gravité un point 
animé de la vitesse initiale v 0 pour se rendre d'un point 
(#o? JKo? ^o) à un autre point y {J z { ) dans le temps le 
plus court possible. 

Prenons z pour variable indépendante. La différentielle de 

-x- -\-y hl dz\ la vitesse ^, 



l'arc de la courbe cherchée sera 

à un instant quelconque, sera \Jv* 
durée du trajet sera donnée par l'intégrale 


z 0 ), enfin la 


1 



1 ds 


v 



I i -» 



y 



2g{Z 


z o ) 


C'est celte expression qu'il s'agit de rendre minimum. 


On a 




OC 



Y 


12 


1g{Z 


QZ 


£'0 ) 


0 


f 7 


x' Sx' y' è}' 1 


H 




[M Sx 



N ÔV] dz, 


dz 


en posant, pour abréger, 


H 


M 


N 



dz 



x ! àx -+- y' à 



J 



X 


dz 



x f (ox 



m> dz) + y (à r -y- y 



1 



J2 


-+-y 




VÏ — 2?(z 


0 


0 


ci 


dz 



-= 




■2g{z 


d 


y 


! 


dz 



i 


x 


/2 



/2 


2 




5 o) 


z o) 


1 


Les deux équations différentielles de la courbe cherchée 


M 


o 


5 


N 


o 



îfflme 




x 


! 


<ïg{z 


c 



■ 


i + a?' 2 h- y' 2 ^ 



et, par suite, 


7 


f 


C 


L / 


c 


y 


c 


X 


c 



_ 

c, c l5 c 2 étant des constantes. 

On voit ainsi que la courbe cherchée est située dans un 
plan vertical. Pour mieux reconnaître sa nature, choisissons 
ce plan pour plan des xz; on aura, dans ce cas, y 
1 équation différentielle de la courbe se réduira à 


d J 



i 



OC 


12 fit 


c 



z 


ou 


o, et 
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en posant, pour abréger, 


<> 


Posons 


, v a — b^ a b 
\ l 9) * — — cos£; 


2 2 


il viendra 


de 2 a i, V i + cosi 



dx _a-\- b . f a*+-b . AA /i — cosi 

sin 6 » oc 


(a + b) sin 2 -£ = — [i — cosï], 

2 2 


d'où 


( 20 ) x =l [t — sin t ] -h 


k étant une constante. 

Les équations (19) et (20) peuvent s'écrire 


2 

* 

a? — a: — ( t — sin t ) 

2 x 


et représentent nne cycloïde dont la droite directrice est 
dirigée suivant l'axe des x. 


Si les points (x 0 , JKo, *o) et sont supposes 

fixes, S# 0 , o> 0 , &s 0 , ^ seront nuls, de sorte que H 

s'évanouira de lui-même. Mais les quatre constantes intro 


duites par l'intégration des équations M = o, N — o se 
détermineront en exprimant que la courbe passe parles deux 

points donnés. 

Supposons, au contraire, que le point (x 0 , y 0 , z 0 ) étant 
e, la position du point *i) ne : soit pas donnée 



d'avance, mais qu'il soit seulement assujetti a se 


une surface 



ver sur 


On aura encore &x 0 


0 


o; quant à §x {} 


Ss,, ils seront liés par l'équation de condition 





i 


O. 


Toutes les fois que cette 

M 

lité H, qui se réduit à 


dzi-h x\(èx,-h x\ 3a, 


ition sera remplie, la quan- 



i 



devra s'ann 



donc les 




n 



(21) 


I 


dx 



ày 


i 


qui, jointes à df= o et aux équations qui expriment que la 
courbe passe par x Q1 y 0 , z Q et par x K , y K , >s n détermineront 
les conslantes d'intégration et les coordonnées finales 



quations (21) expriment évidemme 


est 



surrace 



o. 


Supposons encore que, (# 0 , y 0 , z 0 ) étant fixe, (x^ y iy £ ( ) 
soit assujetti à se trouver sur la courbe 


o 



X 


o 



variations S# i? Syy, seront li 




tions 



1)^ 


dx 


{àxi-h 



1 A " 



1 


1 



ày 

dy 


1 


1 


(Vi+yi^i) 


o 


1 


0 


î 


et, toutes les fois que ces conditions seront remplies, H devra 


.1 
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s'annuler, ce qui donne l'équalion de condition 





i 


dx 

dx 


1 





i 


y 


o 


I 


o et à 



qui, jointe aux équations d/ = o, 

ment que (.r 0 , j- 0 , s 0 ) et ^ s, ) sont sur la courbe, 

* 7 


qui expri- 



encore toutes 



inconnues du pro 





rime 


cour 


bc 



est normale à la 


o 


X 


o. 


même 



. Ligne de longueur minimum entre deux points. 
Soient x 0j y 01 z Q elx^y { ^ z x les deux extrémités de la 


ligne cherchée. Nous 





us de symétrie 


les coordonnées x, y, z exprimées en fonction d'un para- 
mèlre t. On pourra évidemment passer de la ligne cherchée 
à toute autre ligne infiniment voisine en faisant varier l'ex- 
pression de X, y, z en fonction dé sans altérer les valeurs 
initiale et finale t 0 et t K de ce paramètre. Nous aurons 
à annuler la variation de l'intégrale 


I 




y' 2 -\ - ~' 2 dt, 



> 


où les limites £ 0 ? t\ restent 


On 



a 


ai 


_ Ç 1 x' ôx'-h y 
~1 sfx^W- 


dt 


y 



A3 


x' àx -+- y' ôy 



s/x'-' + y"- 




(Mdx 



N dy 



P àz ) dt, 


L 


es e 


ions M 


tégration 


d'où 


et enfin 


x 


r 



o, N 



y 


t 


o,P 


o donneront, par l'in- 


r 


! 


cons 




A9 


f 



const., 


const., 


(22) 




a 




ci 



y 


équations d'une droite. 

Si les points (x 0j y Q , z 0 ) el (x^y { ,z K ) sont 

de passer par ces 







de déter- 


miner la droite ; il restera encore deux constantes 
minées dans les équations (22) ; 







car on 




c 



équations t en mt 



5 



et n étant 


deux arbitraires, sans altérer 



for 


me et sans 


qu'elles 



cessent de re 


Supposons que, le 


soit inconnu 


la même 




y 0 ,*o) étant fixe, ^i^Ufh 



1 



. 1 



a se 







5 z ) — °- 


On aura, entre les variations 8^ 4 , la relation 



() oc ^ 






dû , 


o 


et, sous cette condition, l'expression 


H 


x \ ^'1 -+- j't ô ri + z \ §s i 


doit s'annuler, ce qui donne, pour achever de déterminer la 
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droite et les coordonnées z {> les deux équations 



y. 


z 


I 


■m l 

lesquelles expriment que la droite est normale à la 
face |i, 

S l *( x i->y*i ?t) était sur une courbe 



o 


on trouv 


erait de même l'équation de condition 




dè 

T 



dz t 






àz i 

f 




o 


qui exprime que la droite rencontre la courbe donnée nor- 
alement. 


376. Lignes géodésiques. — Supposons que la ligne de 
ongueur minimum à mener entre les points (# 0 , y^ z 0 ) et 


{x { , y^ Zi) } au lieu d'être située d'une manière quelconque 


dans l'espace, soit assujettie à être Iracée sur une surface 


onnee 


Nous avons à rendre minimum Tinté 


étant astreints à la condition ^ 
chercher le minimum de l'intégrale 




o. 



faudra, pour cela, 


5 f 2 


TR 
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On 



<5K 


H 



t 


M H- A 


ôx 


OX 







P 



>. 


ÛZ 


dt, 


H, M, N, P ayant les mêmes valeurs que 




précédent. Les équations différen 


tion <b=o pour déterminer la courbe 


es suivantes 


es a 



cherchée et l'inconnue 


auxiliaire % saront do 


d 





(23) 




X 


/2 


y' 2 -f 


-/2 

~3 



ôx 


4/ 


■ * 


o 


r 




dy 9 dz 


sont 




tîonnels aux cosinus direc- 






a 


1 




d 



ce 



aulre part, 




^2 + y 2+/3 


'2 


sont respectivement proportionnels 





la ii or 




à la courbe 


Se (t. I, n° 




t 

e 




proprie 



geo 


métrique 






ions (23) expriment donc 

que sa 

avec la normale à la surface 


la courbe cherchée 



sur 



elle est tracée 


Les lignes définies 



propriété s 




lies. 


377. Il est généralement avantageux, 
lignes géodésiques, de représenter la surface 




trois équations 


qu 

J 


1 


l'étude des 



non 


5, mais par un système 


de 




y, z en fonction de deux para- 


de la forme 


On aura, dans ce cas, pour 


ds 


s/M 


2 N du dv 



1 



Une ligne tracée sur la surface sera définie en joignant 


CALCUL DES VARIATIONS. 


5l3 


q nations 


fonct 
Si l'o 


> 


de 


1 


de l'arc, l'expression 


ds 



fdM 

du 


2 - — auclv 


du 


dP 

— dv % èu 
du 1 



2 ds 


1 

Intégrant par parties le terme en dlu et égalant à zéro ce 
qui restera sous l'intégrale, on obtiendra l'é 
rentielle des lignes géodésiques sous la forme 




(M 
du 


du 2 -h 2 


dN 
du 


du dv 


dP 

du 


dv* 



ds d • 


M du 



ds 


Ndv, 


Cette équation du second ordre peut être remplacée par 
un système de deux équations simultanées du premier ordre 
entre u y v et l'angle 8 formé par la tangente à la ligne géo- 
désique en chacun de ses points avec la tangente à celle des 
lignes v = const. qui passe par ce même point. 

A cet effet, considérons le triangle infiniment petit formé 
parles points A, B, C, dont les coordonnées sont respecti- 


veinent u, v ; M, v 



dv; 


u 


du, v-\-dv\ on aura sensi- 



ement 



Pdv*, 


M du 2 , 


AC 


ds 2 , 



ACB 


e, 



ABC 


7T 


Ci) 



ésignant l'angle des deux lignes u et v qui se croisent au 
point A. 

On aura, par suite, en appliquant les 
de la Trigonométrie, 




mes connues 


ds 


Mdu* 



Pdv* 



2 y/JVlP du dv 


ou 


5i4 
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puis 


d'où 




(26) 



(27) 



\/Pdv 

sin0 p 


ds sin 9 





, en proj 



triangle sur 



5 


ds co$9 


\JbHdu 




n mem 



cl 


mules donnera 


cotô 


P dç cosco 




N dv 





eux dernières for- 

■ 







II ne reste plus qu'à transformer l'équation 


2 



On aura 



M du 



Ndfe 




^ 

2 



COSÔ 








Remplaçons ds cos 9 et ds sin 9 par 
dans (24) et réduisons ; i 



(28) 


•2 



dP 





dM 


du 






t- 2 


2 









L.es e 


rentielles 



et (9.8) sont les deux équations difle- 


N 


378. Lorsque 
o, et les 




et v sont orthogonales, on a 



S (25) à (28) 



la forme plus 


simple 


(29) 
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<*P 

du 


dv 


ds sin & 
ds cos0 


cotô 


dM 

dv 


du 


■» ■ 




M du 
P ^ 



5i5 


o. 
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iquons ces 


œ 


2 


A 




r 

B 


s a 




_2 

c 



I 


1 


en prenant pour lignes u et v Je 


courbure. 



548) 


de ses lignes de 



l'élément de longueur 'dans l'espace rapporté à 


un 



ces 


coordonnées elliptiques X„ X 2 , X 3 . En chaque p _ 

ipsoïde considéré, on aura X, = o ; les coordonnées de 
points ne dépendront donc plus que des deux para- 


X» et X 


d'ailleurs 


; const 



1, 


o 


n 


551) que les courbes 


u 


const., 


v 


Posant donc X, 


X 


2 


1 


3 


v dans les valeu 


y 2 } z 2 7 ds 2 , il viendra 



oc 


2 


A 


(A 



II 




y 


2 


B 


(A 

(B 



B)(A 
u) ( B 



1 % 

0) 

ri 


> 


(B 



^ 2 


C 




u 




«0 


(C 



B) 



1 


4 (A 



I 



u(u 

v(v 



ri 

^ ) (G 

1 

w) 



m) 


4 (A 


0(B+p)(C 


ri 


dv 


1 


5i6 
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aura 


donc ici 


M 


i 


u(u 


v) 


4 (A 



«)(C 



u) 


N 



o 


i 


u ) 


4 (a 



*0(B 




et, 


par 



àP 


i 


P 





4 (A 

M 






) 


a 


u 


V 


I 

Substituant ces valeurs dans l'équation (3o), il viendra 



■ m 


ou, en remplaçant M et P 

> 

tions (29), 




rs 



s 




des é 



cos 2 0 dt> 



sin 




■ . 

2.(11 


v) sin 6 cos0 <i0 


o. 



équation 


s 



1 _ 
■ 

(3i) 


gre 


u sin 2 9 



iatement et donne 



v cos 2 0 


■ 

c désignant une constante. 


L'équation 



? £ 


s écrire 



)sin 2 0 + {v — c)cos 2 0 



fi 


ou, en remplaçant sin 9 et cosO par 1 


c 





urs 


5 


c)Mdu 


o. 


Substituant enfin, pour M et P, leurs valeurs et 
les variables on aura l'équation 




■ ■ ■ ii » 


— • 


■ 


V 





«)(B 


dont l'intégration se 





ramené aux 






c) 


c) 


du, 


tures. 



arc de la courbe 



ds* 


ids 



a y en 



7 


M rf« 2 



v 


u 


(u 


v) 





017 



' m 

également par des 



c 


du 


c 






w ) ( a 


— — 


^^^^^^^ 


■ 


1 


1 


- 



a)(B 



w)(G 



a ) ( u - 


c) 


du 



v/(A-h k)(B 


+-a)(G 
c \fvdv 



U ), ( M 


— 



V 






380. Lés lignes géodésiques de l'ellipsoïde jouissent de pro 
priélés remarquables, qu'on peut déduire de l'équation (3i). 
Remarquons, tout d'abord, qu'en tous les points d'une 


ligne de courbure u 


const. on a 



d'où 


u sin 2 0 + 9 cos 2 0 


a 



Le long d'une ligne du 



système v = const. , on aura 


9 


o 


et 


u sin 


20 



ç co^O 




nés de courbure 


lignes géodésiques 




nt donc à l'é 



1) des 


Cherchons les points où la ligne 



u sin 


20 



V COS 2 0 


c 


est tangente à une ligne de courbure 
On aura, au point de contact, 


• _ 


9 


o 


ou 


9 


7T 

2 


et, par suite, 


u 


c 


ou 



c. 



ue ligne gé 



ue est 



tangente à deux lignes 



* * 


ue sys 


tes 


u 


ipond la même vale 



ligne de courbure 
a constante d'inl 



gration 


■ i 


* 


de 



i 


qui passent par les ombilics. 

On a en effet, pour les quatre ombilics réels, 


ques 



0 


A 



B 


G 


y 


o 


_2 

z 


c 


,G 



C 


B 


La condition y 2 


O 



nne 


(B+«)(B 



<0 


o; 


donc kouc est égal à — B. Soit, par exemp 


■m 

pie, 


u 


B; on 


aura 


x 


A 


A. 



p 


A 


C 


B. 


donc v sera aussi égal à 

Pour une ligne géodésique qui passe par un ombilic, on 
aura donc, en substituant ces valeurs dans l'équation (3i) ? 


ce qui dé 



ine la valeur de la constante c. 


Considérons une ligne de courbure quelconque u = const. 


Soit (w, p) un point quelconque de cette ligne; joi 



s-le à 


deux ombilics O et O' par des lignes géodésiques L, U, elles 


auront pour 


tielle 



a cos 2 6 


u cos 2 0'-+- v sin 2 0' 


B. 


En retranchant ces deux équations l'une de l'autre, il 


viendra 


o 



u (cos 2 9 


cos 2 0') 



*;(sin 2 B 


sin 2 0') 


w)(sin s 0 — sin 2 0'). 


Donc sin 2 8 = sin 2 8', et les lignes L, L' auront pour bis- 
sectrices les lignes de courbure du point (m, v). 


CALCUL DES VARIATIONS. 5iq 

Soit («, v t ) lm point de la ligne de courbure considérée 
situé à une distance infiniment petite ds du point (m, v) pri- 

* — • m i "™" 


mitivement cho 


O, O' par de nouvelles 


emen 


L — proj. L, -h proj. ds. 


Or chacun des éléments de L,, ne faisant qu'un angle infi- 
niment petit avec sa projection, lui est égal en négligeant 
le produit de sa longueur par une quantité du second 
ordre; on aura donc, au second ordre près, 


proj. L 4 = L x . 


D'ailleurs 


proj. ds = ds sin 6 ; 


donc 


L = Lj H- ds sin 6. 


On a de même 


L' = h\ h- ds si n 0' . 


Mais on a 


sin 6 



égalité où Ton doit évidemment prendre le signe -h ou le 
signe — suivant que les ombilics O et O' sont situés de côtés 
différents de la ligne u ou du même côté. Dans le premier cas 


on aura 


L — U — L | — L. , 


et, dans le second, 


L — (— L' — — l— L't • 


On voit ainsi que les ombilics jouissent, par rapport aux 
lignes de courbure, de propriétés toutes semblables à celles 
des foyers des sections coniques. 
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-es. — Proposons-no 



déterminer, parmi toutes les courbes de longueur il ayant 
leurs extrémités en deux points A etB, celle pour laquelle 
l'aire comprise entre la corde AB et la courbe est maximum. 



i 


■ i a 


I I 




■ * 




ant que l'intégr 



00 




lieu de cette droite : soit 2 a 


aurons a rendre maximu 






l'intégrale 



, pour origine 


-ci. 



mi 





a 



? va 



2 /. 


D'après 


o 



a 



i 



y 


1 2 



nous aurons a 


(y -hy f ' À ) dx 


a 



a 


a 



d 


1 



v/ 1 






L'équation 







d 


1 


dx 



1 


1 y 9 


if I 



J 


c 


! 


équation d'un cercle de 


Il reste à déterminer 


ur y 


o, on aura 


x 



II ne reste plus qu'à 
soit 2/. 

Or, en désignant par a 


y 








( 'À 





C 



c 


{x 


cy 



(x 


À. 


constantes c 



a; donc c 


3 c', X. 


sera donc 


o, c 


X 2 


a 2 . 


en sorte que la longueur de l'arc 




. 12) l'angle que le ra_yon CA. 


du cercle cherché fait par l'axe OY, on aura 


l 



5 


a 


1 


sma. 
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inant a 


ante 


o n au ra 


pour 



52 i 




M 



4 

«* — X sin r- • 

À 

è -» 

\ $ 

* * " 7 ' à 

■ 

L'angle a étant d'ailleurs compris entre o et m, il faudra 


Fig. i2 



c 


1 


prendre, pour )v, celle des racines de cette équation qui 


est 



7T 



a infiniment petit, le problème se tran 



en celui-ci : 


celle qui enferme linéaire maximum. 
Dans ce cas, l'équation en ~k deviendra 


si 


n ^ : 


o 


et aura pour racine 


X 


l 


La solution 





ayant le périmètre donné. 


m 


Déterminer, parmi les courbes fermées de périmètre 2 /, 




IL 


■ 

Variation seconde. 



. L'étude des variations de l'intégrale 


52 2 TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV. 

* 

où cp est une fonction de des variables dépendantes y if 
y 21 et de leurs dérivées successives^ ces variables pouvant 
d'ailleurs être liées entre elles par un système d'équations 


différentielles 


^1 = 0, vpa.= o, 


• 4 


se ramène immédiatement an cas où ... ne contien- 

nent, avec les fonctions inconnues, que leurs dérivées pre- 


mières. 


Supposons, en effet, quej^i? P ar exemple, figure dans ces 


expressions avec ses dérivées successives jusqu'à Tordre n+ 


Nous pourrons introduire comme inconnues auxiliaires les 
dérivées y\, y r \" K ^ pourvu qu'on joigne au système des 


équations ^ = o, <L 2 = o, ... celles-ci : 

d ^-y' .... 


dx ~ J1 ' dx ~ J " 1; 


y* étant d'ailleurs la dérivée première de y ll ~ x , on voit que 
Ja fonction cp et les équations de condition ne contiendront 
plus que les fonctions inconnues et leurs dérivées premières, 
upposons donc que nous ayons m lonctions inconnues 


7\<> ym\ que ces lonctions, leurs dérivées premières et 



variable indépendante # ngurent seules dans i intégrale 


3c i 


CD <sfo? 


et dans les équations de condition 

i 

* 

Désignons par p le nombre de ces dernières équations 


Admettons enfin, pour plus de simplicité, que les limites x Qy 


x K de l'intégrale et les valeurs correspondantes des fonc- 
lions y soient des quantités fixes données. Cela posé, cher- 
chons à rendre l'intégrale maximum ou minimum* 



* 

383. Nous déterminerons les fonctions inconnues, comme 
on plus haut, en annulant la variation première de 


l'intégrale 


CALCUL DES VARIATIONS. 


5 2 3 


t 


l=J + 





F 


ce qui fournil les équations différentiell 


es suivantes 


(0 


dF 


d d? 


dx dy'i 


o 


que nous combinerons avec les équations de condition 


(2) 


dF 



I, 2 


i 


eme 


X 


général les in- 


traires. 


vees 


dty 


équations ty t = o par leurs déri- 



ob 


(3) 


dF 


d dF 


dx dy*i 


o 



dx 


o 


contient les dérivées de jKo y m jusqu'au second ordre, 

, jusqu'au premier ordre. Il sera donc 



X X 


dre 


d 


2 m 



x et de 


sub 


p et fournira les inconnues y et \ en fonction 
m -\- p constantes arbitraires. Ces 


vale 


urs 


d^ 


stantes ^puisqu'elles annulent identiquement ~^j m En écri- 
vant que ces constantes sont nulles, on obtiendra des équa- 
tions de condition qui déterminent p constantes d'intégration 
en fonction des autres. 

Les 2 m constantes qui restent seront déterminées à leur 


des deux li 


q 


• • ? 


ym 



ennent pour chacune 



sq 


blèm 



gral 


ble et détermi 


On doit toutefois remarquer que l'ordre du système 
et, par suite, celui du système primitif, s'abaisseraient si l'on 



~k' p entre 


pouvait éliminer les dérivées y\, ... H y" m , \ 
les équations (3). Or, ces dérivées y entrent linéairement, et 
le déterminant de leurs coefficients n'est autre chose que le 


J 


a 



n J des foncti 


àF 


ôy 


-> <p/ par ra 




quement 


général impossible d'annuler la variation première de l'inté- 
grale; car les constantes d'intégration seraient en moindre 

* « V • j 

it.es auxquelles elles 


nombre 


que 




aux 



doivent satisfaire. 


* 


t 384. Nous admettrons donc que J n'est pas nul. II est 

... ». L . » 

aisé, dans ce cas, de ramener le système (i), (2) à un sys- 
tème canonique. (Ce résultat est une 
du n° 366.) 



Prenons, en effet, pour variables auxiliaires les 



equ 



ns 





On 


aura 




/ 

i 


permettront d'exprimer 
variables y, 


ns, d'autre part 


5 


H 



t 

* 

l 



P 


f 



s qu 


t 



o 


antités y' A en 


F. 


* 1 t 







dH 



* 




d y'i -+- y'i 





»/ disparaissent en vertu 



Mais les termes en dy' n 
équations (4). On aura donc, en supposant qu'on exprime H 


CALCUL DES VARIATIONS 



au moyen 




r 



y et p, 

* 

4r/ 


Si > 


y i 



urs, les équations (i) peuvent s'écrir 


il 


e 


o. 


On aura donc, pour déterminer les variabl 


tions canoniques 


es y,p, les équa- 


(5) 


Si 


dR 



P'i 


dR 




5. Ce 


s équations étant supposées intégrées, on sait (262 
que leur intégrale générale pourra se mettre sous la forme 


(6) 



àyt 


Pi 


dV 

d<Xi 


fit 


(i 


I > 2 , • • • 7 Tïl ) ? 


V étant une fonction des variables x, yi et de m constantes 
d'intégration a l5 a m et les quantités {3,, 
autres constantes d'intégration. 



étant les 


La résolution des équations précédentes donnera les va- 
leurs des y 7 p en fonction de x et des constantes a, (3. Les 

: enfin 



équations (4) donneront ensuite les quantités y j , 

■ m ■ 

les conditions aux limites détermineront les valeurs des con- 
stantes a, (3. 


386. Ma 


r être assuré de l'existence effective d'un 


maximum ou d un minimum, il est nécessaire d etudi 

_ 

variation seconde ô 2 ï. Si celle-ci ne peut s annuler 
aucun sjstème de valeurs admissible des variations oy 


) lij UUl 5 IC illême DlQlXKsj K,V MX J UUXU iniu««w* M ~ 

uivant qu'elle sera positive ou négative. Si, au 


minimum 


COI 


minimum 


8 



dans le cas exceptionnel où elle s'annulerait en même temps 

que la variation seconde. 


Laissant de côté ce cas singulier, nous sommes amenés à 


rechercher si 8 2 I est ou non susceptible de s'annuler. 


387, Posons, pour abréger, 


àvi ôy k 


Q*ik 


à* F 


àyt dy' k 


à*F 


à y i âl i 


«tV> 



d % F 



ày'i dy' k 


Cik, 


ày'i 


l 


en 


9 

Les quantités dik, c/#, du, eu seront des fonctions con- 
nues de x) nous les supposerons continues, ainsi que leurs 
dérivées partielles, entre x 0 et x K ; cette hypothèse est évi- 

ment nécessaire pour qu'on puisse appliquer la série 



de Taylor au développement des accroissements des fonc- 
lions F, <|>/. 

Posons encore, pour simplifier 1 écriture, 


Al S 


i 


ces 



seront a 




aux 



(7) 


o 


2*i(dnZi' J r eu z f t ) 


i 


On aura, d'autre part, 


et 




/ ô 


F dx 



(<5 2 F 



00 b 


les multiplicateurs ja/ étant des fonctions quelconques de 
finies entre x 0 et x K . 
L'expression 


2 & 


Ô 2 F 


2/ 2 ^/ô^/= 2/2* [>/#*/£* -t- ib ik Ziz' k -\- Ci k z' i z' k ] 

* 

-f- 2/2/2 ix,[duz £ -h e tl z'A 


étant homogène et du second degré par rapport aux quantités 
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52 7 


&j z , [jl, on aura 


2^ 



/dû 
Ad 




dz' t 





dû 


1 


Pi 


huant cette valeur dans l'expression de 8 2 I et remar- 
que les équations de condition (7) ne sont autres que 



(8) 

il viendra 


dp 


o 


ô 2 i 



dû 


dz'r 




Intégrant par parties les seconds termes et remarquant que zt 


s'annule aux deux limites x§ et il viendra 


■* 0 


/dû 




On pourra donc annuler 8 2 I si l'on peut 
quantités z 7 u, de manière à satisfaire aux équations 


iner 


les 


(9) 


â$i 


d d& 


dx ôz'î 


o 


des 


1 


d 


A9 


constamm 



mais 


388- Les relations (8) et (9) constituent un système 
'équations différentielles entre les variables §, p. tout à fait 


constituent un système 


Wue au système (1), (2). 11 sera éeralemen 





u que le jacobien J, des expressions 


dû 


ÔZj 


dû 


2,171 


1 



rapport 




ités z' n pi ne soit pas 1 



nul. Or, d'après l'expression de Q, on voit que les éléments 
de ce déterminant ne sont autre chose que ceux de J, où l'on 


ités y y leurs valeurs en fonction 



stitu 



pou 


r 



de x. Nous admettrons que, même après cette substitution, 
le déterminant ne s'annule pas identiquement et que, en par- 





5 



il ; 




pas 



pour 


y* 



Prenons alors pour inconnues auxiliaires 1 




(10) 


u 




Les équations (8) et (io) permettront d'exprimer les quan- 
tités z f et ui en fonction linéaire des quantités z et u. Ces 


valeurs, su 




ées dans l'expression 



1 


la transformeront en une fonction homogène et du second 


degré des quantités z, u] et l'on 
quantités, les équations canoniques 

■ 


aura 



er ces 



1 


u 


oz i 


dont les s 


rapp 



s membres sont linéaires et homogènes par 




inconnu 




es équations différentielles linéaires 

JL 


(12) b 




i 


(.3) 


o 


(•4) 


O 


dz f £ 


u 


i - 



c kiZk\ 



u 


t5 


d 



doc $ Z i 


kl^îk 


M k 


bik^k 



u 


• a 

n 


auxquelles nous venons d'arriver, sont intimement liées aux 
équations 
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dont l'intégration nous a fourni les valeurs des quantités y\ 
en fonction de x et des constanles a M a w ; (j,, p 
En effet, substituons ces valeurs dans 

- r 

tions; elles se réduiront à des identités, quelles que soient 
les constantes a et p. On pourra donc les différentier par 
rapport à l'une quelconque c de ces constantes. Effectuant 
cette différentiation et Dosant, 


• ï 


de 


de 




U 


de 


5 


on 



îcisément les équations (12), (t3), (i4)* 


Prenant successivement pour c chacune des 2 m constantes 
a, p, nous aurons donc 2 m solutions particulières de ces 
équations. On en déduit, en désignant par A#et des con- 
stantes arbitraires, la solution plus générale 


(i5) 




(,6) 


U 


l 



,(i7) 

p 



k 


A A 


(1 




k 






dpi 

doc/,. 

II 

àpi 




dot/ c 


àcf-k 




m 


I 

1 I 


I. 


1 ; 


Les équations (i i), qui se déduisent de la combinaison des 
équations (12) à (i4), admettront donc comme solution les 
valeurs de zu Ui données par les formules (i5) et (16). 


• * 


390. Nous admettrons : i° que les diverses dérivées par- 



Ô Vi à Yi 


âh 
àfi/c 


qui figurent dans les expressions 



restent continues entre x 0 et x K ; 2 


o 



les 


seconds membres des équations (i5) ne peuvent devenir à la 


J. 


Cours, III 



fois identiquement nuls, de quelque manière qu'on 



isse 


moins 


Cette dernière hypothèse entraîne manifestement comme 
conséquence que les im solutions particulières obtenues 
ur les équations (i i) sont linéairement indépendantes. La 



solution générale d 



■ 

cl L I \J XX S 


4) 


par les formules (i5) à (18). 


No 


termm 



solutions particulières étant indépendantes, le dé- 



dy 


• . ■ 

■ 


[ 




dpi 



m 


doci 





9 

• * * • 

dy m 

* • • 



àpx 

dpi 

à0C m 

1 


• * » # 

dp m 

v • • 

% 

h 

doc m 

^1 


1 





m 



1 




m 


ne pourra être identiquement nul. 


Ce déterminant peut d'ailleurs se mettre sous la forme d'un 


■ 

produit de deux autres 


nants. En effet, les équations 


integ 



s 


Pi 


(où V ne contient ni les p ni les (3), différences par rap- 





cl/c et (3 


donnent 


àpi 
dpi 





hàyiày h d<x k dyida k 




Y h 


1 h ày t ôy h 



le 


Substituant ces valeurs dans D et retranchant des m der- 
nières lignes du déterminant les m premières, 
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par des facteurs convenables, il viendra 


D 


doc l 


• m 


ày 


m 


dy l da. v 


d*Y 


ày m da. x 


... 


• * 


* * 



doc 


i 


m 


ày 


m. 


àoc 


ni 


àfi dot 


m 


dy m d<x 


m 


à.Yx 



dv 


m 


à$ 


o 


o 


* • 


ày t 



m 


■ • 



dv 


m 


d(3 


m 


O 


O 


« 


( 


53 r 


i 


m 


)D,D 2 , 


en 



identiquement nul. 



àyi 

ày t 

_ ■ ■ 

d 2 V 


■ 




dy\ doct 

dy l doc m 


m m m * 

» * m m m 


• 



ày m 

ày m 



<? 2 V 





ày m àcxi 

m d&m 


Aucun des deux déterminants D 1? D 2 ne peut donc être 


391. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que 8 2 I ne 
puisse s'annuler. 

On voit tout d'abord que S 2 I sera susceptible de s'annuler 
si l'on peut déterminer les rapports des constantes A*, de 
telle sorte que les valeurs des Mi fournies par les équations ( 1 5 ) 
s'annulent toutes à la fois pour deux valeurs distinctes £i 
e la variable œ 7 comprises entre œ 0 et x K . 

En effet, posons lyt — tZi entre £ 0 et £ l? et tyi 


o 




reste de Tinter 



OC q OC \ 


Les variations ainsi définies ne sont pas identiquement 


nulle 




l'intervalle entre x 0 et x { ; elles satisfont 


aux équations de condition (12); e 




0 




partie 


de l'intervalle où 


satisfont aux équations 



soient pas nulles, elles 
(i4)j équivalentes aux 

ents de 



équations (9); elles annulent donc tous les 

l'intégrale 8 2 I. 

que les rapports des constantes A*, puissent être 



déterminés comme il est indiqué ci-dessus, il faut et il su 



que le déterminant 





* * • 


' 1 # 




dy 


*/ ^1 1 


à 



1 



* m 


• • é 



* • 


« é 


• . # 


• ■ 


I 


dy 


m 


m 









• . . • 








dv 


m 


• ■ 


d 



m 




* 



é 



t esra 



zéro. 



c, pour que ô 2 I ne puisse s'annuler, il faut tout 


d'abord qu'on ait 


A(So,£i)<o 



de quelque manière qu'on choisisse ç 0 et ç, entre x 0 et # ( 

• l'A i * 

Posant en particulier £ 0 = # 0 , on devra avoir 


( J 9) 


A(a?o> x ) < 0 


pour toute valeur 


de x 



Xq et < X\ m 


392. Pour déterminer les autres conditions qui, jointes 
à (10), sont nécessaires et suffisantes pour l'existence d'un 


ma 



ou d'un minimum, il nous faut transformer 
l'expression de 8 2 I de manière à faciliter la discussion dé 
son signe. Cette transformation repose sur deux propriétés 
de nos équations différentielles que nous allons établir : 

JL 


1 


0 Les équations différentielles qui déterminent les quan 
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tilés y, p ont pour intégrale générale les équations 


^(20) 


Pi 


dY 

dOLi 



Prenons la différentielle totale des équations de droite en 
traitant x comme une constante; il viendra 

7 * 



h\à<Xidy h 


-dy h 




_ 

Substituons cette valeur de d$i dans l'expression de la 

m Y m II _ l ■ 


différentielle totale de dy^ 



k 



doc £ 


dexi 



à v k 


elle deviendra 




dVk 



àyk 

i dot* 


dot £ -\ 



t 



d 2 V 


h\d<Xjdyh 


dy h 




àoLi da.it 


dot/,. 


àyk 


9 

et, comme les équations (20) n'établissent entre les y et 


haq 


quantités p et (3 


o 


à zéro le coefficient de detg (après avoir permuté dans Ja 
somme double les indices de sommation h etz), 


d<*i 




à 2 Y dy k 

■ ■ ■ 

Xidocfy dp h 

ày 


o. 


Substituons la valeur de -r-^ tirée de cette formule dans 


l'expression 


doti 



elle d 


àyk ày k ' m 

i doii d^i 1 


evie 



d 2 V 


hàotidoth àfii 


àyk> ày k 



et ne changera pas si l'on permute k et k' ; car cela revient 
évidemment à permuter les deux indices de sommation i 


534 

et h. Nous 


(21) 
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ns donc cette première relation 



ày k ày k 
à oc. 



o. 


393. 2 0 Les quantités y, p satisfont (384) aux équations 


canoniques 


j 1 



dp 


Pi 


Prenons 


qu 




ur 


onc 


ab 



c 



_ 



c 


dfn 
de 



en 



nant 


z 


r 


(22) 



d*n 


à P i dy k 


z k 



d 2 H 


U y — 



k 



dpi dp k 
àyt dp k 




linéaires, adm 



cuneres 



àpi 
dot* 



dp 


dÇ> 


m 


auront pour intégrale générale les expressions (i5) et (16), 


de sorte que le système (22) ne sera qu'une autre forme du 
système (1 





ème (22) a pour adjoint le suivant : 


Z', 



k 







U/ 



dm 


k \ àpi dp k 


Z 


dm 


k 


ày k dpi 



qui n en 

Si donc 



que par le changement de s, u en 


U,Z 


8. 


(. 


( • • • î ■ • ■ j M /2? • ■ • ) 


sont deux solutions 


partie 




■ 


des équa 



tions (22), 



s 



il) 


•) 


sera une solution du s 




connues 





( Sj S 2 ) 




cession 


y. 


/2 


% "/a ) 



ème adjoint; et, d'après les pro 


sera une constante. 


■■ ■ 

394. On a évidemment, d'après la définition précédente 
du symbole (8482), la relation 


En outre, si 


S 

S: 


2 


(SiS,) 

( Si Si ) 


( • • • 1 

(. . 


o 



* _ 

*2> 



■ • 


sont des solutions particulières, l'expression 


m 


S 


2 w 2 



m, S 


3^3 



(. . m % z 


Î2 




z 


13 


* 

sera encore une solution, et Ton aura 



3 M /3 



(S l5 W2S2+ 7/1 3 S 3 + . . .) _ /?l2(StS 2 ) H- /^3(SiS 3 ) 


• •) 



395. Toutes les solutions de nos équations s'expriment 


linéairement en fonction des 2 m solutions 



îeres 


S.! 


S 


m 


T 


T 


TYl 


d.Yi 


dp 


doc/ (?ai 



m 


5 



d(3 


i 


• * 


àfi 

é * * ' To — * 

d(3 


\ 


* • 


dp 



m 


dp 


« # * 



I 



ï ■ 



Proposons-nous de déterminer les valeurs des constantes 




îcuueres 


(S/ f S/J, (T k S h ), (TjfcT/i). 


Il faudra, pour cela, chercher la valeur de l'expression 

dpi dy ( 
de de' 




dvi 
de de 



c et 




gnant deux 


A cet effet 



des constantes a, p. 
aux équations intégrales 


dV 


* * 





En déri 





'emieres par r 


d 2 V 



dYi de 





kdjid/k de 


rt à c, il viendra 

t 

dpi 


de 


On aura, par suite. 


». 


VAMP 





d.Yi 
de 



à Yf d 2 V 


iàc' dyide 



2,2 


d 2 V dv A 


kàVfdy h de de 


a r» 


La somme double ne change pas si Ton permute c etc', 
car cela équivaut à permuter les indices de 


sommation i 


et A". On aura donc 






d}i à 2 y 

de 1 ' 


d 2 V 




de dVidc' 


On a d'ailleurs 


* > 



i <J 2 V 

d/, de 


dV 



de 


d 2 V 

de de' 


d dV 

en désignant par -r-r — la dérivée 


dV 


complète de par rap- 
port à c ! en tenant compte de ce que les y sont fonctions 


de 1 de 


des constantes c. On a de même 
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et, par suite, 



m 

àpt djj dyt dpA _ d àV d dV 
de de' de de' ) ~ de' de de de' 


Cela posé, V ne contenant pas explicitement les constantes (3, 


on aura, si c = et c' = 3^, • 


d\ dV 


de de 


d'où 


(T A T /t ) = o. 


Si c = ah et c' = a^, on aura, en verlu des équations (20), 


d\ _ dV _g 
de ~~ doL k ~~ 


d'où 


d 
de 



o 


1 


On a de même 


de de* 


et, par suite 


(S^S/,) O. 



si e=$h et c r = OLhj on aura 

m 

le- = °' de-' = ^ 


d'où 


d dV d dV d a (o si/i^, 


de de 1 de' de dft k r 1 si h = k. 


,* 


m 

Nous trouvons donc 


(S*S*) = o, (T*T A ) = o, 

| o si h ^ k, 

(T>S*)=-(S*T*)= j ^ gi/i = /( . 
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rons 




con 


ques 


R 


P 



/c[A-/cp S& -+- B^.pT/ c ], 



On aura, d 5 




(RpR<r) 


k%h[ Akp&h<j(Slc$h) -H A# p B/ i(7 (S//r /t ) 



B/cp ( T /f Sa ) H- B/^p B/^ ( T /c )] 


BfcpA^ 


AfcpB 


)■ 


Assignons aux coefficients A 
particulières 


B 


A^d, Ba<7 les valeurs 


A 


kp 



'P 



A 


ka 




OU 



signe une constante 



il vie 



a 


(23) (RpRff) 



k 




o; 


■ 

carie second membre de cette expression, se déduisant de 
celui de l'équation (21) quand on y change i, k, k' en k, <r, 0 
et qu'on attribue à x la valeur particulière \, est identique- 




* 

En posant successivement p = i, 2, m, nous obtien- 
ns un système de m solutions 


Ri 


( • • • 5 %î\ y 


5 


R 


m 


\ • • m y Ml 


• • • 


■ } 


*>imi • • • 5 


tel que Ton ait gé 



I 

(RpR ff ) 


o 


397. Calculons, d'autre part, la valeur du déterminant G 
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formé avec les 



t k 


* > 



k 





àyt 


Pour l'obtenir, formons le produit du déterminant 



ày 


i 


doc. 


à a m 


à.Yi 



i 


4r 


/n 


m 


ày 


m 


<?(3 


m 



dot 


m 







ày 


m 


à a m , h 




par le déterminant 


i 


ày x 


ày 
àp, 


ày 


ày 


m 


àfi 


m 


ày x 








* » • • * 

ày m 

• • * • 

• 


ày m 




àcx m 

o 

o 

X ■ • < 

0 


o 


o 


o 


I 


11 viendra, en tenant compte des équations (21) et (24), 


DiA(ar,É) 


o 


o 


àfi 


àyx 


m m 


O 



m 



m 


dp 


m 


A- 

49 


11 


mt 




1/n 


mm 




I 


54o 
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et, comme D { n'est pas nul, on en déduira 



Nous admettrons provisoirement qu'on ait pu déterminer la 
constante de telle sorte que l'on ait 


G = A(a?,ç)<-° 


dans tout l'interva 





q a x i . 


pj " • • ? 



associées aux 


valeurs correspondantes jjlj p , |jl^ p 
ront pour chacune des valeurs p 


s des équations (12) à (i4)- 


juanlilés u, fourni- 


1 


, m un s 




a * 


398. Posons mai 

1 


* * 


(25) 

(26) 

(27) 



p 




k lvl A7*À-p 


Les quantités y*/, o^yM*^ déterminées par ces équations 
linéaires, seront des fonctions de x* finies et continues entre 


ûCq elx { en vertu de nos hypothèses, puisque le déterminant G 
des quantités z^p ne s'annule pas dans cet intervalle. 


En ditïérentiant les équations (2 



on 



u 


/P 


ou, en remplaçant les z f par leurs valeurs déduiles de (25) 


5 


(28) 


u 


t 


* 4 


Substituons, d'autre part, les valeurs des quantités w/ p , i£j§ 
déduites des équations (26) dans les équations 



z 


l 


p 


u i<r)> 


elles deviendront 


ki Z kp Z iG 


Oki z kG z ip) 


O 


ou, en permutant les deux indices de sommation dans le 
second terme, 


y 


Aï 


àik ) 


- o 


(p 


I 


, /?i ; <j = i, . . m). 



quantités Zi G n'étant pas nul, ces équa- 


tions entraînent 



suivantes 


2* (3 


ki 


$ik ) z 



O 


(P 



4 

et le déterminant des^p n'étant pas nul, on en 



M 


§ki 


4) 


les valeurs 


pi 



Faisons cette substitution, remplaçons les quantités z\ w, 
jjl, fj' par leurs valeurs (20) à (28) et changeons, lorsque 
cela est nécessaire, la dénomination des indices de somma- 

* m 

lion ; il viendra 


o 



k 


dki + 



h 




O 



bki 




2 



l 


■ $ki ) z 


tf Arp) 


O 






d n M 



Ces équations ayant lieu pour p 


1 , m, et le déter- 


minant des quantités z kç n'étant pas nul, on aura pour 


k 


1 


, m, 


29) o 


d 


kl 



(3o) 


O 



]) o 



h 




l 




diMki 


à'ki 


1 



è 


A 



On peut, déduire de ces équations les valeurs des quan- 
tités a, 6, d en fonctions des 3, M. Elles donnent en 


effet 



) 


d 


kl 


2 


puis 


b 


ki 


è 


ki 



h 


Cfii^kh 



e u M 


kl 


l 


on, en permutant i et k et remarquant que 8* t - 


(33) 


bt 


ik 


a 





Chky/h 



il 


l 


8; 


* 
* 


Les 



(34) 



des 6, g? étant substituées dans 



(3i), elle donner 





$hi 







i 



ih^kl 



h 




hi 




h 


h y /A' 


2 e M M 


il 


* 

ô ai+51 2 




Ch'hyih'ykh 


Substituons les valeurs ci-dessus des 
dans l'expression de la variation seconde 


és a } 6, d 


i • 





^0 


2,2/ atk hyt hyk +2bi * *y* + Cik w à y' k ) dx 


m 

et dans les équ 



de condition 


(35) 


o 



i 


2/ da 




eu &/ t ) 


( 



I 


5 


m - '# 

qui existent entre les variations. 



ày't 



h 


(37) 



22 


P 


A- 


on trouvera aisément que les équations 



deviennent 


(3o) 



eu Vi 


o 


et que o 2 I prend la forme suivante : 



dp 

dx 


2 2 


Le dernier terme de cette expression disparaît en vertu 
des relations (3g). D'autre part, 



.r 


1 flfP 


2 


2 ^/*^/^r*) = o, 


car les variations 877, Sy* s'annulent aux limites. On aura 


donc 


ne plus simplement 


d 2 I 



2-2 CikViVk ' ^ 


399. Les conditions (35) ne sont pas les seules auxquelles 
soient assujetties les variations Sjk*. H faut, en outre : i°que 
ces variations soient infiniment petites, ainsi que leurs dé- 
rivées, entre x 0 et x K ; 2° qu'elles s'annulent à ces deux 
limites, sans s'annuler identiquement dans tout Tinter- 
aile 


OC q OC | • 


Il résulte de là que les quantités vt doivent être 



niment 


etites, mais qu'on ne peut les supposer identiquement 


nulles entre # 0 et x { . En effet, si tous les 


v étaient nuls, les 


équations (36) donneraient 


(4o) 



h 


y hi 


o 


En vertu des relations (a5), ces équations seraient satis- 


faites en posant 


ôy 


l 


p ayant l'une quelconque des valeurs i, m. 


Par hypothèse, le déterminant des quantités z^ non seule- 


ment n'est pas identiquement nul, mais ne s'annule en aucun 
point de l'intervalle x Q Les équations linéaires (4o) auront 
donc pour intégrale générale 



P 



es constantes arbitraires. 

evant d'ailleurs s'annuler pour x 



x 


o 


et le 


déterminant 



S Zip 


n'étant pas nul en ce point, les con- 


stantes C p devront être toutes nulles ; mais alors les se- 


raient nuls iden 



u 



ent 


400> Cela posé, si la fonction 


2,2 


le 


Cik Vi v k 


conserve constamment le même signe pour tous les systèmes 
de valeurs des fonctions vi qui ne sont pas identiquement 


nulles et qui satisfont aux relations (3g), l'intégrale 




\ - 


jouira de la même propriété. Il en sera de même, à plus forte 
raison, si l'on se borne à assigner aux arbitraires Vi les sys- 
tèmes de valeurs auxquels correspondent des valeurs admis- 
sibles des 877. Il y aura donc maximum ou minimum. 
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f 


La fonction cp 



r pour certaines 


valeurs particulières de x sans que ce résultat fût troublé. 


Cette condition suffisante est en même temps nécessaire. 
En effet, s'il existait un système de fonctions wi satisfaisant 

1 

aux équations (3g) et tel que la fonction cp fût positive dans 
une partie de l'intervalle x 0 œ { et négative dans l'autre, nous 
allons voir qu'on pourrait rendre 6 2 I positif ou négatif à 
volonté dans cet intervalle. 


X 


fonct 


de x, linéairement indépendantes, et finies enlre x 0 et x { ; 


Ci 


• m 9 


m 

5 ^2?n+\ 


miment 


V, 


K v h 


le multiplicateur K étant égal à zéro dans la partie de Tinter 


valle où cp est négatif et égal à 




dans la partie où il est positif. Les fonctions V; satisfero 
encore aux équations (39), et l'expression 



2; 




K 2 <p, 


nulle dans la première portion deï'intervalle/ sera positive 
dans la seconde. L'intégrale 


sera donc positive. 



<S>dx 


Les valeurs correspondantes des tyi sont les intégrales des 


équations linéaires 

(40 


à • 


f 

m 

l 


II 


V/. ' 


/ 1 


Poui* les obtenir, intégrons 


d'abord les • équations 




second membre; il viendra,- comme tout à l'heure, 


ê f 


j. 



? 


C p Zip. 
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CHAPITRE IV 


Prenant les G p pour nouvelles variables, d'après la méthode 
de la variation des constantes, on obtiendra les équations 


transformées 



dC p 


z io — Vf. 


Les Zi Q étant continus entre x 0 et x x et leur déterminant 

• r , ... 

ne s'annulant pas, on pourra résoudre cette équation par 

aux dérivées — r- P • Le résultat obtenu sera de la 

ax 




m m 

— ? -y e,v- 



s E^p étant des fonctions finies. 



équations admettent la solution particulière 


OC j 

C p = / 2 E ip V è dx, 


qui est infiniment petite, les V; étant infiniment petits. 
Les valeurs correspondantes des oyt seront elles-mêmes 


infiniment petites. Il est clair d^ailleurs qu'elles seront 


linéaires et homogènes par rapport aux constantes ... , 


^27th-m et ^ Qn P 0lirra déterminer les rapports de ces cons- 



tantes de manière à faire en sorte que les s'annulent 
pour x 0 et Xi. Enfin les tyi ainsi déterminés ne s'annulent 


pas identiquement; car les équations (4 1 )? où les Vi ne sont 
pas identiquement nuls, ne pourraient être satisfaites. 


Nous obtenons donc un système de variations By; satis- 
faisant à toutes les conditions requises, et pour lequel 8 2 I 
est positif. On déterminerait de même un second système 
de variations pour lequel 8 2 I serait négatif. 


401. Nous avons donc réduit la question proposée à 


chercher les conditions pour que la fonction 

5.5 
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1 / 


conserve constamment le même signe pour toutes les valeurs 
de e qui satisfont aux relations 


(43) 



o 


là * 1 


«t # 



Gomme d'ailleurs le signe de <p ne dépend que des rap- 
ports des quantités 
ralité du problème, 
outre à la condition 


v, on peut, sa 



oser 



is restreindre la géné- 

s v assujettis à satisfaire en 


(44) 


Pour résoudre la question ainsi posée, cherchons les 
maxima et minima de <p pour les valeurs de p qui satisfont 
aux équations (43) et (44)- Dans ce but, nous égalerons à 
zéro les dérivées partielles de la fonction 


i 

2 


1 

2 


2"? 


eu v 


■ ■ 


Nous obtiendrons les é 



ns suivantes 


(45) 



Cik i'k 


k 


T enp 

l 


l 


o 


ë 


qui, jointes aux relations (43), détermineront les rapports 
des quantités v et û/; quant à p, il sera déterminé par la 
condition que le déterminant 


I 


c 


11 


c 


ml 


C 


11 


e 


c 


lm 


m • 


C 


mm 


e 


ml 


e 


mp 


i # 

soit nul. 
D'ailleurs les équations 


P 



e 


ii 


e 


ml 


O 


O 


res 


e 1 


m • 


e 


mp 


O 


O 


* 



multipliées 
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par'Pi,' . v m et ajoutées ensemble, donneront 


© 


4 , . . , 


ou, en vertu des équations (4^) et (44)? \ 


9 = p 


1 Les maxima et minima cherchés sont donc les racinçs de 

■ 4 I 

l'équation I = o. 

Pour que cp reste constamment non positif (ou constam- 


ment non négatif ) entre x 0 et x^ et cela pour 





de valeurs des • :fl il est évidemment nécessaire et suffisant 
eue ces racines restent toutes non positives (ou toutes non 
négatives) dans cet intervalle. 


D'ailleurs, si cette condition est remplie, on n'a pas à 


craindre que cp soit identiquement nul entre x* et x { ; car il 
faudrait pour cela que 1 équation en p eût une racine nulle 


pour toute valeur de x entre # 0 et #0 ce qui est impossible; 


car le terme constant de l'équation en a se confond, au signe 


près, avec le déterminant J fl qui, par hypothèse, n'est pas 
identiquement nul. 

Nous obtenons ainsi les conditions suivantes pour l'exis- 


tence d'un maximum (ou d'un minimum): 



Dans toute V étendue de V intervalle x 0 x K le déterminant 
A(#o, x) doit être ^ o {sauf pour x = x 0 ), et les racines 
de r équation 1 = o doivent être non positives {ou non 
négatives) . 


402. Nous avons toutefois admis, pour arriver à ce résul- 
tat, qu'on pouvait déterminer une constante £, telle que l'on 


eut 



• 1 * V 

A(#, £)<o de x 0 à x t . 

* 

Il nous reste à nous assurer que cette condition est impli- 


citement contenue dans les précédentes. . 


* 

La condition. A (x 0 ,x) >jo pour x 0 



particulier, pour x 


sy* /y» 
*A/ kAu J 


X 



en 


A(.r 0 , x t )>o. 


es éléments du déterminant A et les coefficients de I étant 
par hypothèse des fonctions continues, on pourra 
des quantités s 0 , s, assez petites 



rmimer 



u on ait e 




nt 


que 


i seront respectivement compris entre x 0 


et x Q + £ 0 el entre x K et x x -f- e 4 ; On aura donc 



(47) 


> 


A (x$, ^ ) < o> 


tant 



sera compris entre x 0 



£q et 





D'autre part, les racines de l'équation I =o conservent 


un signe constant dans l'intervalle de x 


o 



Xi : d'ailleurs, 


J, n'étant pas nul pour x = x^ aucune d'elles ne sera nulle 
pour cette valeur de x\ et, comme elles varient infiniment 

* 

- s 4 , elles conserveront encore leur signe 


peu entre x K et x K - 
dans ce nouvel intervalle. 

De cette propriété et de l'équation (47')) on déduit que 8 2 I 
ne peut s'annuler dans l'intervalle de x Q 


e 0 a # 4 


4 


Doue, d'après le n 



A(#, ^i-h £j)^o 


pour 


o 



£ 0 






D'ailleurs cette expression est également ^o si x est compris 


entre # 0 et #o 


e 0 . On satisfera donc à 1 


renaiit 


x 


\ 





ondition 




403. Mous 



ns remarquer, en terminant, qne 





is, dans toute cette étude, non seulement qi 
s^i ^ko fonctions inconnues' sont infinimen 


ue les 




nt p 



variations Syj 

li tes, mais que leurs dérivées o>J le sont également. Si To 

cette dernière restriction, les conditions 

ou d'un 



VOll 





vées ci-dessus pour l'existen 



d un 



■ ■ 



minimum, tout en restant nécessaires, pourraient cesser d'être 
suffisantes. 


III. 


Vari 


iation des intégrales multiples. 



. Les notions fondamentales du calcul des variations 


peuvent s'étendre sans difficulté aux 



c 



s qui renfer- 


ment plusieurs vari 


Go 


nsi 




indépendantes. 


par exemple, une fonction 


<P(^> 7? 5 > u , fi w ap Y , f>afLy 9 • • •) 

des variables indépendantes y, â, des fonctions u, v de 
ces variables et de leurs dérivées partielles 


dx* dy$ dz y > 


ocj3y 


dx* dy$ dzi 


Si Ton change u, v 



u 


o se changera en une nouvelle fonction &(x y y, e), qui, 
éveloppée suivant les puissances de e, prendra la forme 




A® 


9 4- <5<p 


2 



2 


• m 


On aura évidemment 



dx £ de k 


ôb /€ dx n 


d'où, pour la valeur particulière e 



9 


à* 


o 


y 



dx i 


j—. représentant la dérivée complète de <p par rapport à x, en 


_ 

tenant compte de ce que «/, v 
On trouvera de même 



de cette variable. 


i * 


f r 


d 



k 


df 


d 


a 


»*2 

dz l 


I 
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i 

* ■ * 

La variation première 80, que nous considérerons spécia- 
lement dans ce qui va suivre, aura évidemment la valeur 
suivante : 


■ 


1 


(0 0¥ = UdM-4-...-hU a p Y 3a«p Y 



V àv -h ... -+- V a p y df>«p Y h 
en posant, pour abréger, 

■ 

^i— TJ d< ? TT 

àu~ u ' d^~~ V<x ^ 



mm m y 


V a 8 Y 5 


• * 


» ^ 


m t 

- • # 

405. Cherchons maintenant la variation de l'intégrale 


tripl 


m * 


e 


■ 



I = V ç dx dy dz, 


en admettant, pour plus de généralité, que, en même 



qu'on change u, p en w + Sw, p + Sp, on fasse subir une allé- 


■ 

ration infiniment petite au champ de l'intégration. 


Â chaque point f , tq, Ç situé sur la limite de l'ancien champ 
d'intégration, on pourra faire correspondre un point infini- 


ment voisin £-hS£, tj + ôt^, Ç + SÇ sur la limite du nouveau 


champ. Gela posé, changeons de variables indépendantes en 

- * _ i _ 


posant 


finim 


z 




, 8ti, 8Ç lorsque #'=ij,y= 7], 
exprimée au moyen de ces nou- 


fo 


(2) 1 + Al = \WJ dx'd/dz', 



le champ d'intégration étant redevenu le même que dans 


552 
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l'intégrale primitive I ; J désignant le jacobien 


i 


d èx 


! 



/ 


dôv' 



dx 


i 


d èx f 



i 


dà\ 



d §z 


f 



i ~+ 


d Ôjc' 



dôz 
àz' 


/ 


y 


en 



T * I 1 1 9 * 

*F étant ce que devient $ lorsqu on l exprime au moyen 



es nouvelles variables x\ 
Le développement de cette 



z 




pr 




suiva 






e, ne prese 




Ll 




1 



puis- 

tilté; nous l'arrêterons 


aux termes du premier ordre pour obtenir la variation pre- 




Nous pourrons d'ailleurs, en le faisant, supprimer 
les accents dont sont affectées les 



confusion n'é 


y, z auront 



t a cr 


ai 




velles variables, aucune 
e, puisque les anciennes variables 


aru. 



n a évidemment, avec ce 


J 


d èx 


i 







d dy 




approximation 

L JL 


5 



* i 




en remplaçant y, z P 




dx 


à 


x 






dz 



y 






z + o; ; 



Qn 



donc 







dx 


dàx 



h cp 




I » 



d 



* M * 






9 


dd 




CP 

i 



do 
i_ 

dz 


dz 



dz 



cp èy - 



» ■ 


i 


Remplaçant Sep par sa valeur (i), substituant dans l'équa- 
tion (ai) et égalant de part et d'autre les termes du 


ordre en e, il viendra , - , . . 


pr 


-emier 



U àu 





d_ 

dx 


co àx 



d_ 
dv 



* 


• * 


d 



d 


- cp 
z 


\ 


dxdydz. 


/ 


406. Cette expression de 81, donnée par M. Ostrogradsky, 
peut être transformée par l'intégration par parties. 

m. 

On peut admettre, pour plus de simplicité, que la fonc- 
tion o soumise à l'intégration et les équations de condition 
qui peuvent exister, suivant la nature du problème, entre les 
variables indépendantes y, ... et. les fonctions inconnues 


Uj t>, ... ne contiennent aucune dérivée partielle de ces der- 
nières fondions d'ordre supérieur au premier; car le cas où 
figureraient des dérivées partielles d'ordre m se ramènerait 
à celui-là en prenant pour inconnues auxiliaires les dérivées 


partielles jusqu'à l'o rd 


re m 


— i et ajoutant aux équations de 
condition les équations aux dérivées partielles du premier 
ordre qui définissent ces nouvelles inconnues. 

Supposons encore, pour abréger l'écriture, qu il n y ait 

us que deux variables indépendantes .r, y, et posons 

1 , f t 



du 

dx 
do 

Ôili 


u 


1? 


du 

ày 


u 2 


dv 


7 




I f 


du 



» ■ 



U 2 , On aura, d'après ce qui précède, 


ai 




Ui àu 1 -+- U 2 <5«2 




d_ 

dx 


cp 8x 



dy 




i 




Les termes U<J>itï, Vh . 


# • 


et 


d 



6 peuvent êtr 
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grés par parties par 



>.ort à x, et donneront 


(3) 


■ 

f{ v ' 


d 




— cp dx j dx 




i * 


■ 

F 0? F< 5 ... désignant les valeurs de l'expression 



Uj du 




. . . H- cp dx 


aux points où la parallèle aux x le long de laquelle on intègre 


w m 

entre dans le champ et en ressort 



. i3) : 


Fig. i3. 


* i 



■ 

la normale extérieure à la cou 

- 



s angles qu e 
lamo fait en 


ces 


les arcs inter 
lèl e in fi 



dy 


ds Q cosN 0 X = ds x cosN t X 


* * 9 i 


■ w 

L'équation (3), intégrée par rapport à y, donnera donc 







ç &p ) ûfo? dy 


/ 








m, 

dx 


àv 
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remière intégrale étant prise le long de la cour 
tla seconde dans tout le champ. 
On peut opérer de même sur les termes 



U 2 àu 



V 2 dv t 


d 



dy 


en les intégrant par rapport ky. On trouvera ainsi 


4 m* 


èu 



B3t> 




- D èx 



E By) ds 





. . . ) dx dy 


en posant, pour 



* t 


A 
B 


Ui cosNX -+- U 2 cosNY, 


Vi cosNX-h V 2 cosNY, 


i • 


D 
E 


M 


<p cosNX, 
<p cosN Y, 

dx 


U 


N 


V 


dV 





• ■ 


. . . 


407. Cherchons à quelles conditions on doit satisfaire pour 
que cette quantité s'annule pour tout système de valeurs de 
&p, Sj, Sm, 8f , ... compatible avec les données du problème. 
i° Si les limites du champ et les 



lions u, v, . 


sont 


entièrement arbitraires, on pourra assigner à Sy, Sw, 
des valeurs absolument quelconques. Posant d'à 


7 




o 


du 


eÔ 2 M 



€ Ô 2 N, 


• • • 1 


9 étant une fonction qui s'annule aux limites du champ, l'in- 

tous ses éléments nuls, de sorte que SI se 




e aura 



*a a 



* 


£ 



0 2 (M 2 



N 



■ 



qui ne peut s'annuler que si l'on a séparément 



M 


o 


N 




équations aux 


inconnues u } 




détermineront les 


se 


Les fonctions arbitraires introduites par celte intégration 

mineront en exprimant que l'intégrale simple à 



laquelle se réduit SI s'annule également quelles que soit les 


fonctions ox, Sj', Sw, Se, 



posant 


■ 


2 



dx 


£|X ! D, 


* * 


on voit qu'on devra avoir séparément 


A. 


o 


B 


o 


* 4 I 


E 


o. 


2° Supposons que, sur la limite du champ (ou seulement 



sur une porlion de celte limite), on ail une équation de con- 


dition 


V 


ty(ac, y, m, <>, . . .) 


o. 


Cette relation devra subsister entre les nouvelles valeurs 
limites # + JK+SjK? w + Aw, u+Ap, .... D'ailleurs l'ac- 
croissement total dû au changement de la fonction u en 

a suivi du changement de x, y en + y-\-$y 'est 


u 



évidemment, égal à Sw-f- u K hx-\- u 2 8y. De même 

* 



v i èx -t- *> 2 , 


On 



t m 

ra donc à la limite du champ entre lès variations ùxj 

I 


ôj-, Sw, Se, . . . la relation 


(5^ 





du 
dv 


(Su 



àx 




1 

^ ) 



O. 


• J 


* • 
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quations A 


oy B 


p, . . . , E 


d 


p 

us nécessaires le long de la portion de courbeconsidérée 


que 1 intégrale simple s'annule, mais 


ait 


A 


X 


du 


- I 


B 


A 


àv 


D 



E 


A 


fit 



au 
du 




u 2 



dù 

1 

àv 



5 


X étant une inconnue auxiliaire. 


* 

On a donc une incounue de plus, mais en même temps 



, à savoir ^ 


uue équation de 


3° Supposons que x, y, 
uation aux dérivées partielles 


o. 


soient liés par une 


^{œ, y, u, m Xr w 2) v u t> 2 , . . .) 


o 



On aura, pour tous les systèmes de valeurs 
qui laissent subsister cette équation, i 



v 



ations 


àl 



cp dx dy 


d 



cp Xd» ) dx dy, 


m 


r - - 

X étant une fonction arbitraire de forme invariable. 

La variation de cette dernière intégrale pourra se mettre 


sous la forme 



(A' du 



B'èv 



• * 




E' à y) ds 



M.' du 




. . .) dx dy. 


Déterminons l'auxiliaire % par l'équation M 
grale double se réduira à 


F 


o. L'inté- 



N' ôv - 



) dx dy. 


Il est clair d'ailleurs que Se, ... po 


urront 


A 

e 




isis à 


558 
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volonté sans que l'équation à = o cesse d'avoir lieu. Donc 


on 




N 


/ 


o 



'intégrale simple, qui aevra 



s'annuler tant que 


l'équation = o subsistera. Or les variables sont encore 
liées par cette équation à la limite du champ. Si cette équa- 


tion contient les dérivées partielles u K , u 2 , t> 2 > • elle 
n'apprendra rien sur les variations hx } ùy, ùz, Bu r de sorte 


qu'on devra avoir 


o 


• ■ ■> 


E' 


o 


Mais, si elle ne contient 



x 


y 


7 


d'après le cas précédemment examiné, de poser sur la courbe 



, il suffira, 


limite 


•■ A/ = X 


D' 


,d<l> 



B 


X' 




ôx 




du 



v 



étant une nouvelle inconnue auxiliaire 


4° Supposons enfin que u, v, ... et les limites soient 


astreints à varier de telle sorte qu'une 


intégrale 


donnée 


K 



■ F 

dx dy conserve une valeur constante c. On verra, 


comme au n° 370, qu'on doit avoir identiquement 



1ÔK 


o, 


A 



signant une constante. 



n aura donc à former les équations qui annulent la va- 
riation de l'intégrale double 



ÏH-AK 


m % 



lty)dx dy, 


terminera X 


K 


c, qui dé 



• * 

Nous allons appliquer les considérations qui pré- 



à la solution du problème suivant, rencontré par 
Gauss dans la théorie de la capillarité : 

* 

Déterminer la forme d 'équilibre d'un liquide contenu 
dans un vase de forme donnée. 



oient 


V le volume du fluide supposé donné ; 
<x l'aire de sa surface libre ; 
S celle de la paroi mouillée ; 

H la hauteur du centre de gravité du liquide au-dessus du 
plan horizontal des xy. 


On obtiendra la surface cherchée en rendant minimum 


Y 


exp 


ression 





bVll, 


où a et b sont des constantes. 



z l'ordonnée de la surface libre; 
/?, r, Sj t ses dérivées partie 
Z, P, Q l'ordonnée de la paroi et ses 



s 



ïmiere et sec 



e 



partiel! 


es 


Un aura 


V 


<7 



J 


Z ) dx dy, 



P 



q* dx dy, 




VU 



£ 



Z 


2 



P 2 



Z 2 


Q 2 dx dy 




ir 


- ■» 



ous aurons donc à annuler la variation de l'intégrale 



uble 


I 




l 



j 




P2 


6 



Q 2 4- -( 



t m* ><4 J 
■J 


z 


4* 


1 
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ns : i 

- j ~ * 


l i que l'intégrale V soit constante 
2° qu'on ait aux limites du champ l'équation de condition 


z 


Zi m 


Nous aurons à former la variation 


a(i 



où 


A 


D 


XV) 



P 



1 4- p* 
<p cos NX, 




bz 




ion 



sera donc 





cos MX -h 




2 



ï -h p 



2 


cos IN Y, 


E 


d 


<p cosNY, 

■ 

■ 


d 


n 


dx 


(i 


1 

-7 â )r- 



2 



(•I + 


I 




7 



? 2 ) 


3 
2 



nvees 



tielle 



e la surface libre 



o. 


à m 4 * 

Cette équation est susceptible d'une interprétation géomé- 
trique remarquable. En effet, le dernier terme de M est égal 

R et R| désignant les deux rayons de courbure 


R 



H, 


1 

principaux. On aura donc 


I 


r 



le long de la courbe 
deux premiers termes 




bz 



Passons à la considération d 



l'intégrale si 



te, z 



ce 


qui 



9 


2 



a \J y -h 







e. 


On a T 



réduit o a ses 


On déduit d'ailleurs de cette équation aux limites la rela- 


tion suivante 



+ qoy 
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■ 

Tirant de là la valeur d 


P 



p cosNX h- g cosNY 



ï 


P 



9 


2 


p cosNX + <7 cosNY 



i 



P 




2 


Q 



cpcosNY 


, il viendra 


o 


o. 


0 


x 



dx, y 


z et 



dy, z 



dz deux points infiniment voisins de 


m 


cosNX 


dy 
ds 


cosISY 


cl 00 

ds 


et 


dz 


p dx 



qdy 


P <r/,r 



Q <r ; 


d'où 


(P 



(Q 


o 


et enfin 


(P 


p) cosNY 


(Q 


q) cosNX. 


La première des équations (4) deviendra donc, en élimi- 
nant cosNY et supprimant le fadeur cosJNX, 


/>) + <7(Q 


y) 





I 



2 



</ 2 -H a sji + P J 



Q 


O 


OU 


I 



p 



2 




a — o 


x 



1 


32 



ou enfin 


cosz 



a — o 


« désignant l'angle des plans tangents à la surface libre et à la 
paroi du vase. Cet angle sera donc constant. 


1 1 

La seconde équation redonnera ce même résultat en éu- 

• . * ■ . 


inant cosNX et supprimant le facteur cosNY. 


: 


409. Cherchons encore à déterminer les surfaces d'aire 


J. 


Cours, III. 


36 


minima. Il faudra annuler la variation de l'intégrale 


* * 


I 



2 



q % dx dy. 




a 


= b=X=o dans les calculs précédents, on aura 




su 



p 


g 2 (cosNX àx + cosNY ày)] ds 



dx dy. 


L'équation aux dérivées partielles des 


donc 


i 


i 


R 



; o 


ou 


R 



Ri 


o. 



îees sera 


Cette équation a été intégrée au n° 284. 
Si l'on donne le contour qui limite le champ et la valeur 
de z en chacun de ses points, on aura à la limite = o ? 



o, ô£ = o, et l'intégrale simple disparaîtra d'elle-même. 
Mais les valeurs limites des trois variables donneront une 
courbe par laquelle doit passer la surface cherchée, et l'on aura 
à déterminer par cette condition les fonctions arbitraires que 


l'intégration a introduites. 
Si une portion de la c 



e limite est inconnue, mais assu- 


jettie à se trouver sur une sur 




z 


Z, on aura, 


pour l'angle i sous lequel la surface inconnue vient la ren- 


contrer, l'équation 


cosz 


* r 


O 


t 


laquelle montre que les surfaces se coupent à angle droit. 

Supposons enfin qu'on demande la surface d'aire minima 
qui renferme un volume donné V. On aura à annuler la va- 
riation de l'intégrale 


1 + 1V. 
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■ 

ce^qui donnera l'équation aux dérivées partielles 


i 


R 



Ri 


Les fonctions arbitraires de l'intégration se détermineront 
par l'équation V = const., jointe aux conditions aux limites» 


410. Le calcul des variations fournit un procédé commode 
pour la transformation des équations aux dérivées partielles. 


Pour en donner un exemple, considérons, avec Jacobi y Tin 


tégrale triple 


I 


si( 


dx 





dx dy dz , 


Cherchons la variation 81 en supposant le champ d'intégra- 
tion invariable, ainsi que les valeurs de V et de ses dérivées 


premier ordre aux limites di 



. On aura 


m 


2 



à 




dx dx dy dy 



d\\ 
<5 -^r- I dx dy d 


dz dz J 


ou, en 



tégrant par partie les trois termes respectivement 
par rapport à x, y, $ et remarquant que les termes intégrés 


s'annulent aux limites, 




d' 2 V 

dy % 



d 2 Y 

dz 2 


ÔV dx dy dz. 


AS 


ê 

La condition pour que 81 soit identiquement nul sera donc 
fournie par l'équation aux dérivées partielles 


(5) 


à 2 V 



2 




2 



d 2 V 
dz 1 


o. 


Remplaçons 1 




nées rectangles à| y, z par un sys 


terne de coordonnées curvilignes orthogonales t, u, v, 
nies par les équations 



<OC — 


1 


y 


© f (f, W, f), 


A3 


(û 3 (t, u, v) 


ou 


t 


On aura (t. I, n° 





a 





, si i^k, 


d®, d$ k 


= M t dt 


ày ày 



dz 


v 


dz 


^3(^,7,5). 


o 




On a d'ailleurs 


dV 

dx 


v 





dV d^i 
dt dx 


dV d&! 


dz 




b\»dtdudv. 




du 


dx 


dV d® 


2 


du dz 


dV c)0 





dv dx 
dV d<S> z 


dz 


d7 * 


en tenant 



PPT 1 


>'dV 

dx 


2 


A, 






2 



d\ 
dz 


2 


relations (6) et 






dT 


4- A 


du 


pour 


+ A 




Il reste à exprimer les A e 







t, w, v. A cetefFet, 

■ 

les deux points (£, m, t>) et 




dt, u, sa longueur sera égale à 
Elle est d'ailleurs normale à la surface 



i dt. 


t 



1 y*> z )' 



cosinus 



d® 



V/Aj 


1 — | _ 




ne 



DES YÀMATIONS. 



Elle aura donc pour projections 


dx 


d®\ 

dx 


Ajoutant ces 


1 


dz 



d®i d&i d<t>i 

> — — y 



multipliées res 



par 


dx 



àz 


il vient 


■ 

dx 


dx 



dy 




d^ 

dz 


dz 


dt 


Donc Ai 

• I 


i 


M, 


t* 


On trouvera de même 


A 


i 


2 


M 


A 


T 


M 


L'intégrale ,1, rapportée aux nouvelles variables t 1 u 1 v, 


deviendra donc 



i 


dV 


i 


dV 


i 


dV 


2 


M t V dt 


M, V du 



M 



/MiMjM, dtdudv 


* * * p 

Le champ de cette nouvelle intégrale sera encore invariable, 


ainsi que les valeurs de V , - — > 


d£ dv 


aux limites du champ. 


Exprimons que ôl s'annule dans ces conditions : on aura 


2 



Mo M 


Mi dt dt 



m « 


/M i M , 


M 2 dV .#¥ 
de dt> 


ou, en intégrant par parties les divers termes de cette expres- 
sion et remarquant que les termes intégrés s'annulent aux 

limites, 


81 


2 



JVUM 



M, dt 





r 

oV dtdu dv. 



condition pour que cette 



s'annu 


le 



quement 


* 


« > 


* » 



M 2 M, d\ 


M. 



• ♦ 




M, 




ri 


Cette nouvelle 
Sera la transformée cher 




a 


l'équation (5) 



L. 
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» ■ 


NOTE 



SUR LES ÉQUATIONS AUX VARIATIONS. 


• 1 Soient les équations différentielles 

à i 


(0 


dy_ 

dx 


* 


dz 

dx 


y, z). 


Si les fonctions f, g sont analytiques aux environs du point 
(^oj ); ces équations admettront, aux environs de ce point, 


une solution y, z se réduisant à y^ z 0 pour x 


x 


On p 



ra même, si les 



res k y l s 




isamment 


petits, déterminer une solution y kh z/^se réduisant à yo + ^\ 


£ 0 + / pour # 


Cette solution sera de la forme 


y ki = jko 



k 



(x 


3?o) S? 


où S, S t désignent des séries de puissances entières de x 

M/* i 

fi y l • > • , ' 


La méthode du prolongement analytique permettra de suivre 
ces fonctions au delà du cercle de convergence des dites séries, 
tant qu'on n'arrivera pas à un système de valeurs simultanées 
de x, y, z qui soit critique pour Tune au moins des fonc- 
tions/, g.. 



Ces résultats, établis aux n os 85-87, peuvent être 
par la proposition suivante : 

■ 

Théorème. — Si la solution y, z peut être ainsi prolongée 
jusqu'au delà du point x x , il en sera de même de la solution 
Jkh z ki {si l sont suffisamment petits). 

Les différences y ki — y, %ki~ z seront données dans tout 



SUR LES ÉQUATIONS AUX VARIATIONS. 

l'intervalle de x 0 à x x par des séries de puissances de k, l, 
dont les coefficients sont analytiques en x. 


Soit en e 



i — ■ " . » f » Ir n ! 

(£> K) l'un quelconque des systèmes de valeurs 
simultanées de y, z lorsque x varie de x 0 à x^. Aux environs 
de ce point, /et g seront développables suivant les puissances 


de x 


y 


fit z 


bres p tels que les conditions 


Ç. Soit a la borne supérieure des nom 


y 


1 1< p> 


assurent la convergence de ces deux séries. Ce nombre a, variant 

ip • 

d'une manière continue avec la position du point (£, yj, Ç), 


admettra, lorsque x varie de x 0 à x u un minimum différent de 
zéro- Soit r une quantité fixe inférieure à ce minimum, 

M. 

Décrivons autour des points (£, yj 5 Ç) des cercles de rayon r. 
Soit M le maximum des valeurs que peuvent prendre \ f\ et 
lorsque x, y, z décrivent respectivement ces cercles. Les fonc- 
tions f 9 g étant continues, M variera d'une manière continue 
avec la position du point (£, y], Ç). II admettra donc, dansl'inter- 



e de x 0 à x tJ un maximum, que nous désignerons par 


N 


Dès lors, dans les développementsde/, ^autourdu point (£, Y], £), 


le module du coefficient du terme en (x — £)" (y 

N 


ïl)P (a 


ne pourra surpasser a+ p 


Y H- 3 


Cela posé, les développements de y/d—f, %ki 
du point x 0 sont évidemment de la forme 


aux environs 


y m — y 


Zkl 


z 


k 
l 




(x 

* 

(x 


37 0 )S 


Ir 


S, S, étant des séries de puissances de x — x 0 , k, l sans aucun 

* A il 

terme indépendant de / 

Si \k\, \l\ sont inférieurs à un nombre fixe q, lui-même 
moindre aue r, nous avons vu (87) que ces développements 



seront sûrement convergents tant que 


x 


x Q I sera moindre 


que 


(/• — q) 


r 


r e 


'6 S 


I 
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NOTE I. 


Soit donc p un nombre fixe inférieur à celui-là- Les exj 
sions précédentes donneront les valeurs de f^t — Y> z ki 


dans l'intervalle de x 


o — P a 




si k, l Je sont et, par suite, moi 
nombres r, q fait qu'on poui 
dans l'intervalle de x 0 -f- p à x 0 -h 2p par des développements 

i 



seront très petites 
que q. La constance des 
résenter ces différences 


■g 


/Ci 



fa? 


a? 0 


p)S 


2î 


Z a -H (a?.— #0 


P )S 


3j 



2? 


S*, étant des séries 



uissances de x 


x 


0 


— p, A", /, sans 

* i 

terme indépendant de k u l x . 

*' Substituant dans ces expressions les valeurs de k ly I t en fonc- 
tion de /, nous obtiendrons une nouvelle expression des 




mêmes aitrerences par des séries de puissances de k, l ayant 
pour coefficients des fonctions de x. Ces nouvelles séries seront 
convergentes si /c, / sont assez peti 

H- 2p. Gn les détermi- 





/ 




au 



hera par le même 



dans l'intervalle de x 


o 



2p a 


x 0 -h 3p, et ainsi de suite, jusqu'au point x { -{- p qu'on atteindra 


par un nombre fini d'opérations. 

Les valeurs de yj ci — y et 3/ f / — z sont ainsi données dans tout 





o 


£1 o£* j 





X 10 /l 



Xqi ^ 



X 2 o k 2 



de la forme 


_ m 

où les X sont des fonctions de x. D'ailleurs y^ h Zf ch satisfaisant 


aux équations différentielles (1) et à celles qui s'en déduisent 






par dérivation, admettront par rapport à x 



sives de tous les ordres. Pour 
soient k, /, il 
chac 





net 


rivées succès- 
ait lieu quels que 
mment. qu'il en soit de même pour 
X. Elles seront donc analytiques de 


x 


• * 


0 


p cl OC j 



Elles sont d'ailleurs uniformément continues 



cet inter- 


valle. Soit en effet X l'une d'elles. Sa dérivée X' étant continue, 


son module dans cet in 


aura 



lie admettra un maximum m ; et l'on 


1 * » 


xo 



h) 


X(a?) 


I 


hX'(a; 



e/i)| 


< 


m 


2. Désignons pour abréger par f kh g Jd ou par /", g ce que 






AUX VARIATIONS. 




t g lorsqu'on y 


ykh *ki ou 7, z. 

Les fonctions y kh z k{ sati 








M 

z les 


009 



* 

aux équations (1), nous 


(2) 


* ■ 


kl 





D'ailleurs nous venons de voir que yj ch %| sont 


en L On pourra donc dériver ces 



res. 





r ra 



à 



Dérivant la première par rapport à k, il viendra 


(3) 



àyut 

. dx dk 


àfki ày k f âf/ct dzicf 


ày/cf dk 



dz/ c i dk 



en particulier k m / = o. On aura 


k-/~0 


( àyko\ 




que nous 
D'autre 


donc 





gnerons, pour abréger l'écriture, 


y m z kh fki se changeront en y, z, f 


t. 



d 


dsOc 



dk Jo 


En opérant de même 


àf 




0 


df /:dz/ f0 \ 


dz 


dk Jo 



sur la seconde identité, on 





Donc 





1 


(4) 


&ko 



0 



dz io 


linéaires 


'à g /ày/co 



0 






4r 


H- 


0 


V ^ / 0 * 



est une solution du 




àg 


4 ' 



des deux 


w f 


T 1 * 

i 
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NOTE I. 


En dérivant les identités (2) par rapport à /, on verrait de 


même que 


dl 


( àz§i \ 


0 


- 


est une autre solution du même système. 


Pour 

dl 


OC — û£q 







égaux à j et 


0 


sont nuls. Le déterminant 



\ dk 



0 




/rO 


0 


dk 


0 





iculière de x, ne sera 


nt égal à 1 pour cette va 
pas identiquement nul. Les deux solutions trouvées ci-dessus 
seront donc linéairement indépendantes, et les équations (3) 
auront pour solution 



érale 




0 



G 


àzko 


0 



+ G, 


0 


dz 


0/ 


dl 


0 


* T 


Les équations (4) se nomment les équations aux variations. 


3. Si la fonction /se réduit à m x> les équations (1) devenant 


dy 



dz 



y satisfera à l'équation du second ordre 


t M 


(5) 


y 


n 


* -mm 

et aura z pour dérivée* 

Les équations aux variations 



dx 


a 


dv 
dx 



dy 


u 


à g 
à? 


v 


i 


montrent que v est la dérivée de u, lequel satisfait à l'équation 
du second ordre 


SUR LES ÉQUATIONS AUX VARIATIONS. 

Cette équation aux variations aura pour intégrale généra 




G ( dyH 
\ àk /0 



C. 


dr 


0/ 


ôl 


0 


En 



rtninant convenablement le rapport des constantes C T 


d on pourra obtenir une intégrale particulière u x s'annulant 


P 


a a? 


1 



P 


Elle 


en un point £ arbitrairement choisi de 
sera déterminée à un facteur constant près. Les zéros de cette 
fonction seront simples; car l'équation (6) et ses dérivées 
successives montrent que si a et u f s'annulaient à la fois, 



r 9 .... seraient nuls également, de sorte que u serait identi 
quement nul. 
D'ailleurs, si u 


1 y ^2 


sont deux 

■ 

distinctes de l'équation (6), on aura 


intégrales linéairement. 


u 


ày 

àg 


u 2 



àg_ 

^^^^^^ 

àg 


u 


i * 


u 



2î 


oy 


d'où 


» » * 


^^^^ 

àg 


( ll\ 11% — * ll\ U\ ), 


Dlog(ïfc' t u% 


àg 


et en intégrant 


LM - - » 


u. M 2 


u 2 Ui 


C e 


J âf 


m 


dx 


Donc u\ « 2 — u' 2 U\ conserve un signe constant. Il ne pourrait 
être nul oue si la constante G Tétait; mais alors u x et u % ne 
seraient pas linéairement indépendantes comme on l'a supposé. 


con 


équations h 1 = o, w 2 


o sont séparées par une racine de l'autre- 
Soient en effet a, b deux racines consécutives de u x par exemple. 
En ces deux points l'expression U\ m 2 — u r 2 u x se réduit à son 
premier terme, lequel devra avoir le même signe en a et en b. 
Mais en passant d'un de ces points à l'autre, u\ a changé de signe. 
Donc il en sera de même de u 2 , qui se sera nécessairement annulé 



y m = y 




particu 




s'annulera donc au 


■ 

point x 0 . Ses autres zéros x\ • . . sont les abscisses des points 


où la courbe y 

* I * Hi I. 

famille des courbe 




f * • • 


se 



Si l'un de ces 


comme faisant partie de la 
touche l'enveloppe. Ces points 
conjugués du point x 0 . 

x r est contenu dans Tinter- 



p- 



valle x 0 x x , toute solution u 2 devra, 



s a r 



/ 


uler entre x^ et x , 


et a 




pposons au contraire qu aucun 



res ce qui 
entre x 0 et x % . 
conjugués 




x 0 ne soit 


con 



dans cet intervalle. On pourra déterminer un nombre à 


moindre que p et assez petit pour 



n'y ait a 



conjugué 


cle x 0 compris entre x t et x x -h ô. La solution u % qui s'annule 

É 

en x 1 -+-§ ne pourra s'ann 



r une 



entre x 0 et av+ô. 
On pourra même assigner un nombre s assez petit pour qu'elle 

vera donc dans 


n 



annule pas en 



e et h- e. Elle con 




un signe constant; et comme elle n'est déterminéè 


qu a un 
Soient 



r constant 



on peut la supposer positive* 




Cl 


0 



0 


■ » 



lution; m son minimum dans l'intervalle de x 


S 


5. Go 



parm 



mtegr 




celles où k 


et, 


l=zc { t } £ désignant un nouveau paramètre. Nous aurons ainsi 

'd'intégrales, que nous désignerons par y t . 



n fai 



Développant y t suivant les puissances de t par la série de 



* • 


yt 




x 



Xq £ 3 -+- 


3 


♦ ^1 




2X.< •+- 3X,«2 + 


i * 


Le terme 


u 



■ 

dant de f dans 1 



de 


dt 


étant 


SUR LES 



AUX VARIATIONS 



positif et au moins égal à m, l'emportera pour des valeurs 
suffisamment petites de t sur l'ensemble des termes suivants. 


On pourra 



assigner un nombre yj assez petit pour que 



dt 


soit positif tant que \ t\ sera <yj et x compris dans l'intervalle 


de x 0 


£ £1 3C\ ~t~ £• 


Donc dans tout le champ À délimité par les courbes/ 


y = 7^1 el ^ es ordonnées x — x 0 
à son intérieur Parc de la courbe 


Ê, # 


1 



JK-n 

e, lequel contient 


y =y 


compris entre les ordonnées x 


/y» /y* 


I # I • 

deux courbes 


OU 


fl:^ï) ne pourront se rencontrer. Par chaque point a?, /y de 


ce champ passera donc une seule courbe de cette espèce. 
La valeur correspondante de t sera une fonction implicite de 

y, 


ïfinie par l'équation 



(7) 


y=y 




Le coefficient angulaire y' t de la tangente à cette courbe sera 
donné par la formule 


(8) 


y't 


y 


! 



u! % t 




f /9 



De ces deux équations on déduira par l'élimination de t une 


relation de la forme 



u(a?,y). 


se 


La courbe y= y t satisfera donc à l'équation différentielle 

y = u{x,y). 

*■ # 

Les dérivées partielles successives de cette fonction u 

M 

déduiront, comme on sait, de la diflférentiation des équa- 
tions (7), (8). Elles seront finies dans tout le champ, car « 2 , 

nt An rlpnnmin af.Aiir. n'est ïamais 


que 
nul. 




lit 


SUR LE CALCUL DES VARIATIONS. 


— 


■ 


1. Soit 9(3?,^, z) une fonction analytique qui ne présente pas 
de point critique tant que z reste fini et que le point y) ne 
sort pas d'un certain domaine D. 


Soit y 


Y(«r) l'équation d'un arc de co 

mm'.. 1 ' a m 



satisfaisant aux 


conditions suivantes : 

• » » » 

». < . - - 

i° Il est tout entier inté 

2 0 II a ses extrémités en deux points fixes (^ojo)? (^1/1); 
2 0 Y 7 est continue de x§ à x x . 



% àD; 


Nous 1 appellerons Tare Y. L'intégrale 


f <p(ar, Y, Y') a?a? 


* 1 t » 



ura 


une valeur déterminée 

r 


que nous représenterons par 


Iy(# 0? ^i)> ou plus simplement par I Y lorsque les limites de 
l'intégration pourront être sous-entendues. 

Une fonction déterminée y prise parmi les fonctions Y qui 


satisfont aux conditions précédentes donnera, d'après la défi- 
nition de Weierstrass, un minimum fort pour cette intégrale, 
si l'on peut assigner un nombre h tel que les inégalités 


Y 


soient incompatibles. 


1 . 


2. Les conditions du minimum ne seront pas aggravées si 
l'on admet comme fonctions de comparaison, non seulement 
les Y, mais des fonctions Z dont la dérivée soit discontinue en 


■ 






5 7 5 



ues points, pourvu que ceux-ci soient en nombre limité et 


que Z y reste fini. 



ons, en 



que dans cette nouvelle hypothèse 



s minimum. On pourra, quel que soit h, déterminer une 
ction Z satisfaisant aux deux inégalités 


Z 


y 


1 



y 


> 



Soient o la distance minimum de la courbe Z à la frontière 


de |Z'| sur cette courbe; 





îaximum 
) lorsque 


< 


Soient a l'un des points anguleux 


p à -+- /? 



es 



4 



exister s 


oisins repon 



t 


petit; 


les tangentes à Z en ces points. Substituons 



«ne ligne formée d'un arc de cercle tangent à t, V en des 

c, e 1 et des portions de tangente bc, c 1 b* Opérons de 

même autour de chaque point anguleux. La ligne Y ainsi substi- 

tuée à Z n'aura plus de point anguleux; et Y' sera encor 
contenu entre 


p et 


construction Y'( b)= Z'( b), Y' 



aux 




b, b 1 on a par 


la ligne bec 1 b f 9 Y' variera 



— Z'(è'), et tout h 
ours dans le même sens 




£ H- k, on aura 





Y 


Z 



Z') afo? 


< 



» * 




i t 


Si Ton prend A: assez pelit, cette expre 



a 



courbe Y sera 







a 



tiendra à la famille des courbe 



on aura de plus 



NOTE ÏJ. 


1 * 

Enfin, dans chacune des intégrales 



la fonction à intégrer ayant son module au plus égal à M, les 
intégrales ne pourront surpasser a/fM en valeur absolue; leur 


différence ne peut donc su 





S'il y a n points anguleux, la différence entre Iz(# 0 ,#j) 


et IyC^oj^i) ne P ourra donc surpasser ^kMn. Si k est assez 
etit, elle sera moindre que ly — I z . On aura donc 

i 

* ■ 

(a) Ij> Iï- 



Les deux inégalités (i) et (2) étant satisfaites simultanément 


par une fonction de l'espèce Y, il n'y aura pas de minimum. 


3. On conclut de là que si la fonction y rend minimum 



l'intégrale ly(#0) x * )<> elle rendra minimum l'intégrale Ij(| 0î 




ail 


ignant deux 




ues pris dans l'inter 


vaiie cc^co^* 

Car s'il en était autrement on pourrait, quel que soit A, 
trouver une fonction Y qui, dans l'intervalle £ 0 £i> satisfît aux 

■ 

inég _ 

'Y-y\<h, lj(ïo,li)>h(U,U)- 




Une fonction égale à Y de £ 0 à \ x et 
valle *)C ' q oc ^ 1 j se rst évidemment une fonction Z, satisfaisant de oc$ 

■ • 

à x v aux inég 




Z — jr | < A, IyOo, a?i)> Iz(^o,a?i). 


Donc 7 ne pourra pas donner un minimum comme on \e 

» ♦ 

supposait. 


■ . 

4. Ces préliminaires posés, cherchons à déterminer les condi- 
tions du minimum cherché. 
Posons d'abord avec Lagrange 



Y = y h- £7] 


5 


et désignons par <p la fonction (p(#, y, j'). 


Développant I v suivant les puissances de il vien 



t 


i r * 


ùl 



i 


i : 


r 1 



■ • 


et la variation première 


i 4 




s < 




1^ 



t rî V 


n 


1 


devra être 



pourvu que Y) s'annule aux deux 



îtes. 


Nous ne pouvons pas ici intégrer par parties le second terme 


de cette expression, ne sachant pas encore si 




un 


la dérivée 



lit pas partie de nos supposit 

,r , .... 1 . 

—± dx, nous pourrons intégrer par 

4r 






V » 


le terme 


- 


i 


f] 


Le terme tout i 



car il contient 


en facteur n qui s'annule aux deux limites. Posant 
abréger, 




r 


il viendra 


- 




à % 




M (x)r{ dx 


ï 


1 


4 * , 


Cette équation doit avoir lieu quelle que soit la fonction n 
s'annulant en ^ 0 et afc, pourvu que f\ l n'ait qu'un nombre limité 
de discontinuités. 

On satisfait à ces conditions en posant 


4 


* r - 


de £ 


t- /i, 


i de .Ç' à gf-4r4 


o 



le reste de l'i 



fi 



7]' dx. 


I 



ce cas, l'équation 



nte se rédui 




U(x) dx 


o. 


j. 


Cours, III. 


3? 



NOTE II. 


Supposons h infiniment petit et égalons à zéro la partie prin- 
cipale du premier membre ; il viendra 

■ r k 

) — h M(f') = o. 



Donc M(œ) est une constante. Egalant à zéro sa dérivée, nous 

^^^^^^ 

voyons que y doit être une solution de l'équation différen- 
tielle 


do d 

(3) ■ 



dy dx ày r 


o. 



cette équation différentielle se 
nomment des extrémales* Nous voyons qu'il ne peut y avoir de 



minimum que si l'on peut déterminer un arc d'extrémale joi 
gnantles deux points (^ 0 .Xo)î (^i/i)- 


On a d'ailleurs par définition 


r 


1 





d dtp dy 1 dx dy 1 dy J dy 1 



dx dy f àx—ù &x 


Ay 

et comme a une limite y', l'équation (3) montre que 

d % ® A y' , à 2 cp , . A y' 

-r— r: — en a une. ÎM donc — rz n est pas nul, — en aura une, 

dy f% dy l% r ' A^ ' 

qui sera finie et sera, suivant l'usage, représentée par y? . Effec- 
tuant alors dans l'équation (3) la dérivation indiquée, elle 
pourra s'écrire 

« ► ' * * i' -.* 

(3 .) Zl^-tXy-*!^. 



dy 1 dx dy dy ^ dy'* 





de cette équation sont des fonctions analytiques 
ts critiques que lorsque ^-jj s'annule. Nous ne 


considérerons dans ce qui va suivre que des arcs d'extrémales 
sur lesquels cette singularité ne se présente pas. 


5. En partant d'un système de valeurs initiales (Xq, Y<>y y^) 
qui n'annule pas — f- on pourra, comme on l'a vu dans la Note 


précédente, déterminer une famille d'intégrales à deux para- 
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mètres y kh voisines de la solution particulière f qui correspond 
à ces valeurs initiales. 

Si nous posons pour abréger 


(J 2 ç& 

i 

dy dy 


P, 


Q. 


d 2 © 


R, 


V, 


l'équation aux variations correspondante à l'équation (3 ) sera 


(4) 


Pu 


Qu' 


d 


dx 


(Qw 



Rtt') 


1 


aquelle peut se mettre sous la forme 


* 


dQ(u) 
du 


d dQ(u) 


dx du! 


o, 


I* 


r. i 


» . " * M.' 


m* 


1 ■ *. • 

Q(u) désignant la forme quadratique 


1 


(Pu 



iQuu' 



Ru' 2 ) 


■ 

Effectuant la dérivation indiquée dans l'équation (4) et divi-* 
sant par — R, on peut encore écrire 


(4") 


u 


1! 



r 





R 


u 


o. 
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Supposons que parmi les conjugués du point x 0 , il y en ait 
un, intérieur à l'intervalle ic 0 ^i- Toutes les intégrales de 
l'éauation aux variations s'annuleront entre a? 0 et x' . Soit u x 
celle de ces intégrales qui s'annule' en # 0 Î "2 celle qui s'annule 
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C'est l'équation aux variations (4")« Elle aura une intégrale 


e l'espèce voulue, 

à l'intervalle OC q oc ^ « 



conjugués de x 0 so 



extérieurs 


Cette forme donnée à la variation seconde montre que si R 
est négatif, il ne peut y avoir de minimum lorsque oo 1 est plus 


voisin de x 0 que tous ses conjugués, et a fortiori s'il s'en 


éloigne davantage. 

Au contraire, si R est positif, <3 2 I le sera tant que x x sera plus 


voisin de x 0 que le premier de ses conjugués 
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En résumé, pour que ô 2 I soit toujours positif, il est néces- 


saire 


% < « m» 



i° Que R soit positif (condition de Legendre) ; 
2° Qu'aucun des conjugués de x 0 ne soit intérieur à l'i 

(condition de Jacobi). 
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Ces conditions sont suffisantes si tous ces conjugués sont 
extérieurs a x^x^. Mais un doute pourra subsister si l'un d'eux 
est situé en x x . 
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Soient ( # 2 y 2) un point choisi à volonté sur l'arc d'extré- 

male y qui joint les points (x 0 y 0 ), (x t y t ) ; y* % la valeur de y' 
en ce point; p une constante 
petit. 
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Mais y étant une evtrémâle, l'intégrale disparaît. D'autre 
part, ^s'annule pour#=::z 0 et se réduit à — (p — y,) pour 
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n'y aurait donc pas de minimum. 


p est une constante quelconque, (x 2 y z ) un point 
quelconque de notre arc d'extrémale; d'où cette condition 
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ayant pour équation 




6/) 


seront des droites. 
Pour Textrémale 
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Il n'y a pourtant pas de minimum (au sens de Weierstrass). 
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laire y' de sa tangente étant uïie fonction de x, y, définie par 
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Appliquons ce théorème au contour formé par Tare d'extré 
maie y et une autre courbe Y fermant le circuit. 
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ne soit nulle part négative, quelle que soit la valeur finie 



On peut en effet restreindre à volonté le champ A de manière 
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13. 



avons admis, jusqu'à présent, 



le point (a-, /,), 



où s'arrête l'arc d'extrémale que nous considérons, était fixe. 

" - 1 ^- -—e se déplacer lé long d'uinç courbe y = fy{x) 
cruelle situation il doit avoir pour que rintëgràle 
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soit minimum. 
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ur que y donne un n^iuij^um ; p^r rapport aux lignes ayant 
les mêmes extrémités, il èst nécessaire que la condition de 

ne doit pas s'annuler 


Jacobi soit remplie. Donc X t - 
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entre x 0 et x x . S'il s'annulait en x u l'existence du minimum 
serait douteuse; mais nous exclurons cette 



èse limite. 


On peut dès lors déterminer un faisceau d'extrémales y 
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de y compris entre les abscisses œ 
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l'extrémale AG du faisceau qui passe par ce point; bc une 
ligne joignant les deux extrémales dans le voisinage du point A. 
L'intégrale de Hilbert, prise suivant le contour bcCBb sera 



T f 



urs, en faisant décroître suffisamment e, nous 
pourrons rapprocher à volonté les points 6, c du point A, de 
sorte que l'intégrale suivant le contour AcbA tende vers zéro. 
Donc l'intégrale suivant ACBA sera également nulle. 

Or, si Ton désigne par u le coefficient angulaire de la tangente 
au point y de l'extrémale du faisceau qui passe par ce point, 
l'intégrale de Hilbert aura pour valeur (n° 11): 
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dx. 
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SUR L'ÉQUATION DE FREDHOLM. 


1. Les problèmes de la Physique mathématique conduisent 
fréquemment à des équations où les fonctions inconnues sont 
engagées sous des signes d'intégration. Ce nouveau type d'équa- 


tions a reçu le nom d'équations intégrales. 

L'une des plus simples et des mieux étudiées est l'équation 
de Fr 



olm 


X 
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N(x, s) cp(s) ds 


où <ù{x) est la fonction inconnue, X un paramètre, a, b des 
constantes finies, et N(«a?, s) des fonctions données, que 

nous supposerons intégrables et bornées, lorsque les variables 
qu'elles renferment varient entre a et b. La fonction N(a?, s) se 
omme le noyau. 
En changeant la variable d'intégration on peut donner aux 
constantes a, b les valeurs que Ton veut, o et i par exemple. 
Toutes les intégrales qui vont suivre étant prises entre ces 
mêmes limites, nous pourrons abréger 1 écriture en nous abste- 
nant de les indiquer. Une autre simplification consistera à sup- 
primer, dans l'expression des fonctions de plusieurs variables, 
la virgule qui sépare ordinairement celles-ci. 

Cherchons à résoudre l'équation (i) par une série 
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La solution trouvée prend donc la forme 


(4) 



si Ton pose 



! 



i 


(cvs) 




• m • * 


Cette fonctio 
lion (i). 



• 

(oCs\) se nomme le résolvant de l'équa 


sur l'équation de fredholm. 
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et en particulier pour m 
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Faisant au contraire n 
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N(atf)N /t (*s) cft. 


o et changeant m en on a cette 



N n (xt)N(ts)dt. 


Substituons dans R(j?sX) pour chacun des noyaux itérés sa 


valeur (6), il viendra 
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R(xsl) = N(ccs) 


xt)R(ls'k) dt. 


La substitution de la valeur (7) donnerait de même 
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R(xs\) = R(xs) 


\f N( 


ts)R(xtl) dt. 


Des deux relations précédentes on peut en déduire une troi- 
sième, où le noyau ne figure pins. 
Changeon 



effet X en a dans l'identité (8), il viendra 
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R(a?j pi) = N(xs) 


xt)ïi(tsix) dt; 


d'où, par soustraction et changement de t en u, 
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jji j N(xu)R(us\x) du 

R(xsl) — R(a?*fi). 


us) R(a? mX) du 


Mais, d'autre part, changeon 


en u, puis multi- 
eons, d'autre part 


dans (9) s en m, puis multiplions par iJ.R(usp)du et intégrons. 

anchons l'une de l'autre les deux équations obtenues, 

3$ 



j. 


Cours, III. 


Xfi. 



N(ut)R(tsix)R(xu\)dt du 



Xr. 



N(tu)R(xt\)R(us 



ne différant l'une de l'autre que par l'échange des deux variables 


d'intégration, se détruiront, de sorte qu'on aura simplement 




[x f N(^w)R(m*|jl) du — lj N{us)R(xul) du 


Comparant cette formule à la précédente, il viendra 


(10) 



* 


Tout résolvant doit 




si une 


poser jul 


o 



R(^sX)y 
t pour obtenir la relation 



à cette relation, Récipro- 




R(xs\) = R(œso) — l J K{xtl)^{tso)dt 


qui montre que R(#*X) est le résolvant corres 
noyau R(#so). 



a u 


k. La fonction <p(<#) déterminée par la 



(4) est la 


seule solution de l é 
une fonction 



v 



de Fredholm. Soit en effet ty{x) 



aura 



(u) 




X / N(xt)ù(t)dt = f(x). 


Multipliant par R(sœ'k)dx et intégrant, il vient 


(12) 


sxl)ii(or) dx 




R{sx\)^{^xt)^{t)dxdt 


R(sxl)f(x 



SUR L 




DE FREDHOLM. 




ns l'intégrale double 
gration x et f; elle po urra s'écrire 




X 



R(*fX)N(*a;)<|;(a7) dxdt. 


Mais la formule (9) donne en y permutant x et s 


X i R(st\)N(tx)dt 


N(scc) 


R(sxX). 


L'intégrale double se réduit donc à l'intégr 


595 

d'inté- 


4 * 


¥ * 



impie 



sx) 


1 1 

R(sa?X)] ty(x) dx. 


Parla substitution de cette valeur, l'équation (12) se réduit à 


sx) ty(x) dx 


R(sx\) f(x) dx 


ou par des changements de variables à 



NO*) ty{t)dt 



)/(*) ds. 


Substituant cette valeur dans (i i), il viendra 


X J R(xs\)f(s)ds 


<p(ar). 


5. Le développement de la solution, suivant les puissances 
de X, n'étant sûrement convergent que dans un espace restreint, 
nous sommes conduits à en chercher une autre expression 


affranchie de cet inconvénier 
parles considérations suivante 

Reprenons .'équation (8) du résonant 


dholm y est pa 



R{xs\) 


N(xs) 


X 



N(xt)R(ts\) dt. 


Partageons le champ d'intégration ab en parties d'amplitude 
très petite à par des points de division a x = a, , • . , a ny b] 


i 


OTE III. 


on aura sensiblement 



4 

N(a?«)R(rtX) dt — 8 7 N(a:a l -)R(« i sX), 


d'où l'équation approchée 


R(a?*X).-h X82 N (* a «") R ( a ***) = N(a?*). 


Exprimons qu'elle est satisfaite en tous les points où x = a^ 


s 





ous aurons pour déterminer les valeurs des n 2 quan- 
(a^a/X), un système de n 2 équations linéaires, dont la 


tité 


solution sera de la 



D/r/(X) 

) 



I ! * 


D(X) et D k[ (l) étant des polynômes en X dont le premier est le 
même pour tous les points considères. 


Faisons tendre ô vers zéro. On peut prévoir qu'à la limite 
l'équation approchée deviendra exacte et sera satisfaite pour 


tous les systèmes de valeurs de x et de s, compris entre a et b. 
Les polynômes D et deviendront des séries de puissances 
de X, les coefficients de la première étant indépendants de x et 
de s. 


6. La réalité confirme ces prévisions; nous allons vérifier en 
effet qu'on a 




X' 1 A. n (xs) 



i 





a n \ n 



D(X) 



si 1 on 


stantes a. 


termine convena 



ent les fon 



s A et les con- 



Substituons en effet l'expression pr 



ente 



s 


l'équa- 


tion (8) qui détermine le résolvant. Chassant le dénominateur 
et identifiant les coefficients des diverses puissances de X, nous 


■ < - _ 

aurons à satisfaire aux équations de condition 


A 0 (xs) = N(xs ), 


• • » 


(i3) 


A n (xs)= a n N(xs) 



9 


sur l'équation de fredholm. 


Or, considérons le déterminant 



N(xs) N(a?*i) 
N(*i*) N( Sl5l ) 


N(a?5 n ) 

N(si*„) 


• * 


N(s n s n ) 




désignerons d'une manière abrégée par 


N 


QC S j 
S Sy 


m • • S fi I 
• • * ^ fl J 


En le développant suivant les éléments de la premi 
il deviendra 



gne 


N(ar*)N 


s 


s 





Mais on a, par un échange de lignes, 


N 


[Si , . , 
s . . . 




S S\ . . . S/c— i ^A-r-l • - • s n 


On aura donc 


04) N 



L 5 *i 



5 i 


5 



n 



N(a? 




• - . * /i I 

• • ■ S fi _J 



nous 


satisferons aux conditions (i3) en posant 


.A 0 '(#*) = N(a?*), 


A,*0$) 


71 ! 



. . . 

É 

m é m 


• ■ « * * 


X Si 
S Si 


• • • $n I 

• • • $n J 



. ds 


rit 


S 



ds\ ds% . . # rf^/i 


La vérification est 



Substituons en effet les 



eurs ci- 



A n _| ? u n dans 

les relations (i3); multiplions par n ! et remplaçons la variable t 
d'intégration par s n . Les deux membres de l'équation devien- 
dront des intégrales multiples portant au premier membre sur 


la fonction 


N 



n 



et au second membre sur la fo 



o 


n 



l • • • S fi _ 



n N(cvs n 



S fi $1 • • • I 


Mais dans l'intégrale multiple on peut sans altérer lé résultat 


permuter arbitrairement entre elles les variables d'intégration 
On pourra donc, quel que soit A", remplacer 


N(a?*„)N 



$ h — 1 _ 



par l'expression équi 



nte 


par 


k—i s 



5 S[ . . . 1 S/f-f-l 


• • • I 

• • • $n J 


et par suite 


nN(ccs n )'?i 


s n s i . • . S/i— i I 

L s *ï - • • i J- 


2>< 




1 • • 


S 


S 


a 


L'intégration portera dès lors sur la fonction 


N(>s)N 


^1 • " * Su I 


qui n'est autre que 


d'après l'égalité (i4)- 


n 


yN(^.)N 


SkSi 
_S Sx 


I t 


I XSi . . . S re 

L ^ ^ i » • • s n, 


s/r— 1 s/f-hl • • • 5 /l 

■ 

S A:— 1 • • • $n 



SUR l'équation de fredholm. 

■ » * 

* ■ 

7. Les séries D(X) et D(#sX) peuvent être limitées à un cer- 


tain nombre de termes ou se prolonger à l'infini. Mais dans ce 
dernier cas elles seront convergentes pour toutes les valeurs 
de 1. Pour le montrer, cherchons une limite supérieure du 


module du déterminant 


s 


s 


n 


ri 


i 

Chacun de ses éléments N(siS k ) ayant son module au plus 


égal à M, la somme 8? des carrés des modules des éléments de 
la i ième ligne ne pourra surpasser n M 2 . Divisons tous les éléments 
de cette ligne par èi en mettant ce facteur en évidence hors du 
déterminant. Opérons de même sur chacune des lignes; nous 


aurons 


S\ . • • s n 1 

Si . . • S fi J 


Si . . . 8 W A, 


A étant un nouveau déterminant dont les éléments ai k seront, 
tels que la somme des carrés des modules des éléments d'une 
même ligne soit égale à l'unité. 

Supposons pour plus de généralité que les ai k et par suite A 

soient complexes; désignons leurs conjugués par m tk , A. Les 

carrés des modules de ai k et de A seront respectivement a ik ai k 

etAA. _ 

Cherchons le maximum de A A, étant données les conditions 

■ 

précédentes 



aikO>ik = l , 



r i 


ï, 2 


71. 


k 


Nous aurons pour cela à annuler la différentielle totale de 

m 

l'expression 


AA 




ce qui nous donnera les conditions 


dA 


OCLifc 


-A 



<>A 



&i k 


ik 


On en déduit 



cJA - 

■daoc 



Goo 


NOTE III. 


OU 



». * 

Les multiplicateurs ^auront donc une valeur commune 



On sait d'ailleurs que le déterminant formé des éléments 
a pour valeur A"" 1 . On aura donc 


A"- 1 A" 


yi n A, 


da 


ou, en remplaçant tx par sa va 

■ 

■ 



AA 


I . 


Le module de A ne 


Le module de 



-même 


mo 


s 


Si 



ne surpas 



ne 



i . 


ut donc surpasser è 



us égal à (My/zi) 


\n 


général de D(X) 


n 


n 2 P 

il» IX 


■ 




n ! 



donc au plus 


terme 



d'une série toujours convergente, car le rapport 


d'un terme au précédent peut s'écrire ainsi 



i 

^^^^^^^ 

n 


n 
2 


MIX 


\/n -h 


« 4 


ta • 


expression 

■ 


ont le numérateur tend, pour n croissant, vers 


e' 2 M\ X |, tandis que le dénominateur tend vers oo. 



même 


série D(a:sX) m 


démonstration s'applique évidemment 

* * 


a 


la 


■ * » 


- . 


Lion méromorphe R(#sX) ne peut avoi 
zéros de la fonction caractéristique D 


réciproquement 


en fa 


cteur une puissance de X 


■ 

X 1# 


st un p. 

contien 



sur l'équation de fredholm 


60 1 



On a en effet 


d\ 


^nœ n X»-i=^ J A„_! (m) dsl' l -i = fl)(ssl)ds. 


Si donc D(œs\) admettait le facteur 1 — ^k la puissance m r 


ce facteur figurerait avec une 


puissance au moins égale 
dans D(ssX) et dans — ^ — et à une puissance supérieure 

■ 

dansD(X). 

k 

Divisant l'égalité précédente par D(X), il vienl 


gglogD(X) 



R (ss X ) ds, 


u en remplaçant R(ssX) par son développement suivant les 
puissances de X 


rflogD(X) 
rfX 


/" [N(«) 


X Ni(s5) -+- X 2 N 2 (i5) — . . .] flk, 


et en 



de o à X 


<i5) 



D(X) 



X N(«) 


X* 


•2 


Ni (m) 



3 


N a («) 


9. Avant de poursuivre l'étude du résolvant 

J 



minaires sont nécessaires. 


On dit que des fonctions cpi(^), <?z(#)i 


système o 



si Ton a les relations 



cp? (o?) dx 




o 


7 


I 


7 


si A: ^ t. 


ues préli- 


■r 



« r 


Deux suites de fonctions 


î 


• 


i 


* J * 


« * 


♦ * 


602 


NOTE III. 


forment un système biorthogonal, si l'on a 


i 


v 



<?i(x) tyk(x) dx 


o 



Dans ce cas les fonctions <p sont 
de même que les fonctions 

Supposons en effet qu'on ait une 






on de la forme 


Se* 9* (a?) = o. 




, il vient 



■ « 

ij fi( 


x) tyk (x) dx 




o. 


Les c sont donc tous nuls. 


Deux fonctions de deux variables 

N(ar*), N'(#s), 

sont dites orthogonales si l'on a les identités 


(16) 



N(<**) N '(f*) d < 


o 


(17) 



O. 


S'il en est ainsi, les 
orthogonaux aux noyau 




x N l9 N 2? 

N' i 



. itérés de/N seront 
és de, N 7 . 



Substituant 



r Np(xt) et Nv (ts) leurs valeurs 


Ni (te) 



Ni_l(/ 2 «)N'(«2)rf«2 


On aura une inté 


triple ; et en commen 



'intégration 


par la vari 


sur l'équation de fredholm. 6o3 

% , 

t on aura un résultat nul en vertu de l'iden- 


N 



iu;. lb noyau in + it aura pour itérés successifs N, H- N' , 
N' 2 , .... En effet N(a?j) 4- N'(a?$) a pour premier itéré 





N 1 (a?s) + N 2 (a7*) 






a??) N(f*) dt 


Mais les deux intégrales sont nulles en vertu del'orthogorialité 



admise 

La même démonstration s'appliquerait de proche en proche 
à tous les itérés successifs. 


Le résolvant 


R(xsl) = N(a?î)-XN,(js) 



et le logarithme de la fonction caractéristique 


logD(X) 



lN(ss) 


X2 


2 


Ni (m) 



s'exprimant linéairement au moyen de N et de ses itérés on en 

■ 

conclut : i° que les résolvants R, R' respectivement correspon- 
dants à N, N' sont orthogonaux; 2° que le noyau de N -t- N' a 


pour résolvant R + R' et une fonction caractéristique ayant 


pour logarithme 


logD(X)H-logD'(X) 


* 

et qui, par suite, sera égale à D(X) D'(X). 

Réciproquement, si deux résolvants R(.#sX), R f (xsl) sont 
orthogonaux, les noyaux correspondants R(œso), K(œso) le 
seront évidemment. 


* 

10. Ces préliminaires posés, considérons un résolvant R(#s X) 
dont le dénominateur D(X) admette des zéros. Soit l t l'un d'eux, 
r son ordre de multiplicité. Le développement de R(.rsX) suivant 
les puissances de X — X t se composera d'une partie fractionnaire 

■ 

qu on peut écrire sous la forme 


F(o;*X) Xi)/» 


fp(xs) 



NOTE III. 


et d'une partie entière 


G(xsl) 


Xi) 


m 


o 


« . 


Substituons ces expressions dans 



uation (10) des 



A 



R(cctl) K(ts\x)dt 



ces 



xs\l) 


7 



pour abréger 


et divisons par k 



\\ —H 


Ai 







- 

r 



(- h) p - l f P (*t) 

■ 

ÎlP 


00 




g, n (xt)h 


m 



kl 


i 


A- 


7* 




>>i)P" 1 /p( a7S ) 


Yc-xop-w^) 


I 


r 




hP^k* 




I 


•4 



QO 



gv(xs)[hy 


-1 



/iV-2 



0 


* ■ 



* 


Identifiant les coeffîcien ts des diverses puissances de h et de k 
nous obtenons les relations suivantes : 


<|8) 


<i9) 


<20) 



f p (xt)fMs)dt 


■ 

Jp-hq—l 



fp(xt)f q {ts)dt= o 


1 


g m {xt)g n (ts)dt 


SI » 



7 


si /? 




■ 

ffp(. 


x 



m 


(ts) dt 



gm(%t)f p (ts)dt 


i> r; 


o. 




UR L ÉQUATION DE FREDHOLM. 

8) et (19) expriment que les fonctions F(xsl) 

m m m 


■ 1 

) expriment que les fonctions/ 


Xj 6 S 


aux. 


corres 


a) 


correspondent respectivement aux résolvants partiels F et G. 
La première n'a d'autre zéro que l l} car c'est le seul pôle de F; 


■ 

la seconde 11 admet plus ce zéro, puisqu'il n'est pas un pôle 



» 1 


11. Poursuivons l'étude du résolvant F et de son noyau 


1 


les fonctions f étant assujetties aux conditions (18) que no 
allons discuter. 

On aura d'abord, pour p = q = 1, 

(21) ! f l (xt)f l (ts)= fi(xs). 




, en posant p — 2 et q — \^ 2, . . ., r ou 



(22) f 2 (xs) = I A(xt)f 1 (ts)dt = I Mxt)f t {ts)dl\ 





fz(xs)= ffi(a;t)f 2 (ts) dt, 

Mxs)= ff 3 (xt)f 2 {ts)dt= jMxt)f 3 (ts)dt, 


(24) 0= Jfr(xt)f 2 (ts)dt= j f 2 (xt)f r (ts)dt. 

m 

Les autres relations sont des conséquences de celles-ci. Eva- 
liions en effet l'intégrale 



en supposant p 1 par exemple, 



Un aura par 



s 





valeur, on* a l'intégrale double 



(xu)ft(u 





f*(ut)f q {ts) du—fy+iius). 


L'intégrale cherchée est donc égale à 



fp—l ( & u 




p-i 


(xt)f q + x (ts)dt 




ette opération, on finira par arriver à l'intégrale 



(xt) 





qui, par hypothèse, est égale à f p + q - i (œs). 



3) expriment que / 3 , . f r sont les itérées 


successives de F sera donc connu si l'on détermine f u par 
les relations (21), (22), (2/1) dont la dernière exprime que 
l'itérée (r— i) ième de " 




12. Considérons d'abord la condition (21). Elle exprime que 
la fonction f x se reproduit par itération, Si donc nous la consi- 



un n 



u, la 



nction caractéristique corres 


D(X) sera donnée par la formule 


log D(À) 




(ss) 


log(i 





fi(ss)ds, 



d'où en posant, pour abréger, 


Cm 


ss) ds 


m 



(1 + .*)'»; 


« • 


ds 


1 



sur l'équation de fredholm. 607 

■ 

D(X) étant une fonction entière, m devra être un entier non 
nég 

Soit #1, Si un système de valeurs qui n'annule pas f\{xs). 
Posons 

Cp ! X <b\S — — ) 


fx(xs) m cp 4 (a?)^,(«) +-f'(xs). 

Si satisfait à la relation (21), f(<vs 

lement. 

On a en effet 


f f'(xt)f(ts)dt 



fi( x i s \ ) 

ou, d'après la propriété (21) de la fonction/!, 


H /î(»i*i) 


On a, d'autre part, 


On pourra de même mettre /' \xs) sous la forme 

où f est une fonction satisfaisant encore à la relation (21), mais 
telle qu'on ait 


f f(ss)ds 


m — 2. 


Répétant cette réduction, on aura finalement 

< 

* 

Mais le reste x(* s ) est identiquement nul; car autrement on 


6o8 


NOTE III. 


en déduirait l'existence d'une nouvelle fonction pour laquelle 


l'exposant analogue à m serait négatif. 


On aura donc finalement 


(25) 


m 


fi(xs) 



13. Substituons cette expression dans la 


■ 

d'où 


L 




il 




S <p/<ar) <M0 2 <p /c (*) ty k (s) dt = 2 <p,(a?) l e (s), 



?*(0<W(0«* 


o 


si k^i, 



i. 


fonctions <p et forment donc un système 



ogonaL 


14. Si la fonction f t 


on aura 



■ 

est orthogonale à un noyau N(.a?s),. 




S <p/(#)'4»/(0N(«*)df 


o 



L <p;(f; ^(a?) N(*0 cfc = o. 



( 2 7) 


La 


cp{(^) étant linéairement indépendantes, on. 
première de ces relations que Ton a, 





donne de même 


o. 



(28) 


Soit 



<p/(0 N(st)dt 


o. 


9 

une expression quelconque bilinéaire par rapport aux fonc 


tions 9(#) et ty(s 



1 JT A A 

). On déduit immédiatement des relations. 


'entes que A(œs) est orthogonale à N(#s). 



SUR L 


Soit d'ailleurs 


une fonction bi 



re analogue à A(œs)\ les fonctions 



A(xt) B(ts) dt, 


S ^ 


ts) B(xt) dt 


auront encore la même forme 
On a en effel, par exemple, 


xt 



ts) di 


x) tyk(t) S b Vk > yv{t) ty/ c >(s)dt 




en posant pour abréger 


^aî/cbi'k* J tyk(t)^i>(t)dt 


i\ ' k 


ou en tenant compte de la biorthogonalité 


2" 


ik &kk 


k 


Cette formule montre que le déterminant des coefficients Cjk 9 
est le produit des déterminants è r des aik et des bi/ € - 

En particulier, si à n'est pas nul, soient A i (a:s)^ A 2 (3?s), . . . 
les itérés Successifs de A.(ûcs). Aucun d'eux ne pourra s'annuler 
identiquement, car ce sont des fonctions bilinéaires des cp et 
des ib où les déterminants des coefficients sont respecti- 

vement ô 2 , <5% .... 


15. La fonction f^{œs) satisfait aux deux relations (22) 


x 



ts)dt 


xt) f 2 (ts) dt 


En y substituant pour f t sa valeur déjà trouvée, ces relations 


deviennent 


Mxs) 


fi(ccs) 


S ty(s) J Mxt)^t{t)dt, 
2<?i(x) J Mts)i>i(t)dt 


J. 


Cours, III. 


3g 



10 


NOTE III. 


et montrent que est bilinéaire par rapport aux. fonc- 

tions <p et 4>. Il en sera de même de ses itérées successives / 3 (a?, s) 


et 



du résolvant F{wsl) et 



on novau F(a?so). 


Soit donc 


Son (r 


i) iè «ie itéré 



■ 

, le déterminant 3 des 


coeffi 


V 



nts ai k doit être nul. 


16. Posons 




/ri 


( ^ 


I j 2 ^ • • • } ^ ^} * 


On aur 




les fonctions $ et for 


et f%(&s) deviendra une 


un nouve 




ogonal; 


eaire 



et 


des W(s). On peut se proposer de profiter de l'indétermination 


des b ih de manière à simplifier le plus possible cette nouvelle 


4 


expression. 

C'est un problème connu d'Algèbre, dont nous nous borne- 


rons à rappeler la solution. 



Si tous les mineurs de è ne sont pas nuls, on pourra donner 


à f x i: / 2 les formes s 




m 


ft(xs 



f*(xs) 




i'-i-i 


(s). 


On aura ensuite 


f 3 (xs) 



expression qui, en vertu de la biorthogonalité des<ï> et des se 


réduit à 


m 


(s). 


SUR l/É 



DIS FREDHOLM. 


6l I 


On trouvera de même 


m — a 



fin ( & S ) 


• 1 


/ 


(a? s) 


o : 


m est donc égal à r. 


Par la substitution de ces valeurs dans l'expression du résol- 
vant, il devient 


i,k 


î 



î 


et Je noyau correspondant sera 


(29) F(575o)= _i^* | .( a7) w A .(5) 


i, 2, 


* • • 5 


I / 


17. Si tous les mineurs de à sont nuls, on pourra trouver un 
nombre p moindre que r tel qu'ayant toujours 


P 





*/(aOW,(*)=/t(ar*)H-/i(**). 


1 


on ait 


P 


/a étant égal à £^<S> t (ac) W £ ^. i (s) et f l % {xs) une fonction bili 


néaire de celles des fonctions dont l'indice est >> p 


Mais deux fonctions W/ C (s) et O z /(^r) ^/(s) étant évi- 

mment orthogonales lorsqu'elles n'ont aucun indice commun, 
f\(œs) et f l ^{oos) le seront. Les itérés successifs de f(x$) 
s'obtiendront en ajoutant ceux de f\{xs) et de f^{ocs). Le 
noyau F(a?so) dérivé de f x et de / 2 se trouve donc décomposé 
en une somme de deux noyaux partiels N 0 (#s), N' (&s) ortho- 
gonaux entre eux. 


Le premier, F°(.rso), 



ï de f\{xs) et aura 


6l 2 


1 



I 


orme (29). Si 0 


I 


OTE 


il 




terme 


1 


On doit d'ailleurs arriver dans la suite des itérés de f ! ^{xs) 

* 

à un terme nul. Le déterminant des coefficients de cette forme 


bilinéaire sera donc nul. Répétant les raisonnements précédents, 
on pourra mettre N' (&s) sous une forme analogue à (29) ou le 


partager en 
premier 




x noyaux partiels Nj^s), W{xs) dont le 




orme. 


poursuivra cette réduction 


jusqu'à ce qu'on ait 



On 


osé Y(xs) en une somme de 


noyaux partiels tous de la forme ( 29) et orthogonaux entre eux. 
S'ils contiennent respectivement p, p l7 . .. fonctions $ (et 



autant de fonctions W), on aura évidemment m — pH-p 


1 



eurs fonctions caractéristiques A°(X), A*(X) . . . étant respecti- 


vement 


X 



1 


P 


1 


1 



> celle du noyau total 


/ 

sera ( 1 


X \m 

v 



n l'ordre du pôle X t par rapport au résol- 


vant sera égal au 




P 


M. Goursat, à qui l'on doit l'analyse 



(*), a donné 


aux combinaisons linéaires des fonctions le nom de fonc- 


tions principales. 


18. Nous avons vu que l'équation de Fredholm 


X 


N(a?s) ®(s) ds 


< * 


admet une solution unique si X n'est pas un zéro de la fonction 
caractéristique D(X). Si f{oo) est nul, zéro est une solution 


évidente, mais ce sera la seule. 

Il n'en est pas de même si X est un zéro de D(X), tel que X^ 


Nous avons vu que dans ce cas N{œs) est la somme de deux 


noyaux orthogonaux ¥(xso) et Çj(jcso) tels que la fonction 
caractéristique du second n'admette plus le zéro X t . 

■ 

Considérons d'abord l'équation sans second membre 


(3o) 



a?)+"Xi / [F(a;so) -h G(xso)] cp(s) ds 


o. 


( l ) M. Heywood a obtenu de son côté les mêmes résultats. 




sur l'équation de fredholm. 



(3i) 


<p(a?) + 


ation plus simple 


Xi J F(œso) v(s) ds 


o 


Soit en effet une solution de l'équation (3o) 



n aura 


en posanlXi / F(xso) o(s)ds 


cp(a?) -+- X t 


xso)ff[s)ds=/(x), 


équation donl la 



sera 


<p(a?) 


/(*) 


Xi 


Xi 



G(cpsA 1 )f(s) ds 


xso) cp (s) ds 



X 


i// g( 


a? s Xi ) F (s £ o ) cp ( £) ds dt 


* 

Mais l'intégrale double est nulle, car G et F étant orthogonaux, 
l'intégration par rapport à s, effectuée la première, donnera un 


résultat nul. On voit donc que cp(#) satisfait à l'équation (3i). 
Réciproquement, soit o(x) une solution de (3i). Elle satis- 



à l'équation (3o), car on aura 



G(xso) (d(s) ds 


Xi 


xso) F (s to) cp(£) dt ds 


o 


par suite de l'orthogonalité de G et de F. 

Cherchons donc les solutions de l'équation (3i); F(œso) étant 
linéaire par rapport aux fonctions O(^), le résultat de sa subs- 
titution dans l'intégrale 



F (xso) tf(s ) ds 


sera de même forme, quelle que soit la fonction cp. On ne 
donc avoir de solution de l'équation autrement que 
forme 



<p(#) 




19. Cherchons donc le résultat de la substitution d 
ression de cette forme dans le premier membre de Péqua- 


6i4 


tion 



OTE III. 


1 


'f F( 


xso 



s) ds 


o. 


Supposons que ¥{ocso) pui 
noyaux partiels, N°(#s), N 1 ^.?), 



• * . 



* en plusieurs 


les fonctions <D2; 



t 

1 ? 


■ • 


respectivement 
, Ol; . et substituons la 



ion 


P 


Pi 


i 




0 




■ ■ 


Le résultat de la su 



ution sera 


■ 





[N°(a75)-{-N»(^5)H-...] 


P 



_ 1 



c;*/(s) + 


ds. 



en verlu de l'orthogonalilé 



s noyaux pa 


gra 


les 


/ N°(a:jj) ds, 





N 1 (scs)<Pf(s) ds, 



sont nulles. 11 ne reste donc qu'à évaluer 


0 





*1 



p 





analogues relatives aux autres 


partiels. 


noyaux 


Remplaçons N°(^^) par son expression (29), nous aurons à 


évaluer l'expression 




x H{s)^C^f(s)ds 



l 



l, l 



X j m * m m 


Mais fwi(s)^(s)ds 



t nul si />*, égala 1 si/ 


/c. On 



ra donc comme résu 



ou 


(C 


o 

2 




■ 



-+-CJ) 


» * 



1 


(a?) 



comme on le voit, une fonction linéaire de 


<Djj_i(#) dont les coefficie 



peuvent prendre des valeurs quel- 


conques par un choix convenable des 



es CS, 


p o 


Elle s'annule avec ces constantes et quel qjie soit C?. 

L'équation sans second membre admet donc comme solution 


* 


les premières fonctions <t*i(x) de chacun 



noyaux partiels, 


et sa solution générale est une fonction linéaire de ces so 
ondamen taies. 



ons 




i dans l'expression du noyau N(x$) de l'équation sans 



membre on échange x et s, on 



tion 



uvelle équa- 


©(#) + 



N (sx) o(s) ds 


o 


associée de la première. Son résolvant R(s#X) se déduira évi- 
demment de R(#sX) par Je même échange entre les variables. 
La fonction caractéristique D(a) ne sera pas altérée. La partie 
du noyau correspondant à un de ses zéros sera la même 
et sa décomposition en noyaux partiels sera la même. Les 

ions principales seront les W(x); mais dans chaque 
noyau partiel elles devront être prises dans un ordre inverse de 



c 



i qu'on avait donné aux fonctions <S>(x); 



les solutions fondamentales de l'équation 


e sorte que 


<f(x) i-JN( 


$x) o(s) ds 


o 



les dernières de chaque groupe, à savoir 


pi ( ^ )' • « • • 
Pour mettre 




que l'expression (29) 

. r* p « — 

nge simultané de 



en évidence, il suffît de remar- 
au partiel ne change pas par 


OC 


J 


*1> 



• * 


1 


p 
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ec 


21. Revenons à l'équation à second membre 


(3^) cp(^) +Xi / N(xs)y(s)ds =f{x). 



nés conditions seront nécessaires pour quelle admette 


des solutions. 



effet t|;(.2?)% une solution quelconque de l'équation 


associée 


uuoi 

^{x)^\ x f N(sx)ty(s)ds 


o. 


1 


Multiplions Ja proposée par et intégrons; il viendra 





/ ty(x) cp(.r) dx -h X! / /■ N(xs) y(s)ty(x)dx ds = / f{x)^{x) dx. 


*-~is on a par 



J N(xs) ty(x) dx = — ty(s). 


Le premier membre se réduit donc à 


r r 

j (x) <f(x) dx — / ty(s) <f(s) ds 


o 5 


et il reste la condition 



f(x) ty(ar) dv — o. 


r 

On aura autant de conditions distinctes que l'équation asso- 
ciée a de solutions fondamentales. 


22. Nous allons démontrer que, si ces conditions sont satis- 
faites, l'équation admet une solution. 

Mettons en effet en évidence la division du noyau en deux 


• 


parties 


F(xso) -b G(xso). 
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equalion 


(33) 


'k(x) 



*ki J G(xs o) it(s) ds =/(a?) 



admet une solution, \ x n'étant pas racine de la fonction carac- 


téristique pour le noyau G. 

L'équation (32) admettra une solution de la forme 


71 ( x ) 



Substituons en effet cetle expression dans l'équation et sup- 


primons les termes qui se détruisent en vertu de l'équation (33) 


Le second membre disparaît et le premier se réduit à 


Ci <£/(#) -t- Xi J F(xso) tz(s) rfv 


X t J [F(xso) 



G(a?5o)]SC/$/(5) ds. 


Or F(œso) est une fonction linéaire des fonctions Il 
en sera de même pour l'intégrale 


Xi 


xso) 7c(s) ds. 


Mais en vertu de nos hypothèses les dernières fonctions 

OJ^a?), . . . n'y figureront pas. 
En effet, F(xso) ne contient Qf% par exemple que dans un 
seul terme (s) ; ^ ne figurera donc dans l'intégrale 

qu'avec le coefficient 

W°Js)tz(s)cIs 



ou, eu remplaçant tz(s) par sa valeur, 


/O) 



x 


O ) TT 



Vf (*)/(«) ^ 



G(sto)iz(t)ds dt. 




remier terme est nul par hypothèse. On voit que le 
l'est également en commençant par l'intégration relative 


a s. 


1 
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L'intégrale 


cvso)IiCi^i(s) ds 


a tous ses termes nuls. Reste à évaluer l'expression 

F(xso)2Ct* t (s)ds. 

« 

No us avons vu qu'elle représente une fonction linéaire 


des ®i{œ) [à l'exception de <D|j (a?), «^(a?), . . . ] dont les coeffi- 



peuvent prendre des valeurs quelconques par un choix 
convenable des C. Ceux-ci pourront être déterminés de manière 



de 7i(a?). 


les termes analogues provenant 



Ayant ainsi trouvé une solution de l'équation proposée, on aura 

■ • f f | | ■ • | * » m m t ■ 'm 


sa solution générale en lui ajoutant la solution générale de 
l'équation sans second membre. 


23. Le cas où le noyau N (œs) est symétrique en x et s, étudié 
spécialement par MM. Hilbert et Schmidt, présente des parti- 


cularités intéressantes. 


Les itérés successifs du noyau (et par suite le résolvant) sont 
également symétriques. 
En effet, soit 



p 


l'un de ses itérés. Permutant les variables dans chaque facteur 


et changeant les variables d'intégration t x , . . . , t p en t p , . . . , t u 


on obtiendra le noyau N p (sa?). 

Le noyau étant supposé réel, aucun de ces itérés n'est identi 
quement nul. 


Supposons en effet que N p (aes) fût nul, 



Np+|(a?*)= / N p (xt)N(ts)dt 


J 

le serait. Or, soit N 2p+l (ûrs) le premier itéré de rang impair qui 
s'annule. La relation 


N 


ip-n(xs)=z j N / ,(a7i)Np(rt) dt 


donnerait 


sur l'équation de fredholn. 

I 

, en raison de la symétrie, 


619, 


N 


2p-l-l 


(jcs ) 


et pour x 


xt)N p (st)dt, 


s 


(xx) 


în ( 


xt) dt, 


a qui ne peut avoir lieu que si N p (act) est nul ; mais alors 


N 


(xs) 


/n„ ( 


Xt) N rf£ 


le serait aussi. Or l'un de ces deux noyaux â un indice impair 
et moindre que ajo-t-i, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Cette démonstration montre même qu'aucune des fonctions 
N p (ss) n'est identiquement nulle si N(m) ne l'est pas 



24-. La série qui donn 


logD(X) 


/[XN( 



Or 


D(A) 


ss) 


X2 


1 


Ni (m) 



X3 

y N 2 («) 



n'est pas une fonction entière. 
Pour le démontrer, considérons l'intégrale 


00 



\x N,, +1 (st)] 2 ds dt 



V 

Nyr, + | (st) ds dt 
\t? J f Np~ +Ï {st) ds dt. 



expression ne pouvant être négative, quel que soit /jl, or> 
aura l'inégalité de Schwartz : 



m 

Np-tist) N p+ i (st) ds dt 


2 


=JJ N 2-i ds dt j Ç N 




* t 


Ô20 


NOTE III. 


Mais on a, à cause de la symétrie des noyaux, 


i 


(si) N 


p-hi 


(st) dt 


N 


/H-J 


(ts)dt 


N 


(«), 


et de même 


/i 



/J— 1 


(*f)N 


(ts) dt = N 2/J _! (fî), 




(st)dt 




11 2/M-3 


(5 5) 


* * 


Si donc nous posons pour abréger 



Np(ss) ds 


U 


l'inég 




ente 



ou 



u 

U 


U 


> 


U 


2p~h 1 _ — 

>• ■ "> 

2/7—1 


U 


3 



Or, si dans la série qui donne log D (1 ) on considère le rapport 


es modules des deux termes à exposants pairs consécutifs, 



savoir 


et 





2 


le r 



r 



e leurs modules sera au moins égal à 



2 p 



2 



U 



■ 


u 


2/J— 1 


et a fortiori à 



2 y9 



2 1 1 Uj 


Ces modules iront donc en croissant lorsque p sera suffisam- 

■ 

ment grand dès que 1 1| sera plus grand que 

■ 



— I- La série qui 

U 3 4 

donne logD(À) sera dès lors divergente, ce qui ne pourrait 
avoir lieu si D(X) n'avait pas de zéro. 


des 


ces pâles sont simples. 

Supposons en effet qu'on eût un pôle multiple l l9 Aux envi- 


sur l'équation de fredholm. 


Ô2Ï 


rons de ce point on aurait pour le résolvant R(.a?.sX) un 



pement de la forme 



r-l 


fr (00 S) 



( 


(X — X,) 


r-l 



G(a?s X), 


r étant >i et f r (a>s) différent de zéro. Mais de cette 



èse 


résulte une contradiction. 

Remarquons tout d'abord que de la symétrie 



rapport à x et s résulte celle des fonctions /. 
Substituons la valeur de R dans l'équation 


R(a7sX) 


i 


X f N(xt)R(tsl)dt, 


qui détermine le résolvant, et remplaçons X par Xj 



L'identification des termes de degré 


r et 


r 



h. 

i donnera 


* les deux, équations 


X i 


Xt)f r (ts)dt, 


+ 

\ X J N(xt)f r -i(ts) dt 



N(xt)f r (ts) dt. 


Multiplions la première équation par / r _i(^s), la seconde 


par f r (œs), retranchons et intégrons par rapport à 


x ; 


ii 


viendra 


Xi 


Xt)f r (ts)f r ~ 1 (xs) dt dx 


Xi 



Un 

J J N(xt)f r (ts)f r (xs)dtdx 


(ts)f,(xs) dt dx 


o. 


Les deux premières intégrales se détruisent, car elles pren- 
nent la même forme si, après avoir remplacé dans la seconde 
N(.rO par N(£#) qui lui est égal en vertu de la symétrie, on 
échange les deux variables d'intégration. 

Dans la troisième intégrale, effectuons l'intégration par rap 

port à £; elle se change en 


f r ( W $ ) 7 



M 


identique- 





a 



26, La partie du noyau correspondante au 



e A| 


sera 


donc 



1 


v 


les fonctions $ étant des solutions fondamentales de l'équation 
homogène 


<p(.r) -4 




o 


et les W des solutions fondamentales de l'équation associée. 


Mais c 


de 





eux. eq 


rs solutions 



ions as 



damentales est 


îées étant identiques, le système 

ême. Les fonctions W 



doivent donc être des fonctions linéaires des <ï>. En les rempla- 


çant par leurs valeurs, l'expression Wi(s) deviendra une 



ion 



inéaire B 1 (ûos) des fonctions <D(a?) et &(s). 


Cette fonction sera évidemment symétrique en œets\ et cette 
symétrie se conservera si Ton opère une même substitution 


linéaire sur le système des fonctions 4>(,#) et sur celui des fonc- 


tions <D(s). Par une opération de ce genre on ramènera aisé- 
ment B t (a;s) à la forme 


2cp]0r)cpî(s), 


les fonctions oj formant 

i § 

On aura ainsi 



orthogonal. 


N(a?«) 




G^zrsX) étant un autre résolvant admettant les mêmes 
que R(a?sX) à l'exception de % x . 


\ / M A ■ 

Soit X 2 un autre pôle de R(.r,sX). On pourra de même mettre 


G(xso) sous la forme 


+ G'(xso) 


On aura finalement, si le nombre des pôles A,, X 2 . 


est 


SUR L 
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limité, 


N(ccs) 


X 



-+- T(xso) } 


T(œso) étant un noyau symétrique dont le résolvant n'a plus 


de pôle. Mais nous avons vu qu'un pareil noyau est nul. 

Si le nombre des pôles X t , X 2 , ... est infini, on pourra les 
supposer rangés suivant Tordre de grandeur croissant de leurs 
modules; et Ton aura ainsi une série infinie qui représentera 



xs) si elle est uniformément convergente. Car ici encore la 
différence entre le noyau et la série sera un nouveau noyau 

1 

symétrique dont le résolvant n'a plus de pôle. 

Remarquons enfin que deux solutions fondamentales <p, ^ 
relatives à deux pôles différents X* et l /c sont orthogonales. On 
a en effet 



Ai 


ty(x) 



1 


x s)y(s) ds 


o 


x s ) A» ( s ) ds 


o. 


Multiplions la première équation par \^^x dx et intégrons, 
la seconde par "k x <ç(x)dx et intégrons; puis faisons la différence. 


Il viendra 


Xi 


_ * 

x)ty(x) dx 


^1X2^ jN(x$)<p(s)i\>(x)dxds 


-\~ Xi Xg 


x s ) ty(s) <f{x) dx ds 


Or, les deux intégrales du second membre se détruisent; car 
si Ton échange a: et s dans le noyau symétrique N(œs), elles ne 

- 

diffèrent plus que par l'échange des variables d'intégration. 
Il résulte de là que les pôles sont tous réels, car à un couple 



P 



conjugués 7i t 



(3z et X 


a 



1 correspon 



évidemment deux solutions fondamentales conjugées 


y(x) 


P(x)-+- iQ(x), 


<l>(x) 


P(x) 


iQ{x), 


pour lesquelles l'intégrale 



cp(#) ty(x) dx 


x) 



Q*(x)]dx 


ne serait pas nulle. 


FIN. 


— » 
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